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Resumo

Nesta dissertacao, versaremos sobre estabilidade harmonica de hipersuperficies
minimas em uma variedade Riemmaniana. O resultado principal mostra que uma su-
perficie minima completa estavel harmonica em uma variedade Riemanniana de curvatura
de Ricci nao negativa é conformemente equivalente ao plano R? ou ao cilindro S* x R. O
trabalho é baseado no artigo dos autores Qing-Ming Cheng and Young Jin Suh, intitulado

“Complete Harmonic Stable Minimal Hypersurfaces in a Riemannian Manifold”.

Palavras-chave: Estabilidade Harmonica; Hipersuperficies Minimas; Curvatura de Ricci.



Abstract

In this dissertation, we deal with some results concernig harmonic stability for
complete minimal hypersurfaces in a complete Riemannian manifold. The main result
shows that a complete stable minimal surface in a Riemannian manifold of nonnegative
Ricci curvature is conformally equivalent to either a plane R? or a cylinder S! x R. The
work is based on the paper of the authors Qing-Ming Cheng and Young Jin Suh, entitled

“Complete Harmonic Stable Minimal Hypersurfaces in a Riemannian Manifold”.

Keywords: Harmonic Stability; Minimal Hypersurfaces; Ricci curvature.



Sumario

Introducao

1 Preliminares
1.1 Gradiente, Divergéncia, Laplaciano . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.2 Forma Elemento de Volume . . . . . . ... ... ... ... ... ...,
1.3 Formula de Bochner-Weitzenbock . . . . . . .. ... .. ...
1.4 Conexao Induzida . . . . . . . .. ..

1.5 Superficies de Riemann . . . . . . . . . ... ...
2 Hipersuperficies Minimas Estaveis
3 Estabilidade Harmonica
4 Superficies Minimas Estaveis Harmonicas

Referéncias

28

34

41

49



Introducao

A investigacao de hipersuperficies minimas completas imersas em uma variedade
Riemanniana floresceu no século passado e, desde entao, uma boa compreensao de sua
geometria local e estruturas topoldgicas foi obtida. O teorema classico de Bernstein afirma
que um grafico minimo completo no espaco Euclideano R? tem que ser um plano. Como
generalizacao, Almgren [2], De Giorgi [7], Fleming [12] e Simons [16] provaram que um
grafico minimo completo n—dimensional no espaco Euclideano R"*!, com n < 7, tem que
ser um hiperplano. Mas, paran > 8, Bombieri, De Giorgi e Guisti [3] encontraram graficos
inteiros minimos em R™! nao lineares. Como graficos minimos tem a propriedade de
minimizar area, resultado este provado por do Carmo, é natural considerar hipersuperficies
minimas estdveis em R"™. Em 1979, do Carmo e Peng [8], provaram que uma superficie
minima completa estdvel em R3 deve ser um plano. Simultaneamente, Fisher-Colbrie e
Schoen [11] mostraram que uma superficie minima completa estavel M em uma variedade
Riemanniana completa 3—dimensional N, com curvatura escalar nao-negativa, tem que
ser conformemente equivalente a um plano ou conformemente equivalente ao cilindro

St x R. Em particular, quando N = R?, obtiveram que M é um plano.

Por outro lado, com foco no Teorema de Bernstein generalizado, foi questionado
por Yau, em [18], se é possivel provar que toda hipersuperficie minima completa estével
em R"™ (n < 7) é um hiperplano. Embora muitos trabalhos nesta direcao tem sido
feitos, este problema permanece em aberto. Por exemplo, Shen e Zhu [15] mostraram
que uma hipersuperficie minima completa estével em R"*! com curvatura total finita tem
que ser um hiperplano. Cheng e Wan, em [5], provaram que uma hipersuperficie minima

completa em R?* com curvatura escalar constante é um hiperplano.

Em [13], Jiagiang Mei e Senlin Xu introduziram a nogao de estabilidade harmaénica
e indice harmoénico para uma hipersuperficie minima completa em R"*! da seguinte
maneira : sendo M uma hipersuperficie minima em R""!, define-se uma forma bilinear

por



I(X,)Y) = / {(VX,VY) = S(X,Y)}dM, ¥V X,Y € T¢(TM),

onde I'¢(T'M') é o conjunto de campos de vetores tangentes com suporte compacto em
M, S é o quadrado da norma da segunda forma fundamental e V é a conexao induzida
em M. Observemos que a expressao acima € inspirada na forma bilinear associada ao
operador de estabilidade, o qual atua em um espaco de fungoes. O indice harmonico de
M, h(M), é definido como a dimensao maxima dos espagos vetoriais nos quais I é negativa
definida. Se h(M) =0, M é dita estdvel harmonica. Foi provado em [13] que a condicao

de estabilidade harmonica é mais fraca que a de estabilidade.

Esta dissertacao sera baseada no artigo Complete Harmonic Stable Minimal
Hypersurfaces in a Riemannian Manifold, de Qing-Ming Cheng e Young Jin Suh [6],
publicado no Monatsh Math, em 2008, no qual ¢ introduzido o conceito de estabilidade
harmonica para uma hipersuperficie minima em uma variedade Riemanniana completa
qualquer, que generaliza o conceito apresentado em [13]. Neste contexto, o indice de M

serd definido como sendo o indice da forma bilinear
I(X,Y) = / {(VX,VY) — (Riex(v, ) + S)(X, V) }dM .
M

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma demonstracao de um
resultado que generaliza os teoremas provados por Do Carmo e Peng [8] e Fisher-Colbrie
e Schoen [11], citados anteriormente, para uma hipersuperficie minima completa M? em

uma variedade Riemanniana completa N3. Mais precisamente, o seguinte resultado.

Teorema. Seja N3 uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci ndo
negativa e M? uma superficie minima orientada completa estdvel harmonica em N3.

Entao, M é conformemente equivalente ao plano R? ou ao cilindro S' x R.

Embora o teorema citado refira-se a variedades bi-dimensionais, alguns dos resul-
tados necessarios para a sua demonstracao serao apresentados num contexto mais geral

para variedades Riemannianas de dimensao qualquer.

Este trabalho consta de quatro capitulos. O primeiro capitulo é dedicado a con-
ceitos e resultados basicos de Geometria Riemanniana, que estao relacionados com o

trabalho proposto, e a alguns resultados relevantes que serao utilizados no seu decorrer.



No segundo capitulo, exibiremos as féormulas da primeira e da segunda variacao
para uma imersao entre variedades Riemannianas, as quais representam, respectivamente,
a primeira e a segunda derivada da funcao area associada a uma variagao, e o conceito de

estabilidade.

No terceiro capitulo, introduziremos o conceito de estabilidade harmonica. Serd
visto que a condicao de estabilidade harmonica é mais fraca que a de estabilidade, isto é,

que toda hipersuperficie minima completa estavel é estavel harmonica.

Finalmente, no quarto capitulo, apresentaremos a demonstracao do principal

resultado desta dissertacao.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados basicos, e

alguns resultados relevantes que serao utilizados ao longo deste trabalho.

1.1 Gradiente, Divergéncia, Laplaciano

Nesta secao definiremos gradiente, divergéncia e laplaciano em uma variedade Rie-
manniana, determinando para cada um destes suas expressoes em relacao a um
referencial ortonormal. Destacaremos alguns resultados basicos que utilizaremos no nosso
trabalho.

Consideremos M uma variedade Riemanniana de dimensao n e denotemos por
(, ) asua métrica, V a conexao Riemanniana relativa a esta métrica, X(M) o conjunto
dos campos de vetores de classe C* em M e C*°(M) o anel das fungoes reais de classe C*
definidas em M . Dada uma fungao f € C*(M), definimos o gradiente de f como o tinico

campo Vf em M dado por
(VE,Xy=Xf=df - X, VX eX(M).
A divergéncia de um campo X € X(M) é a funcao div X : M — R, definida por
div X = tr(Y — Vy X),

onde tr denota o traco de uma aplicagao linear.

O laplaciano de M ¢ definido como o operador A : C*(M) — C*>(M) dado por

Af =div(Vf), V f € C®(M).
4



Calcularemos, primeiramente, as expressoes de V f, div X e Af em relacao a um
referencial ortonormal {Fy, ..., E,} definido em um aberto de M. Observemos no entanto
que as expressoes do gradiente, da divergéncia e do laplaciano independem do referencial
escolhido, pois o gradiente em cada ponto p € M é o vetor que representa o funcional
linear df, e a divergéncia é o tra¢o de uma aplicagao linear.

Como, por defini¢ao,
<Vf7Ez> :Ezf7 1= 17"'7”7

a expressao de Vf é

n

Vf= Z(Ezf>Ez (1.1)

i=1

Agora, como div X = tr(Y — Vy X), entao

div X =Y (Vp X, E;).

i=1
Escrevendo X = Z X, E; , segue que

Jj=1

n

(VeX,E) = (Ve (d_X;E),E)=> (V5 X;E; E)
j=1

J=1

= Y (E(X))E; + X;V,Ej, E;)
j=1

— Z(Ei(Xj)Ej,E,)+i<XjVEiEj=Ei>

J=1

= (EB(X)Ei, E)+ ) X;(VEE), E)

j=1

= Ei(X)(E;, B — in<inEia Ej)

Jj=1

= Ei(X) —(VgE, ) X;Ej)
j=1
= Ei(X;) = (Vg E;, X),
onde usamos que

implica

<VE1EJ,EZ> = —<VE1EZ,EJ>, VZ,] S {1, ce ,n}.



Portanto,
div X =) {E(X;) = (Vi E;, X)}. (1.2)
i=1
Para o laplaciano, temos

Af =div(Vf) = Z{Ez(Ezf) — (Vg B, Vf)} = Z{Ez(Ezf) — Vg Ei(f)},
isto é,

Af = Z{Ei(Eif) — VeE(f)}. (1.3)

Lema 1.1.1. Sejam f,g € C*(M), h € C*(R), ¢ X € X(M) . Entdo
(a) V(f+9)=V[f+Vg;
() V(fg)=fVg+gVf;
() V(ho f)=Hhof -Vf;
(d) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf Vg);
(e) 5A(f7) = fAf+| VS

(f) div(fX) = fdivX + (Vf,X).

Demonstragao:

(a) Seja X € X(M) qualquer. Por defini¢ao,

(V(f+9),X) = X(f+9)=Xf+Xg
= (Vf,X) +(Vg,X)
= (Vf+Vg,X),

e como X € X(M) é qualquer, concluimos que

V(f+g9)=Vf+Vg.



(b) Seja X € X(M) qualquer. Por definicao,

(V(f9), X) = X(fg)=[fXg+gXf
= f(Vg,X)+9(V[,X)
= (fVg+gVfX),
e como X € X(M) é qualquer, concluimos que
V(fg)=fVg+gVFf
(c) Sejam p € M e X € T,M quaisquer. Por definicao,
(V(hof)p, X) = d(hof),X =h(f(p))df,X
= W)V X)
= (W(f)V fp. X),
ecomo p € M e X € T,M sao quaisquer, concluimos que
V(hof)y=hof-VF.
(d) Seja {Ej,..., E,} um referencial ortonormal definido em um aberto p € U C M .

Sabendo que Af = Zn:{EZ(El(f)) — Vg Ei(f)}, YfeC®(M), temos

i=1

Afg) = D _AB(E(f9) — V. Ei(f9)}
= Z{Ez(sz(g) +9Ei(f)) — f Ve Ei(9) —9 Ve E(f)}
= Z{Ez(sz(g)> + Ei(gEi(f)) — f Ve Ei(g) — 9 Ve E(f)}

= Z{fE’L(E’L(g>> + Ei(9)Ei(f) + gEi(Ei(f)) + Ei(f)Ei(g)

= X J(E(E(9) = Vi Ei(9)) + > g(B(E(f)) = Vi Ei(f)
Y BB+ BUEG)
= fZ Ei(Ei(9)) — Vi Eilg) + QZEi(Ei(f)) = Vi Ei(f)

+ 2 Z Ei(f)Ei(g)

— [Ag+gAf+ 2V, V),



4 que
A <i<E¢<f>>Ei, ile(g))m - ilmfwj(g)w@-, £
_ f;EimE
pois {Eh, ..., By} é um referencial ortonormal.

(e) Tomando g = f no item anterior, segue que

A(f?) =2fAf + 2V [. V),

ou seja,
SAP) = FAFH| VS P,

como queriamos.

(f) Sabendo que div X = Z(VEiX, E;), onde {Ey, ..., E,} é um referencial ortonor-
i=1
mal em M , temos que

n n

div(fX) = > (Ve (fX).E) = Y (fVeX + E()X, E;)

i=1 =1

— S P VEX B + E(f)(X, B

=1
_fz Ve X, E;) <X ZE >
:fde + (VS X),

finalizando a prova da proposicao.

Se M é compacta e orientavel com bordo M |, para X € X(M) tem-se que
/ (divX)dM = | (X,u)dA,
M oM
onde dM e dA sao os elementos de volume de M e do bordo M, respectivamente, e v é o
campo unitario normal exterior em OM. Este resultado é conhecido como

Teorema da Divergéncia (veja [17]).



Sejam f,g € C*(M). Considerando o campo X = f Vg, temos deste teorema

que

/div(ng)dM = f(Vg,v)dA.
M oM

Mas, pelo item (f) do lema anterior,

/M div(fVg)dM — /M (fdiv(Vg) + (Vf,Vg))dM

e portanto
/ (fAg + (Vf.Vg)dM = [ [(Vg,v)dA. (1.4)
M oM
Por outro lado, considerando o campo X = ¢V f, segue que
| war+ g v = [ g9rmaa
M oM

A diferenca entre estas duas utimas expressoes nos dé
| 89— aApad = | (5(Taw) = g(Vimpar  (15)
M M

As expressoes (1.4) e (1.5) sao chamadas Fdrmulas de Green .

Introduziremos agora 0 conceito de variedades conformes.
Seja ¢ : M — N um difeomorfismo, onde N é uma variedade Riemanniana. De-
notemos, por abuso, (, ), Ve A amétrica em N, a conexdo Riemanniana e o laplaciano
relativos a esta métrica, respectivamente. Suponhamos existir uma fungao p € C*(M)

que satisfaca, para todo p € M e todo par de vetores v, w € T,M , p(p) #0 e

<d90p v, dg@p ) w> = MQ(p)<U’ U)>.

Neste caso, dizemos que ¢ ¢é uma aplicacao conforme, que M e N sao
variedades conformes e que a funcao p? é o coeficiente de conformalidade de .

Dizemos que ¢ : M — N é uma aplicagao localmente conforme se, para cada p € M
existir V}, C M vizinhanga de p em M tal que go‘vp : V, — ¢(V},) é uma aplicagao conforme.

Neste caso, dizemos que M e N sao variedades localmente conformes.

Supondo ¢ : M — N aplicac¢do conforme, observemos que dados X € X(M) e
feC=(M), pondo g = fop! temos, para g = p(p),

((de-X)g)(q) = X(gop)e (@) = X(f)e (q) = (Xfop g)
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isto é,
(de-X)g = Xfop (1.6)

O lema seguinte nos mostra como se relacionam as conexoes de M e N.

Lema 1.1.2. Se XY € X(M) , entdo

Vipx(de-Y) = do- (VXY + Q—;(X(MQ)Y + Y(pHX — (X, Y)Vp?) )

Demonstracao:

Seja S(X,Y) o campo em M que satisfaz
Vipx(de-Y) = dp- (VxY + S(X,Y)), (1.7)

para quaisquer X,Y € X(M) .
Utilizando (1.6) obtemos para quaisquer X,Y, 7 € X(M) ,

(dp - X){dp-Y,dp- Z) = (dp- X)(p*(Y,Z))
=X (WY, Z)) o™,

ou seja,
(do- X)dp - Y,dp-Z) = {X()(Y.Z) + p* X(Y,Z)}op™ . (L)
Pela definicao de S, temos também que

(Vipx(dp-Y),dp-Z) = (dp-(VxY + S(X,Y)),dp-Z)
=13 (VxY + S(X,Y),Z)op™?

={ W (VxY. Z) + p*(S(X,Y), Z) }op~". (L9)
Permutando-se Y e Z em (1.9) obtemos
(dp Y, Vapx(dp-2)) = { p*(Y,VxZ) + p*(Y,5(X,Z)) }op™'. (1.10)
Pela compatibilidade com a métrica da conexao Riemanniana,

(dp - X)(dp-Y,dp-Z) = (Vapx(de-Y),dp-Z) + (dp-Y,Va.x(de-Z)).
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Usando novamente a compatibilidade com a métrica da conexao Riemanniana, decorre de

(1.8), (1.9), e (1.10) que (1.7) equivale a
XY, 2) = p{{S(X,Y), Z) + (Y,8(X,2)) }. (1.11)

Por outro lado, S(X,Y’) dado por

%Mﬁ=iﬁMﬁY+ﬂﬁX—M¥WM}

obviamente verifica

(S(X,Y),Z) = 2—;2{ X(NY.Z) + Y(i*)(X, Z) — Z(W?)(X,Y) },
como também

(5(X,2),Y) = 2%2{ X(WY.Z) + Z)(X,Y) — Y(u*)(X,Z) }
e consequentemente, satisfaz a equacao (1.11), o que conclui a demonstragao do lema.

A proposicao seguinte nos mostra a relagao que existe entre os laplacianos das

variedades conformes M e N .

Proposigao 1.1.3. Sejam f € C*°(M) e g € C*°(N) tais que g = fo @~ '. Entdo,

1 n—2
A = ¢ =A Vi :
o) = { A+ 2200 b

onde ¢ = ¢(p) , p€ M .
Demonstragao:

Seja {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal definido num aberto p € V.C M .
Usando que 2 é o coeficiente de conformalidade de ¢, é facil ver que {nF},...,nF,} é um
referencial ortonormal definido no aberto W = ¢(V), onde n = i op !t oe

Fi=dy-FE;,i = 1,...,n. Assim, de acordo com (1.3) temos em W

Ag = Z{ nE(nFi(9)) = (Vor,(nF))g }. (1.12)
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Utilizando (1.6) , temos que
Fig = (dp-E)g = (Eif)op™",
Fi(Fig) = (dy-E)((Eif)o¢™!) = (Ei(Eif)) o™
1

1
En = (dp-E)=op™ ' = (Ei(=))op .
( )u ( (M))

Calculemos cada parcela da soma em (1.12) . Pelas trés expressoes acima, temos que

nE(nFi(g)) = n(Fn)(Fig) + n°F(Fi(g))
{SECNED + SEED for 013
=93 = i — (i £ v L
B 1
E pela compatibilidade com a métrica da conexao Riemanniana,
(Vur(nFi))g = n(Fm)(Fig) + n*(VrFi)g).

Para desenvolvermos esta ultima igualdade, vamos determinar a expressao de Vg, F; . Pelo

lema anterior, tem-se

1
Vi F; = Vieg(dp-E;) = dp-(VgE; + 2—u2(2E,-(M2)Ei — Vi),

decorrendo entao de (1.6) que

(ViF)g = {(V@Ei)f + L eEwE - i) } o

212
Portanto,
1 1
(Var,(nF))g = { —(Ei(=))(Eif)
M M
1 1
+E( (Ve E)f + Q—MQ(?Ei(uz)Ei — Vit )f) Yo .
Consequentemente, usando esta tltima expressao e (1.13), o termo geral do somatério em
(1.12) é
1
nEi(nFi(g)) — (Var,(nFi))g = { ;7( Ei(Eif) — (VeE)f)
1
_Q_MA‘( 2E;(u)E; — V2 )f Yoo
Logo,
1 n
Ag = { E (Ei(Eif) — (VEE)S)
=1
+ 5 VK = 2) E(WENf o™
=1 =1
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e em g = ¢(p) temos a férmula desejada.

A partir desta proposicao, segue imediatamente o seguinte

Corolério 1.1.4. Se ¢ : M?> — N? ¢ um difeomorfismo conforme, f € C®(M) e
g € C®(N) sdo tais que g = fo !, entdo

onde ¢ = p(p) ,p € M e u® é o coeficiente de conformalidade.
[ |

Uma fungao f € C*(M) é dita harmodnica se Af = 0. Nas condigdes do corolério

acima, observemos que f é harmonica se, e somente se, g é harmonica.

1.2 Forma Elemento de Volume

Seja M variedade Riemanniana orientada. Seja dM a forma diferencial de grau

n = dim M definida por

dM(vy,...,v,)(p) = £y/det((vi,v;)), p€ M, i,j € {Ll,...,n},

onde vy, ..., v, € T,M e o sinal + ou — indica se a base {v1, ..., v,} pertence a orientacao

de M ou ndo. dM é chamado o elemento de volume de M.

Para todo campo X € X(M) definimos o produto interior i(X)dM, de X por

dM, como a (n — 1)—forma
i(X)AM(Ya, ..., Y,) = AM(X,Ys, ..., Y,), Ya,..., Y, € X(M).

Usaremos o seguinte resultado em nosso trabalho.

Lema 1.2.1. Para qualquer X € X(M),

d(i(X)dM) = div XdM.
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Demonstragao:

Sejam p € M e {E;}, um referencial geodésico em p definido em U C M.
Podemos supor que {E;(q)} C T, M é uma base positiva de T,M, Vq € U.

Para cada i € {1,...,n}, seja w; a 1—forma diferencial definida por
’w,(E]) = (51']‘, ] S {1, ce ,TZ}.

Afirmamos que wy; A ... Aw, = dM, em U.

Com efeito , sejaq € U, vy, ...,v, € T,M vetores linearmente independentes. Escrevamos
n

v; = Z a;;E;(q) em fungao dos vetores da base {E;(q)}.
i=1

Assim,
wi(vy) - wi(vn)
wi AL Aw (v, 0,) = det
wy(v1) oo wy(vp)
aip -0 Qip
= det
Ap1 - Qnp
onde estamos usando que w;(E;) = 0;;.
Por outro lado, observemos que para cada i,j € {1,...,n},
(vi, v3) = <Z akiEk(Q),ZasjEs(Q)> =) anay
k=1 s=1 k=1
ja que {E;} é um referencial ortonormal.
app 0 Qip
Denotando A = : eG = < (vi, ;) > , temos que
nxn
Qp1  *++ Qnp
G = ATA
e dai,
det G = det ATA = (det A)*.
Portanto,
det A = +£vdetG.
Concluimos entao que wy A ... A wy(vy,...,v,) = dM(vy,...,v,). Como ¢ € U

evy,...,u, € T,M foram tomados arbitrérios, a nossa afirmacgao esta provada.
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Agora, para cada i € {1,...,n}, considere 6; = w; A...ANW; A ... \w,, onde w;
significa que o fator w; nao esta presente.

Sendo X € X(U), escrevamos X = ZXZEZ
Afirmamos que i(X)dM = Z(—l)”lXﬂi ,em U.

De fato , para quaisquer Y5, ..., Y, € X(U) temos por definigao,
I(X)AM(Y,....Y,) = dM(X,Ys,....Y,) = dM()  X,E;,Ys,....Y,)
= Y X;dM(E.Y,,....Y,)

= D Xiwi A Aw (B Ya, .. Y)

0 wi(Ya) -+ wi(Yn)
= ZXi det | 1T wi(Ya) -+ wi(Yy)
0 wy(Ya) -+ wy(Yy)

.....

= DX () det < w(Y;

— Z(—l)”lXiwlA...A@-/\...Awn(Yg,...,Yn)

7

= D (-1D)"X; 0,(Ya,... . Yn),

i

e como Yy, ..., Y, € X(U) foram tomados arbitrarios, obtemos

i(X)dM = > (=1 X6, em U.

i
Desta ultima afirmacao segue que

d(i(X)dM) = Y (=) d(Xi0,) = Y ()X A0 + Y (D)X Adb;.

% %

Mas df; = 0 em p, pois para todo k € {1,...,n},
dwy(E;, Ej) = Ei(wi(Ej)) — Ej(w(E;)) + wi([E;, Ej])

dwk(Eian)(p) = Ei(5kj)(P) - Ej(5ki)(P) + 0 =0,

Vi,j€{l,...,n}, pois {E;} é um referencial geodésico em p.
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Com isso, temos em p,

d(i(X)dM) = ) (1) dX; A6,

%

Por fim, observemos que

Syt axi Al = S (=0 (S B (X)) wy) A6,

= Y (=)™ E;(X) w; A6
i

- ZEZ(XZ) wy /\.../\wnZEi(Xi) dM

1
= div X dM,
onde usamos que w; A; = wi A(wg A... AN A .. A Nw,) = 0,sei# j, e
(=D wy A0 = (=D wy Afwi AL AT AL Aw,) = wi AL AWy,

como também (1.2) e o fato de {E;} ser um referencial geodésico em p.
Obtemos entao que d(i(X) dM)(p) = div X(p) dM, e como p € M foi tomado arbitrario,
concluimos que

d(i(X) dM) = div X dM.

1.3 Formula de Bochner-Weitzenbock

Nesta secao estabeleceremos alguns resultados envolvendo o hessiano de fungoes

de classe C*® e demonstramos a férmula de Bochner-Weitzenbock.

Defini¢ao 1.3.1. Sejam f € C>®(M) e p € M. Definimos o hessiano de f no ponto p

como sendo o operador linear
hessf, : T,M — T,M

x+— hessf, -z = V,(Vf)
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Considerando o tensor Hessf(X,Y) = (Vx(Vf),Y), observemos que

Hessf(X,Y) = (Vx(V[),Y) = X(V[,Y) = (Vf,VxY)
= XY(f) = VxY (),

onde usamos a compatibilidade com a métrica da conexao Riemanniana V e a definicao

de Vf. Assim,

Hessf(X,Y) - Hessf(Y,X) = XY(f)~ VxY(f) — [VX(f) - VyX(f)]
= (XY —YX)f+ (VyX — VyY)f
— [X.Y]f+ [V, X]f =0

ou seja,

Hessf(X,Y) = Hessf(Y,X), VX,Y € X(M).

Observacgao 1.3.2.
Af = tr(hessf).

De fato, seja {F;}*_; um referencial ortonormal em M. Assim,

n n

tr(hessf) = Z(hessf(EQ,Eﬁ = Z(VEi(Vf),Ei>

i=1 i=1

= i <VE’Z- (jil Ej(f)Ej> E>

=1

= Y S (Ve(E(NHE). E)

i=1 j=1

- Z Z<EJ(f)VEiEj + Ei(E;(f))Ej, Ei)

i=1 j=1

— Z Z E;(f)(VEE;, E;) + E(E;(f))d;;

_ ZKZEjngEiEj,E»)+Ei<Ez-<f>> ye

=1

Por outro lado,

0 = E(E;,E;) = (Vg Ei, Ej) + (E;, Vg, Ej)

Logo,
(Vg,Ej, E) = — (Vg Ei, Ej).
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Também,
Ve, E(f) = (VgE,Vf) = (Vg EMZE
= iEj(f)(VEiEm Ej).
=1
Substituindo as duas ultimas igualdades em (%), obtemos

r(hessf) Z{ Ve Ei(f)+ E(E(f)} = Af,

como queriamos.

Para a demonstragao do proximo teorema, a Férmula de Bochner-Weitzenbock,

precisamos do seguinte lema.

Lema 1.3.3. Sejam f € C®(M) e {E;}, um referencial geodésico em M. Entao,

n

> (E(NAE(f) — Ei(f)Ei(Af) ) = Rie(Vf,Vf),

=1

onde Ric(V [,V f) € a curvatura de Ricci de M na dire¢ao do campo Vf.

Demonstragao:

Inicialmente, observemos a validade das seguintes relagoes

(1) E5(Ei(f) = ENVIE) = (Vg(Vf),E)+(Vf, Vg E) = hessf(E;, E;) =
hessf(Ei, Ej) = (Ve,(V[), E;)

onde usamos que o referencial {E;}? , é geodésico.

(2) V(Ei(f)) = ZEJ(EZ(f))E] = Z<VE (Vf),E;})E; , onde na tltima igualdade

foi usado o item anterior.
n n

(3) A(E(S) = tr(hessEi(f)) = Y (hess(Ei(f))-Ej E;) = Y (Vi,(VE(f)), Ej) =

j=1 j=1
n

Z (Ve,((VE,(V), Ex)Er), E;) onde usamos, na tltima igualdade, o item (2).

J,k=1



A partir disto, temos

n

AB() = D UVa(VF) B - Vi, B+ Ej(Vi (V). Ei) By
= Y (E(Vi (V). E)Ex , E))
jik=1
=S BTV B

n

Z<VE]VEZ(VJC>7 Ej> +

j=1

<VE1 (Vf), VEj Ej>

n

> (Vi VE(Vf),E)).

Logo,
> E(DAE)

Por outro lado,

Ei(Af)

E; ( > (Vi (V) E

j=1
n

Z<sz‘ij(vf)a Ej>>

Jj=1

19

Ej)

onde usamos a relagao (1) acima e o fato de ser { F;}"_; um referencial geodésico.

Consequentemente,

n n n

_ Z B Yo (VaV5(V1).B)
WVEVE (Vf), Ej) (xx)

Finalmente, de (%) e (**) concluimos
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Z Ei(f)A(E(f)) — Ei(f)Ei(Af)

0 que prova o lema.

n

> E(N((VEVE(V), E) = (VEVE (V) E))
> E(N(VE Ve (V) = VeV (V) E))

2 BDCR(ELE)V S, By))
D AR(Y_EANES BV, Ey)

> ARV E)VS, E)

Jj=1

Ric(Vf,Vf),

Podemos agora demonstrar o

Teorema 1.3.4. (Férmula de Bochner-Weitzenbock)

Seja f € C*(M). Entao,

SO VS = Rie(Vf, V) + (VF VAR + | hessf [

n

onde | hessf |* = Z (Vg (Vf),E;))? e {E}", um referencial ortonormal em M.

ij=1

Demonstragao:

Seja { B}

temos

, um referencial ortonormal em M . Sabendo que

n

VP =D (B,

=1

AV = AQEWN)) = Y AEW)
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onde usamos o Lema 1.1.1—item (e).

Assim, usando o lema anterior, segue que

SAIVIE = S EMAEDN + Y I VED) P

= Ric(VA V) + Y E(NEAS)+Y I V(EW) P

=1 i=1

Mas,

(VIV(A) = = <ZEi(f)E@-,ZEj(Af)Ej>

pois o referencial {E;}! ; é ortonormal.

Também, pela relagao (2) na prova do lema anterior temos

Logo,
STIVEW) P= D (Ve(Vf).E)* =] hessf |*.

i=1 ij=1

Concluimos entao que
1
FAIVI P = Rie(Vf, V) +(V,V(Af))+ | hessf [,

provando o teorema.

1.4 Conexao Induzida

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdao n e X € X(M). Definimos o

operador

VX X(M) — X(M)
7 VX(Z) = VyX,

chamado Conexdo Induzida em M.
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Observe que VX é C*°(M)—linear, ja que
VX(W + fZ) = Vipis2X = Vg X + fV,X
=VX(W)+ fVX(Z),
para quaisquer W, Z € X(M), f € C>®(M).
Sejam X,Y € X(M). Definamos
(VXYY : X(M) — C>=(M)

Z— (VX,Y)Z = (VX(Z),Y) = (V;X,Y).

Note que, pela C*°(M)—linearidade de VX e pela bilinearidade da métrica Riemanniana,
(VX,Y) é assim um tensor de ordem 1 em M.

Sejam T', S dois tensores de ordem 1 em M. Definamos
(T,S) =Y T(E)S(E),

sendo {E;} , um referencial ortonormal definido em um aberto de M.

Vejamos, primeiramente, que a igualdade acima independe da escolha do referencial

ortonormal. Para tal, seja {F;}, outro referencial ortonormal em M. Escrevendo

F; = Z aij B,
J

temos
(T,S)r = Z T(Z ayE)S(Y_ anBr) = Z(Z aifT(Ey) - Y ainS(Ey))
= Z Z a;;ay,T(E;)S(Ey) = Z aijaiT(E;)S(Ey)
= Y O aiaa)T(E)S(By) = > 0uT(E;)S(Ey)

— Y T(E)S(E) = (.5

0 que mostra o que querfamos, onde usamos que a matriz mudanca de base (a;;)nxn €
ortogonal.

E facil ver que a definicdo acima é uma forma bilinear, simétrica e positiva definida e,
portanto, define um produto interno. A partir disto, dado 7" um tensor de ordem 1 em

M, definamos
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IT|= VITT) =[S (T(E))

onde {E;} ; é qualquer referencial ortonormal definido em um aberto de M.

Sejam X,Y € X(M). Logo, (VX,Y) : X(M) — C>*(M) é um tensor de ordem 1

em M. De acordo com o que vimos acima, definimos entao

(VXY) | = \/Z«vx, VB,

onde {E;} ; é qualquer referencial ortonormal definido em um aberto de M.

Em particular, dado X € X(M),

(VX X) P = ) (VX,X)E)*. (1.14)
Sendo novamente X,Y € X(M), sabemos que VX, VY : X(M) — X(M) sao

dois operadores lineares. Definimos entao

(VX,VY) = tr(VX*oVY) =) (VX" oVY(E),E)

%

= Y (VY(E), VX(E)

7

= Y (VX(E),VY(E))

(2

para qualquer referencial ortonormal {E;}?_; definido em um aberto de M, onde VX* é
o operador adjunto associado a VX.

Em particular, definimos

(VX,VX) = Y (VX(E), VX(E)))

7

isto é,

VX P= ) | VX(E) (1.15)

7

Lema 1.4.1. Seja X € X(M). Entao,
(@) [ VIX PP =4[(VX,X)[".

(@) [{(VX, X) [ <[VX [ X].
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Demonstragao:

Seja { E;}_, um referencial ortonormal definido em um aberto de M. Entao, segue

que
VIX|? = VIX,X) =) E(X.X)-E

= Y 2AVEX.X) E = 2) (VX X)E)E,

7

Com isso,
IVIX PP = (VIXPEVIX]P)

- < 2> (VX X)E)E; , 2> ((VX,X)E;)E; >

J
= 4) (VX,X)E;- (VX X)E; - (E;, Ej)
1]
= 4Z(<VX=X>Ei)2
= 4 |Z<VX, X) |?
onde usamos (1.1), o fato da conex@o V ser compativel com a métrica e ser {E;}!, um
referencial ortonormal.

Ou seja,
[ VIX PP = 4](VX,X) [,

o que mostra o item (7).

Para (ii), o cdlculo é simples
(VXX [P = D (VX X)) = ZNEX X)?
= S IVaXX S erm X P
= | X Z |VX(E) =] X \ZZ VX(E),VX(E)))
= \X\2<VXVX> =| X[ \VX!2
onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz para a métrica Riemanniana. Portanto,

(VX X) | < | VX[ X[,

como queriamos demonstrar.
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1.5 Superficies de Riemann

Uma superficie de Riemann M é uma variedade bidimensional, conexa de Haus-
dorff, com um atlas maximal {U, ., }aca em M (ou seja, {2,(Us)}aca constitui uma
cobertura aberta de M e

2 U, CcC—-M

¢ um homeomorfismo de um subconjunto aberto do plano complexo C ) tal que as mu-

dancas de parametros

Jap = 2;1 0 zp - Zﬂ_l(zﬁ(Uﬂ) N 24(Ua)) — ZC:I(ZB<UB) N za(Ua))

sao holomorfas sempre que z,(U,) N z3(Us) # 0 . Pelas equagdes de Cauchy-Riemann,
concluimos que toda superficie de Riemann é orientavel.

Pode-se mostrar que toda superficie orientavel M possui uma estrutura de superficie de
Riemann.

O plano complexo C, com a tnica carta coordenada (C, id), e qualquer subconjunto aberto
conexo de C sao superficies de Riemann; em particular, o disco unitario

D? = {2 € C;| z |< 1} é uma superficie de Riemann. A esfera de Riemann C = C U {o0},
com o atlas formado por duas aplicagoes, a identidade definida em C e a aplicagao z +— %
definida para z # 0 extendida a co por 0 — o0, com esta estrutura, ¢ uma superficie de
Riemann.

Uma aplicacao continua f : M; — M, entre duas superficies de Riemann é
dita holomorfa em p € M; se, dada uma coordenada local {Vi,y1} em f(p), existe uma
coordenada local {Uy,z1} em p tal que f(x1(Uy)) C y1(V41) e a aplicacao
y;'o foxy : U — C éum holomorfismo em x;'(p). A funcdo f é dita holomorfa em um
aberto de M; se for holomorfa em todos os pontos deste aberto. E claro que a definicao
dada ¢é independente da escolha das coordenadas locais.

Se f é bijetiva e holomorfa, entao f~! é holomorfa e f é dita equivaléncia conforme.

Neste caso, M; e M, sao ditas conformemente equivalentes.

Lema 1.5.1. Seja f : U C R? — V C R? uma bijecio holomorfa entre abertos de C = R2.

Entao, f é uma aplicagao conforme.

Demonstragao:
Escrevamos f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) , (z,y) € U. Como f é holomorfa, vale as

equacoes de Cauchy-Riemann

ou_ov ou_ o
or Oy’ Oy  Ox’
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Sendo {e1, es} a base canonica de R?, segue que

_ o ary _ [ (ou dv) (ou o
(Wer, dfes) = <5_93’8_y> B <(0$’8$>’<8y’8y)>
oudu  Ov v

- %a—y‘F%a—y = O

0 0 0 2 ) 2

) = (o) - (32) + (5)
o\ ou\ >

- (8_y> * (a_y> = (fer, dfe)-

2 2
Assim, (dfe,, dfe,) = pi?0;; = (e, e;), onde p? = (%)2 + (%)2 = <g—z> + (g—Z) .

Agora, se v é um campo de vetores qualquer em U, temos que

(dfv,dfu) = (df(arer + azes),df (a1e1 + azez))
= aip’(er, er) + aspu*(ea, €2)

= piai+a3) = p*(v,v),

e portanto f ¢ uma aplicagao conforme.

Seja agora f : M; — M, uma equivaléncia conforme entre duas superficies de
Riemann. Tomando {U,z} e {V,y} como parametrizagdes isotérmicas em M; e Mo,

respectivamente, tais que f(z(U)) C y(V), entdo a aplicagao
p=ylofor:UCR =y '(f(x(V)) CR

¢ uma bijecao holomorfa, e pelo lema anterior concluimos ser uma aplicagao conforme.
Como x e y sdo isotérmicas, entdao sao aplicacoes conformes. Assim, de ¢ =y~ 1o foux
segue que f =y o @ ox ! é um difeomorfismo, e por composicao é localmente conforme.

Portanto, f é uma aplicacao localmente conforme.

Uma aplicacao continua 7 : M — M entre duas variedades diferencidveis chama-
se uma aplica¢ao de recobrimento quando cada ponto p € M pertence a um aberto V. C M
tal que 7 1(V) = |, U, é uma reuniao de abertos U, C M , dois a dois disjuntos, cada
um dos quais se aplica por 7 difeomorficamente sobre V. Assim, podemos dizer que 7w

¢ um difeomorfismo local. O conjunto M chama-se um espago de recobrimento de M e,
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para cada p € M , o conjunto 7~ !(p) chama-se a fibra sobre p. Quando M é simplesmente
conexo, chamamos M de recobrimento universal de M .

Dizemos que uma aplicagao continua e sobrejetiva f : M — M tem a propriedade
de levantamento de caminhos se, dados arbitrariamente um caminho a : [0,1] — M e um
ponto p € M tal que f(@) = a(0) , existir um caminho & : [0,1] — M | tal que a(0)=p
e foa=a.

Se existir um tnico caminho & como acima, dizemos que f : M — M tem
a propriedade de levantamento unico de caminhos. Prova-se que qualquer recobrimento
possui tal propriedade.

O teorema a seguir caracteriza o recobrimento universal de qualquer superficie

de Riemann.

Teorema 1.5.2. (Teorema da Uniformizacao de Koebe) O recobrimento universal de
qualquer superficie de Riemann é conformemente equivalente ao disco unitdrio D? | ao

plano R? ou a esfera C .

O teorema de uniformizagao foi demonstrado por P. Koebe e H. Poincaré.



Capitulo 2
Hipersuperficies Minimas Estaveis

No presente capitulo, introduziremos o conceito de variacao de uma imersao
e em seguida apresentaremos as féormulas da primeira e segunda variagao da funcao
volume associada a cada variacao. A férmula da primeira variagdo nos permite carac-
terizar as hipersuperficies minimas como pontos criticos da funcao volume, enquanto que
a da segunda é de fundamental importancia quando se tenta encontrar um minimo local
desta funcao para cada variagao. Esta tentativa nos conduz ao problema de estabilidade,

que ¢é o objetivo de estudo deste capitulo.

Sejam M uma variedade Riemanniana e x : M — M uma imersao, onde M é
uma variedade diferencidvel de dimensao n. Suponhamos que M é compacta orientada
com bordo dM.

Formalizemos agora o conceito de variagao.

Definicao 2.0.3. Uma variacdo da imersdo = é uma aplicacdo X : I x M — M de classe

C>™, onde I = (—¢,¢), que satisfaz:
(i) cada aplicacdo x; : M — M definida por z;(p) = X (¢,p) é uma imersao;
(17) o = x;

(171) xt‘aM = $‘3M’ para todo t € .

9, - < .
Para o campo — em I, indicaremos sua extensao (de maneira usual) ao produto

ot

I x M simplesmente por —

ot
Seja W o campo em z(M) definido por
W =dX - Q )
ot|,_,

28
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Observemos que para cada p € M, W(p) é o vetor velocidade, em ¢t = 0, da curva
a: I — M definida por a(t) = X(¢,p). O campo W é denominado campo variacional da
variacao X.

Seja dM; o elemento de volume de M na métrica induzida por z;, para cada

t € (—¢,¢). Definamos a fungao A : (—¢,¢) — R por

A(t) = /M dM,

Isto é, A(t) é o volume de M com relacdo a métrica induzida por ;.
O teorema seguinte nos mostra a expressao da primeira derivada da fungao A(t)

emt = 0.

Teorema 2.0.4 (férmula da primeira variagao).

dA
dt

é
_ —n/ (H L WhdM,
M

t=0
ﬁ 7 7/ . . ~
onde H € o campo curvatura média da tmersao.

Demonstragao: Pode ser encontrada em [4] .

Decorre deste teorema que a imersao x ¢ minima se, e somente se, T =0,
t=0

para a fungao volume A correspondente a cada variagao como definida anteriormente.

R dA
Com efeito, se x é minima entao H = 0, e portanto — = 0, para toda

dt |,_,
- : dA —
variacao de x. Reciprocamente, suponha que s =-n[| (H,W)dM = 0, para qual-
t=0 M

H
quer campo W em M. Suponhamos que exista um ponto p € M tal que H(p) # 0.

Assim, pela continuidade do campo H existe uma vizinhanca U C M do ponto p tal que
ﬁ(q) # 0, V q € U. Tomemos como W um campo em M de forma que W = ﬁ, em U e
W =0, em M\U. Logo,

— — —
/(H,W>dM:/(H,W>dM:/ | H |>dM >0,
M U U

é
e entao para tal campo W, —n/ (H,W)dM < 0,0 que contraria nossa hipétese, mostrando
M

—)
que de fato devemos ter H = 0, ou seja, x é minima.

Podemos dizer entao que a imersao x é minima se, e somente se, x é um ponto
critico para a func¢ao volume A correspondente a cada variacao como definida anterior-

mente. Mais precisamente, pelo fato de que x é minima se e somente se " = 0, temos
t=0
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que o ponto t = 0, o qual estd associado a imersao x, é um ponto critico para a funcao
A relativa a cada variacao. E neste sentido que dizemos serem as imersoes minimas os
pontos criticos da funcao volume.

Se x é uma imersao minima, é natural entao perguntar se, para cada variacao,
x representa um minimo local desta fungdo, isto é, se temos A(0) < A(t), para todo
t € (—¢,¢e) e para toda variagdo de x. Como este é um problema de determinar o minimo

de uma fungao diferencidavel A : (—e,e) — R, é preciso conhecermos a expressao de
d*A

R chamada formula da sequnda variagao, que apresentaremos a seguir.
t=0

De acordo com nosso interesse neste trabalho, faremos algumas restricoes. Su-
poremos a partir de agora que a imersao x ¢ minima e tem codimensao 1, e que a varia¢ao
X é normal, isto é, o campo W é um campo normal. Assim, escreveremos W = fN, onde
f €C>®(M)e N éuma orientagado de M. Observemos que, como X fixa o bordo de M,
temos que Wy = 0, e essa condigao equivale a flgy = 0.

Temos entao o seguinte resultado.

Teorema 2.0.5 (férmula da segunda variagao).

d?A
A=

_ / (FAf + (Ricgr (N, N) + §)f2}dM,
t=0 M

onde Ricgz(N, N) € a curvatura de Ricci de M na direcio N e S = | B |* € o quadrado

da norma da sequnda forma fundamental B da imersao.

Demonstracao: Pode ser encontrada em [4] .

Consideremos z : M™ — """ uma hipersuperficie orientada imersa em uma
variedade Riemanniana M. Suponhamos que M compacta com bordo 9M.
Fixado N uma orientacao de M, denotemos por A o operador de M com respeito a N
dado por
A:X(M)— X(M),

AX = —(VxN)I', X e x(M).

Cada fungao suave f € H(M), onde H(M) = {f € C*(M) ; flom = 0}, induz uma
variagao normal

X :(—e,6) x M — M,

cujo campo variacional é W = fN.
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Podemos entao considerar a fun¢ao volume A : (—¢,¢) — R, A(t) = / dM,.

M
Assim, pela féormula da primeira variacao,

5f¢4:%

- —n/M<ﬁ,W)dM - —n/M HfdM,

t=0
onde H ¢é a curvatura média de x.
Como consequéncia, M ¢ uma hipersuperficie minima se, e somente se, 6;fA =0, V f €
H(M).

O operador estabilidade desse problema variacional é dado pela férmula da se-

gunda variacao, como sendo

= /M (FAF + (Ricy (N, N) + S) f2}dM.

Disso, definimos a forma bilinear @ : C*°(M) x C*°(M) — R agindo no espago das fungoes

suaves em M como

Q(f,9) = —/M{ng-l—f(RiCM(N, N) + S)g}dM.

O indice de uma hipersuperficie minima M, denotado por Ind(M), é definido
como sendo a dimensao maxima de qualquer subespago V' de H (M) no qual @) é negativa

definida, ou seja
Ind(M) = maz{dimV : V < H(M) e Q(f, f) <0 para toda f € V}.

Uma hipersuperficie minima é dita estdvel se Q(f, f) > 0 para toda f € H(M).
Caso contrario, é dita instdvel. Equivalentemente, em termos de indice, estabilidade

significa que Ind(M) = 0.

Intuitivamente, Ind(M) mede o ntimero de diregoes independentes nas quais a
hipersuperficie deixa de minimizar volume. Para ver isto, observe que se Q(f, f) < 0 para
alguma f € H(M), entdo 67.A < 0 e portanto Volume(M) > Volume(M;) para valores
pequenos de t # 0, na variagao normal induzida por f, onde M, significa a variedade M
dotada com a métrica induzida por x;. Dai a hipersuperficie minima M, enquanto ponto

critico do funcional volume, nao é um minimo local.

Vamos agora formalizar a definicao de estabilidade, para uma hipersuperficie
minima nao necessariamente compacta. De uma maneira geral, consideraremos este

problema variacional para dominios limitados da variedade.
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Definigao 2.0.6. Seja x : M" — M uma hipersuperficie minima orientada imersa em
uma variedade Riemanniana M. Seja D C M um dominio limitado com fecho compacto.
Dizemos que D é estdvel se (5ch > 0 para qualquer f € H(D). Dizemos que M é estdvel

se todo dominio limitado D C M, com fecho compacto, é estavel.

~ n+1 . ;- ;- .
Observacao 2.0.7. Notemos que sendo x : M™ — M uma hipersuperficie minima ori-
entada imersa em uma variedade Riemanniana M, fixado N uma orientacao de M temos

que M ¢ estavel se, e somente se, Vf € C5°(M)(fungoes suaves com suporte compacto)
/ {Sf? + Ricy (N, N)f>— | Vf |*}dM > 0.

Com efeito, supondo M estavel seja f € C;°(M). Tomando D = suppf, temos
que D = suppf é compacto ; também, f|,5 = 0, pois caso existisse p € 9D com f(p) # 0,
pela continuidade de f existiria V' C M vizinhanga de p tal que f(q) # 0,V ¢ € V, e
entao teriamos V' C suppf, o que nao ocorre por hipdtese. Assim, pela estabilidade de

M, (5]2(./4 > 0. Com isso,

/{Sf2+R1cM(N N)f2— | Vf |*}YdM

_ /|Vf 2 dM—/{Sf2+RicM(N,N)f2}dM
D D
— _/fAfdM—/{Sf2+RicM(N,N)f2}dM
D D
_ _/{fAf+Sf2+RicM(N,N)f2}dM:éch > 0.
D
Ou seja, Vf € C° (M),
/ (S + Ricys (N, N)f2— | Vf [2}dM > 0.

2
Aqui, usamos o seguinte. Se X =V (%), usando o teorema de Stokes e o Lema(1.2.1),

temos

/DA(];) /DdledM / X)dM) = /aD ( (f;))dM_O

pois f|sp = 0. Dai, usando o Lema 1.1.1 — item (e) e o fato que A(f;) = LA(f?),
concluimos que/ | Vf[?dM = —/ fAfdM.
D D
Reciprocamente, supondo que Vf € C3° (M)

/{Sf 4 Riex (N, N)f2— | Vf P}dM > 0,



seja. D C M um dominio limitado com D compacto. Tomemos f € C*(D), f|,5

Consideremos f € C*®(M) dada por:

f(z), xeD
0, v ¢ D

Logo, suppf C D é compacto e entdo f € C3°(M). Dai, por hipétese, segue que
— / {fAf + Sf? + Ricg (N, N) f2}dM
D

= _/{Sf2 + Ricgp (N, N) f°— | Vf |*}dM
D

— _/ (ST + Ricgr (N, N)f— | VT [2YdM >0,

0.

ou seja, D é estavel. Como D C M foi tomado arbitrario, concluimos que M é estavel,

como queriamos.



Capitulo 3
Estabilidade Harmonica

No presente capitulo, introduziremos o conceito de estabilidade harmonica e
indice harmonico para uma hipersuperficie minima em uma variedade Riemanniana
completa qualquer. Veremos um resultado que mostra que a condigao de estabilidade
harmonica é mais fraca que a de estabilidade, enquanto que um segundo resultado sera

util para a demonstragao do teorema principal deste trabalho.

Seja M™ uma hipersuperficie minima orientada em uma variedade Riemanniana

completa Nt Definimos uma forma bilinear através da igualdade:
I(X,Y) = / ((VX,VY) — (Riew (v, ) + S)(X, V) }dM,
M

para quaisquer X, Y € T'.(T'M), que é o conjunto de campos de vetores tangentes com
suporte compacto em M, onde S denota o quadrado da norma da segunda forma funda-
mental, V é a conexao induzida, Ricy(v,v) denota a curvatura de Ricci de N na diregao
do vetor normal unitario v para M.
O indice harmaonico de M, h(M), é definido como a dimensao méxima dos espagos
vetoriais nos quais /(.,.) é negativa definida. Se h(M) =0, M é dita estdvel harmonica .
Conforme vimos no capitulo anterior, uma hipersuperficie minima M em uma

variedade Riemanniana completa N"*! é dita estdvel se

/{Sf2+RicN(u,u)f2}dM§/ |V f 2 dM,
M M

vale para qualquer f € C§°(M).
Quando o espago ambiente N1 = R"*!  Jiagiang Mei e Senlin Xu, em [13],
provaram que uma hipersuperficie minima completa estavel tem que ser estavel harmonica.

Veremos agora que tal afirmacao é valida para qualquer espaco ambiente.

34
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Proposicao 3.0.8. Uma hipersuperficie minima orientada completa estavel M™ em uma

variedade Riemanniana completa N" ' € estdvel harmoénica .

Demonstragao:

Suponha M estavel e nao estavel harmonica. Logo, deve existir um campo de

vetores X € I'.(T'M) tal que

/ {(VX,VX) — (Riex(v, ) + S)(X, X)}dM < 0,

M
isto é,
/ {Ricy(v,v) | X > +S | X |*}dM >/ | VX |2 dM.

M M
Seja € > 0 um ndmero real positivo.
Como X tem suporte compacto, existe r > 0 tal que suppX C B,(r), onde p € suppX é

um ponto fixado e B,(r) é uma bola geodésica com raio r centrada em p.

Escolhemos uma funcgao suave ¢ tal que

p=1, em B,(r),
=0, em M\By(r+1),
| Vo <2, em M.

Note que ¢[suppx = 1 € suppp = By(r +1).

Consideremos a funcio f. = ¢(| X |2 +¢e)2 € C(M). Usando o Lema 1.1.1 , temos que

1 1 _1
Vie=(XP+e)? Vot o (X[ +e)2-V(X[)

Dai, segue que

|vfe |2 = <stvvfs>
= (| XP+e) | Vo P+ ¢ (Vo,V]X|?)

1 902 212
- |V I|X .
4(|X|2+6)| | H

Com isto, temos que
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/ {Sf?+ Ricy(v,v)f2— | VI |*YdM
M

/S@2|X|2 dM+e/ SgdeM+/ Ricy (v, v)p? | X | dM

M M M

+5/ RicN(u,y)chdM—/ | X |?| Vo |? dM—e/ | Vo > dM
M M M

- [ oo vixpar -1 [ B IV IX PR am
M 4 Ju (| X ? +e)

= /S|X|2dM+s/ S¢2dM+/RicN(y,u)|X|2dM
M

4 1{VX,X)|?
R dM — Vo |2d M——/ dM
—l—e/M icy (v, V)cp 8/ | Vo | 1), X+

= / {S| X >+ | X |* Ricy(v, y)}dM—l—e[/ {S¢p? + Ricy (v, v)p*YdM

/|W|2dM

> /{S | X PP+ X2 RicN(z/,u)}dM
M

VX, X) |? ]2
(X2 +e)

| VX X
—I—s/ Se? + Ricy (v, 1) dM—/ v QdM]—/—dM
[ 58 mevteonetant - [ 190 v (X P+

> /{S|X|2+\X|2RicN(u,y)}dM—/ VX |2 dM
M M

+ € {/ {Sp? + Ricy (v, v)@* ydM —/ | Ve |? dM} :
M M

onde usamos que ¢ |sypp X =1 e 0 Lema 1.4.1.
Por hipotese, M nao é estavel harmonica e M é estavel. Assim, pela desigualdade acima
e do fato de e ser tomado arbitrario, tomando € pequeno o suficiente, podemos garantir
entao que
[ 4812+ Rie (v = | V1. Pyadt >0
isto é,
/ {Sf? + Ricy(v,v) f2}dM > / | V£ |>dM >0,
M M

contrariando a hipotese de M ser estavel. Portanto, M é estavel harmonica .

O seguinte lema sera utilizado para provar a proxima proposigao.
n
Lema 3.0.9. Seja {)\j}?zl sequéncia de niumeros reais satisfazendo Z)\j = 0. Entao,

j=1
para cada j, tem-se
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Demonstragao:

Como Z Aj = 0, entao para cada j fixado,
j=1

Xo= (=) NT=D N+ ) 2k

i#] i7#] i<k,i,k#j

< DN+ DD NN

i#] i<k,i,k#j

ja que
0< (N — )2 =X =200 + A2

implica que

200 < AN+ Vi k.

Agora observe que, Vi, k € {1,...,n},

DTHN) = D THN D A D (N AN+

i<k k>1 k>2 k>n—2
= =DM +N 4. .+ X))+ =2+ N\ +...+)2)
o222 A2 AN N
= =D+ n—DX+.. . +(n—1N

= (n—l)Z)\?.

Dali,

YoONHN = -2 N
i<k,i,k#] i#j
e portanto

NS N+n-2)) N = n-1)Y N,
i#] i#] i#]
para cada j fixado.

Como (n — 1)A? > 0, obtemos que

(=D +X < n=DXN+n-1)> N
i#]
ou seja,

2 2
nA; < (n—l)Z)\j

J=1



38

e entao
n

2 n—1 2
NS> X,

j=1

IN

como queriamos demonstrar.

A proxima proposicao serd bastante ttil para a prova do teorema principal deste

trabalho, e nos da uma estimativa para a curvatura de Ricci.

Proposicao 3.0.10. Seja M™ uma hipersuperficie em uma variedade Riemanniana N™ L.

Entao, para qualquer ponto p € M

Ricar(v,0) > 3 K(v,ea) +2(n— H2 = L5 — ";2,/”; L (S — i),

n

a=2

onde {e; = v,ey,...,e,} € um referencial ortonormal de T,M e Ky denota a curvatura

seccional da variedade ambiente N™T1.

Demonstragao:

Como M é uma hipersuperficie, em cada ponto p € M podemos escolher um
referencial ortonormal {ej, ey, ..., e,} tal que hi; = Aid;;, onde os hj;s sdo as componentes
da segunda forma fundamental de M e os \s denotam as curvaturas principais de M. De
fato, como A é auto-adjunta, tomando {ej, ey, ..., e,} como a base de auto-vetores de A,
isto é, A(e;) = \ie;, temos h;; = (A(e;), €5) = (Nies, €j) = Nidyj.

Entao, para todo j € {1,...,n} fixado,

hjj?’LH — Zhwhﬂ = )\JHH - (hjj)2 = TLH)\J - /\? (31)
i=1

Como

>N-H) = > N=> H=)> )\-nH
j=1 j=1 j=1 j=1
= > N-> X =0
j=1 j=1



(N —H)? = ) (M= NH—H)\ + H)

j=1 j=1

= > XN-HY N+> H(H-N)
j=1 j=1 j=1

= S—HnH-H)» (\—H)
j=1

= S—nH?
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ja que Z;L:l()\j — H) =0, entao usando o lema anterior podemos concluir que

n—1

(A —H)* < (S —nH?),

n
para cada j fixado.

Entao, para cada j € {1,...,n}, temos

N —nHX\ = (\j— H)?2— (n—2)H(\; — H) — (n — 1) H?

—1
< (S —nH)+(n—2) | H]|
n—
= 2(n — 1)H? +
(" 2)s 2
onde usamos que
—1
(A — H)? < “——(8 —nH?)
n
implica
-1
I\ —H|< \/” (S — nH?2).
n
Logo,

S —nH?),

—\/”_l(s—nm) < \-H < \/”_l(s—nm),

n

resultando em

—H(\;—H) <

para ambos os casos H > 0 ou H < 0.

Da ultima igualdade e de (3.1) , concluimos que
hjjnH — Z hijhji = —()\5 — ’I’LH/\])
i=1

> 2(n— 1)H? - (=

1\/S—nH2 — (n—1)H?

n?H2(S

—nH?). (3.2)
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Assim, em cada ponto p € M , escolhendo o referencial {ey,es,...,e,} como sendo for-

mado pelas diregoes principais e denotando v = ey , da equagao de Gauss segue que

Ricp(v,v) = Ricy(er, e1) = Y n_o(Ru(er, ea)er, €q)

= Z(RN(el, €a)e1, ) + (Blea, €q), Bler,e1)) — (B(er, €q), Blea, €1))

a=2
= Y Kn(er,ea) + Y (Hy(earea) -, Hyler,en) =) = > (Hy(er,eq) -1, Hy(ea, e1) - 1)
a=2 a=2 a=2

— ZKN(Gl,Ga) + Zhoca'hll - Zhla'hocl
a=2 a=2 a=2

= Y Kn(enea) + Y Aadi = Y Kylerea) + M+ 4+ X)) — A
a=2

a=2 a=2

= ZKN(Gl,Ba) + hnnH — thlhlz
i=1

a=2

Com isso, usando (3.2) para j = 1 nds obtemos

- —1 -2 [n—1
Ricy(v,v) > ZKN(U,GQ)—FZ(n—l)HQ—n S—nn nn Vn2H?2(S — nH?),

n
a=2

como queriamos.



Capitulo 4

Superficies Minimas Estaveis

Harmonicas

Este capitulo é dedicado ao principal resultado deste trabalho. Tal teorema
generaliza os teoremas provados por Do Carmo e Peng [8] e Fisher-Colbrie e Schoen
[11] para uma hipersuperficie minima completa M? em uma variedade Riemanniana N3.
A saber, é dada uma classificacao de superficies minimas completas estaveis harmonicas
em uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci nao negativa, como

segue

Teorema 4.0.11. Seja N3 uma variedade Riemanniana completa com curvatura de Ricci
nao negativa e M?* uma superficie minima orientada completa estdvel harmonica em N3.

Entdo, M é conformemente equivalente ao plano R? ou ao cilindro S' x R.

Demonstragao:

Consideremos M o recobrimento universal de M. Afirmamos que se M é estavel
harmonica entao M é também estavel harmonica. De fato, seja X um campo de vetores

qualquer com suporte compacto em M e escrevamos X (p) = Z X;E;(p) , onde {E;}5_,
J

¢ um referencial ortonormal em T5M .

A partir de X, definamos um campo de vetores X em M como

S

X(p) = Zyj

J

i(p),

onde {E; }5_, é um referencial ortonormal em T, M, de forma que as funcoes X ; satisfacam

41
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X P = > 1X%F®,
pen'(p)
onde 7: M — M é a aplicacao de recobrimento.

Entao, X ¢é um campo de vetores com suporte compacto em M e

| X |2 (p) = Z | X |* (p), V p € M. De fato, para cada p € M,

pen1(p)
XPp) =D IX1PE =Y > X0
J Jj peni(p)
= > DX PEE = > |IXP®.
peri(p) J penl(p)

Também,

suppX = {peM:X(p)#0} = {peM:|X|?>(p)#0}
= {peM: > | X[ (p) #0}

pen1(p)

— e XF [ 0 paraalgim b € 1G]
= {peM:X({p) #0, para algump € 71 (p)}

= {peM:Ipecr(p), pcsuppX}

= m(suppX) = m(suppX),
que é compacto, ja que suppX é compacto e m é uma aplicagao continua.
Observemos agora que sendo M? uma superficie minima em N3, temos que
1 2 2 2
SSIXP Ky | XP=S|XP

onde K; denota a curvatura de Gauss-Kroneker de M. De fato, sendo A{, Ay as curvaturas

principais de M, segue que
0= (A +X)2 = XHA24+200 = S+ 2Ky,

e entao

—S == —KM

Logo,
1 1 1
SIX|?= §S|X|2+§S|X|Qz §S|X|2—KM|X|2.
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Sejam S , R/J\C]/\f e j(\]\; as funcgoes levantamento de S, Ricy e Ky a M. Denotando-as

simplesmente por S, Ricy e K}, do que acabamos de observar e usando que

IXP= Y, IXP®),
pen1(p)

obtemos
— 1 —
/N{S|X 2 4 Ricy | X [2 }dM — /w{ 51X [ Riex | X [P Ko | X [ Jd
M M
| — — _
- / {§S|X|2+RicN|X|2—KM|X|2}dM
M
= / {S|X > +Ricy | X |* YaM
M
< [ Ivx P
M
usando o fato de M ser estavel harmonica.
Por outro lado, como
VX = V(X))* =2X,;VX;,
pelo Lema 1.1.1—item (b) , segue que |V | X; ?>= 4| X; |?| VX, |?, e daf
| V( Z | X5 7)1 ()

_ V| X2 7= 1(p)
’VX] |2 (p) _ | |_] |2| (p) _ pe —
41X; 1P (p) 4 XD
pen1(p)
Y VIX PP
_ pent(p)
4 Z IXj|2(ﬁ)
pem—
Assim,
| Z VIX; P
_ — _ en—
X PVE PR = Y 1%t L -
pen(p) 4> X7 ()
pen1(p)
> 2-X;-VX,(p) P
peni(p)

4
=1 > X-vx@F

pen1i(p)
< D IXP DY VX Pk
pEm1(p) pen1(p)

= X7 D> VX P,

penL(p)
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onde usamos novamente o Lema 1.1.1—item (b) e a desigualdade de Schwarz .

Portanto,

VX, P(p) < D VX [P0

peni(p)

Escolhamos os referenciais { E;}5_, e { E;}5_, como sendo os referenciais geodésicos

empe Mepe M, respectivamente. Entao, em p,

VX P = Y |VX(E) = > Vg X |

_ Z|ZEJ~(XZ)EZ B

= S (Y E(X)EL Y E,(X0)Er)
j i k

= ZZE(XJE(XMM
i ik

= DY EE) = Y IVEE,

onde usamos a propriedade (1.15) de conexao induzida e o fato de ser { £;}5_, um referen-

cial geodésico em p € M. Ou seja, em p € M, | VX |* = Z | VX, |*, e analogamente,

empeM, | VX 2= |VX|*.
Disto, segue que '

| VX | (p) = ZIVK > (p)
Y>> VX P (p)

i peni(p)

- ¥ Yivare

pen1(p)

= ) IVXIP®

pen1(p)

IA

Como p e p sao arbitrarios, temos

/ | VX |2 dM S/NIVXFCU\AI.
M M
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Portanto,
/{S\X\2+R1CN\X\2}dJ\7g/\VYMMg/yVX\ZdM,
M M M

e pela arbitrariedade da escolha do campo X € FC(TM ), concluimos que M é estével

harmonica, o que prova a nossa afirmacao.

Pelo Teorema de Uniformizacao de Koebe (teorema 1.5.2), M tem que ser con-
formemente equivalente ao disco unitario D? ou ao plano R2 Suponhamos que M seja

conformemente equivalente ao disco unitario. Podemos usar o seguinte diagrama

r 2 2 2
M >Conf. D ? Isomet. H *Conf. R+

E conhecido da teoria de equacoes diferenciais parciais que existem fungoes harmonicas
limitadas ndo-constantes em R? (veja, por exemplo, [10]). Como a propriedade harmonica
em dimensao 2 ¢ invariante sobre transformagao conforme (Corolario 1.1.4), concluimos
que existem fungoes harmonicas limitadas nao-constantes em M.

Seja u uma tal fun¢do harmonica. Pela férmula de Bochner-Weizenbock (teorema 1.3.4),
temos

1
§A | Vu |* = Ricy(Vu, Vu)+ | VZu |?,
onde V*u = V(Vu) = Hessu .

Fixemos um ponto p € M , € denotemos By(r) a bola geodésica com raio r e centrada em

P . Escolhamos uma funcao suave ¢, com suporte compacto, tal que

o =1, em Bg(r),
o, =0, em M\Bﬁ(r +1),
| Vo, [<1, em M.

Consideremos o campo de vetores X, = ¢, Vu, que claramente pertence a FC(TM ). Como

M 6 estével harmonica, sabemos que
/N{ S| X, P+ Riew(v,v) | X, P YalT < /N | VX, |2 dIT. (4.1)
M M

Seja {F;}2, um referencial ortonormal em M. Como X, = ¢, Vu, temos que
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’ VX, ‘2 - Ez ’ VXT(EZ') ‘2 = Zz <inXr>inXr>

= Z < in(SOrvu)’ VEi((P’“VU) >

7

= > (@ Ve Vu + E(p,)Vu, ¢,V Vu + Ei(p,)Vu)

i

= D A1V Vul® +20,.Eip,) (Ve Vu, Vu) + (Ei(e))’ | Vu

= ¢2Z|Wu<E@-> & +¢T-2Ei<sor>-2<v&w,w> + | Vu |2-Z<Ei<sor>>2

= @2 |V(Vu) > + ¢, > Eilg,) - Ei(Vu,Vu) + | Vu || Ve, |”

= G| Vul +¢ > (Ee)E, E(Vu,Vu)E;) + | Vu[’| Ve, |”

= o | Vau ? +%~<ZE1(%)E¢7 > B[ Vul ~Ej> + | Vu | Vo,
IV 4 (Ve VIVl + | Vul Ve

= VPV P+ (0T VI TuP) 4 (381 Vul - Ricg(Vu, Vo)

— VPV P4 (G TITUR) 4 g A VU - @ Ricg(Vu, Vo),

onde foram usados (1.15), (1.1), a férmula de Bochner-Weizenbock e o fato do referencial
{E;}?_, ser ortonormal.

Logo,
/ | VX, |* dM
M

1 N
— [ VPV P AT+ 5 [ (V62 VIVuP) + A | Vu P il
M M
—/N{ @2 - Ricy;(Vu, Vu) }dﬁ
M
= [ {IVuPI90 2 Ricy (Y0, V) }dif (42)

pois pela férmula de Green (1.5) |
[ A a1Vl + (v V| Vul) yadt
M

= /N%%(V\Vu %,m)dA =0,
0

M

jéque(?]\A/[/E 0.
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Pela bilinearidade do tensor de Ricci, segue que

Vu Vu 1
Ric~ [ — —~ |} = Ric—
ICM(\VUVIVu\) | Vu 2 icy;(Vu, Vu) ,
isto é ,
I : Vu  Vu
Ricg (V. Va) = | Vu? Ricgy (oo o). (43
Vu o
onde é um campo unitario.

| Vu |
Sendo {ej, es} a base de diregdes principais em M , escrevemos

Vu
| Vu |

2 2
= cjep + ey, ¢ +c; = 1.

Ricy; (m, m) = C%Ricﬂ(el, e1) + 2cicoRicyz (e, e2) + c%RicM(eQ, €s).

Ricy;(er,e2) = (R(er,er)ez,e1) + (R(er,ez)ez,ea) = 0,

como também

Ricy(er,e1) = (R(e1,ea)er, ea) = (R(ez, e1)e, e1)
= Ricg;(ez, e2)

= Kﬂ(el, 62) .

Logo,

Ricﬂ( Vu _Vu ) = ¢ Ricy(er,e1) + 3Ricg(es, €2)
= (¢} + &3)Ricg(er, er)

= RiCM(dEl, 61)

e entao pela Proposicao 3.1.3 ,

Vu Vu

. . 1
Ricy; (W,m> = Ricg(er,e1) > Kn(er,e2) — 55’. (4.4)

Por outro lado,

Ricn(v,v) = Ky(e1,v) + Kn (e, v)

v
o

Ricy(e1,e1) = Kn(ez, e1) + Ky (v, €1)

v
o

Ricy(eg, e2) = Kn(e1,e2) + Ky (v, €2)

Y
o
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e disto obtemos
Ricy(v,v) — Ricy(er,e1) — Ricy(eq,e0) = —2Kn(eg,es)
ou seja,
—Kn(ep,e0) = %(RiCN(V, v) — Ricy(er,e1) — Ricy(es,ez)).  (4.5)

Assim, usando (4.3) e (4.4) concluimos que
“Ric(Va,Va) < | Vu (—KN(el,eg) + %s)

= | Vul|? %(RicN(u,u) — Ricy(er,e1) — Ricn(eq, eq)) + %S | Vu |?

< %RicN(V,V) | Vul? + %S|Vu 2,

ja que N possui curvatura de Ricci nao negativa, pela hipotese do teorema. Logo,
—p Ricy;(Vu, Vu) < %S(pf | Vu |* + %RicN(y, V)2 | Vu |? .

Entao, (4.2) pode ser escrita como

/M | VX, 2dM = /M{ | Vo, 2| Vu [* — ¢? - Ricg(Vu, Va) } dM

1 1 —~
< /N{ | Vo, | Vu > + 55903 | Vu |? + iRicN(y, v)p? | Vu [? }dM .
M

Disso e de (4.1) temos que
[ AS16 P+ Riew(u) | X, P Yl < [ {1960 P| Vul? + 3862 TuP
—f-%RiCN(V, V)2 | Vu |? }dM
e como X, = ¢, Vu obtemos

1 1 —~ —~
/ { —Sp* | Vu |* + =Ricy (v, v)p? | Vu |? }dM < / | Vo, 2| Vu |> dM.
a2 2 M

Dai, pela definicao de ¢,, segue que

1 1 —
/ { —S | Vu |* + ZRicy(v,v) | Vu |? }dM
Byr) L 2 2

P

1 1 —~
/ —Sgpf | Vu ]2 + —Ricy(v, u)@f | Vu ]2 dM
L2 2

< [ 196 P Vu P ait

M

/ | Vu [ dM.
Bo(r+1)\By(r)

IN
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Ou seja,

1 1 — —
/ { =S| Vu|*> + =Ricy(v,v) | Vu |? }d]\/[ < / | Vu |* dM.
By(r) L 2 2 By(r+1)\By(r)

Como r é arbitrario, fazendo r — oo concluimos que
1 2 1. 2 AT
=S| Vul|* + zRicy(v,v) | Vu |* pdM = 0.
L2 2

Como N possui curvatura de Ricci nao-negativa, da igualdade acima obtemos
que S =0 e Ricy(v,v) =0 em M , devido ao fato de u ser uma func¢ao harmonica nao-
constante. Entao, por (4.5) e pela equagdo de Gauss concluimos que M tem curvatura
seccional nao-negativa. Dai, pelo teorema de Blanc-Fiala-Huber em [12], ndo existem
funcoes harmonicas limitadas nao-triviais em M , 0 que é uma contradicao. Portanto, M
é conformemente equivalente ao plano R2.

Como M é o recobrimento universal de M e R? recobre R2, S' x R ou S! x S!
(a menos de difeomorfismos), segue que M ¢é difeomorfa a R?* ou a S' x R. Se M for
simplesmente conexa, novamente fazendo uso do Teorema de Uniformizacao concluimos
que M deve ser conformemente equivalente ao plano R2. Caso contrario, concluimos ser

M conformente equivalente ao cilindro S' x R.
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