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Universidade Federal da Bahia como requisito

parcial para obtenção do t́ıtulo de Mestre em

Matemática.
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Resumo

Neste trabalho, vamos considertar uma função cont́ınua A definida em um espaço

compacto Ω. O Prinćıpio Variacional nos diz que P(A) := sup
µ∈Mσ

{
hµ +

∫
Adµ

}
, esse

supremo será realizado por uma medida µA. Considerando agora, βA em vez de A, com

β > 0, analisaremos o que acontece com lim
β→∞

µβA. Faremos relações entre µβA e medidas

que realizam m(A) := sup
µ

∫
Adµ, onde µ é uma medida invariante e usaremos a álgebra

Max-Plus como ferramenta para estudar o comportamento do lim
β→∞

µβA.

Palavras-chave: Otimização Ergódica; Temperatura Zero; Álgebra Max-Plus.



Abstract

In this work, we study continuous function A defined in a compact space Omega,

the Variational Principle tells us that P(A) := sup
µ∈Mσ

{
hµ +

∫
Adµ

}
. Now, consider βA

instead of A, with β > 0. We will analyze what happens with lim
β→∞

µβA. We will make

relations between µβA and measures to realize m(A) := sup
µ

∫
Adµ, where µ is an invariant

measure and we will use the Max-Plus Algebra as a tool to study the behavior of lim
β→∞

µβA.

Keywords: Ergodic Optimization; Zero Temperature; Max-Plus Algebra.
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Introdução

O propósito desta dissertação é apresentar algumas das principais ideias e questões

que são consideradas na otimização ergódica. Nosso foco aqui são questões que estão as-

sociadas à seleção de probabilidades quando a temperatura vai para zero.

Vamos nos preocupar em dar exemplos para melhor compreensão desta dis-

sertação. Ao longo do texto, irá ser apresentado a chamada Álgebra Max-Plus que é

uma ferramenta muito útil para o cálculo de soluções expĺıcitas para o tipo de problemas

que nos interessa aqui.

Consideremos uma função cont́ınua fixada A : Ω → R, que chamaremos de

potencial. Sem entrar muito na teoria, para um parâmetro real β, vamos associar βA a um

funcional P(β), e para cada β teremos uma medida µβ chamada estado de equiĺıbrio para

o potencial para βA. Em Mecânica Estatistica, β representa o inverso da temperatura.

Então, quando β → +∞, significa que a temperatura vai para 0.

Queremos apontar as relações entre as duas formas diferentes de selecionar essas

medidas:

1. β 7→ P(β) é convexo e admite uma asśıntota quando β → +∞;

2. Um ponto de acumulação para µβ, com β → +∞ é A-maximizante. Então, a

questão principal é saber se há convergência, e, no caso afirmativo, como é a selção

do limite de µβ?

No caṕıtulo 1, estudaremos as ferramentas básicas para entendimento deste texto,

falaremos das propriedades topológicas do espaço Ω, apresentaremos as propriedades

dinâmicas e um pequeno estudo do Formalismo Termodinâmico.

Nos caṕıtulos 2 e 3, vamos estudar os pontos de acumulação para µβ, estes pontos

serão chamados de Ground State. Veremos se existe alguma condição para que este

ponto de acumulação seja único. Também trataremos de órbitas maximizantes, que serão

as órbitas que tem as médias de Birkhoff iguais a sup
µ

∫
Adµ, onde µ é uma medida

invariante.

No caṕıtulo final, trataremos da chamada álgebra Max-Plus, que basicamente é

uma álgebra de números reais com duas operações ⊕ e ⊗. Veremos suas propriedades e
1
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estenderemos sua definição para vetores e matrizes e com isso, veremos condições para

que se tenha existência e unicidade para autovalores nesta álgebra. E finalizando esta

dissertação, usaremos a álgebra Max-Plus e o estudo decorrente deste texto para encontrar

um limite expĺıcito para µβ.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Vamos considerar o espaço Ω = {1, 2, 3, ..., k}N dos elementos das sequências

x = (x0, x1, ..., xn, ...) com xi ∈ {1, ..., k},∀i ∈ N. Um elemento em Ω é chamado de

palavra infinita sobre o alfabeto {1, ..., k}, e xi d́ıgito ou śımbolo. Sejam x = x0x1x2... e

y = y0y1y2... em Ω, a distância entre x e y é dada por:

d(x, y) =
1

2min{n≥1 xn 6=yn}
.

Por exemplo, vamos considerar o caso que k = 3. Sejam x = 321332... e y = 321331...,

logo temos que:

d(x, y) =
1

25
.

A sequência x0x1...xn−1 é chamado palavra de comprimento n. Se ω é uma

palavra, o seu comprimento será denotado por |ω|.

Definição 1.0.1. Um Cilindro (de comprimento n), denotado por

[x0...xn−1] ⊆ Ω,

é o conjunto dos pontos y ∈ Ω tal que

yi = xi, i = 0, 1, ..., n− 1.

Por exemplo, o cilindro [211] é o conjunto dos y = y0y1y2y3... tais que y0 = 2, y1 =

1 e y2 = 1. É fácil ver que os cilindos de tamanho n formam uma partição para Ω.

Agora, temos que (Ω, d) é um espaço métrico compacto. A compacidade decorre

do fato que Ω é compacto com a topologia produto. Observe que a topologia induzida

pela métrica d coincide com a topologia produto.

1.1 Dinâmica

Definição 1.1.1. O shift σ : Ω −→ Ω, é a transformação dada por σ(x0x1x2...) =

x1x2x3....
3
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Note que, d(σ(x), σ(y)) = 2d(x, y), portanto o shift expande distância, é Lipschitz

e cont́ınuo.

O próximo resultado será útil para definir um conjunto σ-invarinte.

Lema 1.1.2. Seja A um boreliano, então são equivaletes:

i. ∀x ∈ A, σ(x) ∈ A;

ii. A ⊂ σ−1(A).

Demonstração. Suponha que ∀x ∈ A, σ(x) ∈ A.Temos σ−1(A) := {y ∈ Ω;σ(y) ∈ A}, logo

por hipótese, segue que x ∈ σ−1(A), portanto, A ⊂ σ−1(A).

Por outro lado, se supusermos que σ−1(A) ⊃ A, pela definição do conjunto σ−1(A)

temos que ∀x ∈ A, σ(x) ∈ A.

Dizemos que um boreliano B que satisfaça uma das propriedades do lema anterior

(logo as duas), é dito σ-invariante. É fácil ver que se x é um ponto periódico, então O(x)

é σ-invariante.

1.2 Medidas Invariantes

Definição 1.2.1. Seja µ uma medida. Dizemos que µ é invariante pelo shift, se para

qualquer mensurável B tivermos

µ(σ−1(B)) = µ(B).

Exemplo 1.2.2. Vamos considerar Ω = {1, 2}N. Tomemos p e q dois números positivos

em (0, 1), e a matriz

P =

(
p 1− p

1− q q

)
=

(
P (1, 1) P (1, 2)

P (2, 1) P (2, 2)

)
.

Temos que 1 é um autovalor de P . Resolvendo a equação

(x, y).P = (x, y),

encontramos um auto-espaço unidimensional, com y = 1−p
1−qx. Portanto, existe um unico

autovetor à esquerda (π1, π2) tal que

(π1, π2).P = (π1, π2) e π1 + π2 = 1.

A medida µ definida como

µ([x0...xn]) = πx0P (x0, x1)P (x1, x2)...P (xn−2, xn−1).

Temos que essa medida µ, é uma medida invariante pelo shift e é chamada de medida de

Markov associada a P e π.
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Lema 1.2.3. µ é σ-invariante se, somente se, para toda função f cont́ınua tivermos∫
f(x)dµ(x) =

∫
f ◦ σ(x)dµ(x).

Denote por Mσ := {µ : Ω → R; µ é uma probabilidade σ- invariante}. Se

µn ∈Mσ e µn→µ, (na topologia fraca*) então µ é σ-invariante.

Definição 1.2.4. Uma medida extremal em Mσ é chamada ergódica.

As medidas markovianas são ergódicas.

Teorema 1.2.5 (Ergódico de Birkhoff). Seja µ medida σ-invariante e ergódica. Então

para toda função f : Ω → R cont́ınua, existe um K tal que µ(K) = 1, e para todo x em

K, temos que

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f(σk−1(x)) =

∫
fdµ.

O Teorema Ergódico de Birkhoff diz que, na hipótese de ergodicidade, a média

temporal é igual a uma média espacial.

1.3 Otimização Ergódica

Definição 1.3.1. Seja A : Ω→ R uma função cont́ınua. Uma medida invariante µ diz-se

A-maximizante se ∫
Adµ = max

{∫
Adν; ν ∈Mσ

}
=: m(A)

Exemplo 1.3.2. Note que pode haver várias medidas maximizantes.

Com efeito, considere Ω = {1, 2, ..., d}N e o potencial

A(x) = −min {d(x, 1∞), d(x, 2∞)} ≤ 0.

Temos que µ1∞ := δ1∞ e µ2∞ := δ2∞ são medidas A-maximizantes. De fato,
∫
Adµ1∞ =

A(1∞) = −1 (Análogo para µ2∞). Suponha agora que exista ν probabilidade tal que∫
Adν ≥

∫
Adµ1∞. Logo, temos que:

−1 = −ν(Ω) =

∫
−1dν ≥

∫
Adν ≥

∫
Adµ1∞ = −1,

portanto m(A) = −1 e segue que µ1∞ e µ2∞ são A-maximizantes.

Agora defina, µt := tµ1∞ + (1− t)µ2∞, ∀t ∈ [0, 1]. Por linearidade temos que µt

é A-maximizante para cada 0 ≤ t ≤ 1.
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1.4 Formalismo Termodinâmico e Estado de Equiĺıbrio

O Formalismo Termodinamico visa singularizar medidas via o Principio Variaci-

onal:

P(A) := sup
µ∈Mσ

{
hµ +

∫
Adµ

}
.

Definição 1.4.1. Qualquer medida que realiza o máximo de P(A) é chamada um Estado

de Equiĺıbrio de A. A função A é dita potencial e P(A) é a pressão do potencial.

Dado ν medida σ-invariante, o valor

hν +

∫
Adν

é chamado “energia livre”da medida ν com respeito ao potencial A.

1.5 Entropia e Existência de estado de equiĺıbrio

Com o resultado abaixo, podemos obter uma simples definição para hµ.

Teorema 1.5.1. Seja µ uma probabilidade ergodica e σ-invariante. Então para µ-qtp

x = x0x1...

hµ := − lim
n→∞

1

n
log µ([x0x1...xn])

existe e independe de x.

Exemplo 1.5.2. Consideremos Ω = {1, 2}N e dois números positivos p e q, tais que

p+ q = 1. Tomemos uma medida P em {1, 2}, definida por

P({1}) = p,P({2}) = q

Definamos uma medida µ = ⊗P, chamada medida de Bernoulli, no espaço produto {1, 2}N.

Dáı, temos que µ é definida como

µ([x0...xn−1]) = p#{1’s que estão na palavra x}q#{2’s que estão na palavra x},

onde x é a palavra finita x0...xn−1. (Note que µ é uma medida invariante pelo shift).

Temos que

1

n
#{1’s que estão na palavra} →n→∞ µ([1]) = p e

1

n
#{2’s que estão na palavra} →n→∞ µ([2]) = q.

Portanto, hµ = −p log p− q log q.
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Exemplo 1.5.3. Agora, se µ é uma medida de Markov associada uma matris linha es-

tocástica P e π = (π1, ..., πd), temos que

hµ = −
n∑

i,j=1

πiP (i, j) logP (i, j).

Vamos agora garantir a existência de estado de equiĺıbrio.

Teorema 1.5.4. Se A é cont́ınuo, então existe pelo menos um estado de equiĺıbrio de A.

A ideia da demonstração consiste mostrar que F : Mσ → R, onde F (ν) =

hν +
∫
Adν é semicont́ınua e usar o fato de queMσ é um conjunto compacto para deduzir

que F atinge um máximo, provando a existência de estados de equiĺıbrio para A. Para

mais detalhes ver [12].

Agora trataremos da Unicidade do Estado de Equiĺıbrio para potenciais α-Hölder.

Definição 1.5.5. Dizemos que A : Ω→ R é α-Hölder, 0 < α < 1, se existe uma constante

real C > 0 tal que para todo x, y ∈ Ω,

|A(x)− A(y)| ≤ Cd(x, y)α.

Então, para α fixo, denote por

Hα := {A : Ω→ R;A é α-Hölder}

e defina ||A||α := sup
x 6=y

|A(x)− A(y)|
d(x, y)α

+ sup
x∈Ω
|A(x)|.

Lema 1.5.6. (H, ||.||α) é um espaço de Banach.

Teorema 1.5.7. Se A : Ω → R é Hölder continuo, então existe um único estado de

equiĺıbrio µA para A. Além disso, µA é uma medida de Gibbs e β 7→ P(βA) é anaĺıtica,

com β > 0.

O resultado acima é consequência do Teorema de Ruelle que diz:

Teorema 1.5.8. [Teorema de Ruelle] Sejam T : M →M uma transformação expandora

e ψ : M → R uma função α-Hölder. Então existe um único estado de equilibrio associado

ao par (T, ψ). Além disso, o estado de equilibrio está suportada em todo o M e é um

estado de Gibbs.

Demonstração. [12].

Para nosso estudo façamos, M = Ω, T = σ e ψ = A.
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Definição 1.5.9. Seja (X, d) espaço métrico completo. Uma transformação expansora é

uma aplicação T : M →M cont́ınua satisfazendo:

Existem r > 0, 0 < λ < 1 e c > 0 tais que:

1. x 6= y, T (x) = T (y) =⇒ d(x, y) > c;

2. ∀x ∈Me a ∈ T−1(x), existe uma função cont́ınua ϕ : Br(x)→M tal que:

i. ϕ(x) = a;

ii. (T ◦ ϕ)(z) = z,∀z ∈ Br(x);

iii. d(ϕ(z), ϕ(z′)) ≤ λd(z, z′),∀z, z′ ∈ Br(x).

Lema 1.5.10. σ : Ω→ Ω é expansora.

Demonstração. Sejam x, y ∈ Ω tais que x 6= yeσ(x) = σ(y), dáı temos que x0 6= y0. Logo,

d(x, y) = 1
20

= 1. Fazendo 0 < c < 1 provamos o primeiro item.

Seja agora x ∈ Ω. Tome r = 1
2

e defina

ϕ : B 1
2
(x)→ Ω

y 7→ ky := ky0y1...

Note que:

• ϕ(x) = kx = kx0x1... ∈ σ−1(x);

• (σ ◦ ϕ)(z) = σ(kz0z1...) = z0z1... = z,∀z ∈ B 1
2
(x);

• d(ϕ(z), ϕ(z′)) = d(kz0z1..., kz
′
0z
′
1...) = 1

2
d(z, z′).

Fazendo 0 < λ < 1, temos o resultado desejado.

Pelo Teorema 1.5.8 segue que temos um único estado de equiĺıbrio para P(A),

sempre que A é Hölder.

1.6 Operador de Tranferência

Seja A : Ω→ R um potencial α-Hölder.

Definição 1.6.1. o operador de transferência correspondente ao potencial A, LA : C0(Ω)→
C0(Ω) , é dado por: Para cada φ ∈ C0(Ω),

LA(φ) = ϕ ∈ C0(Ω) com ϕ(x) :=
∑

a∈{1,2,...,d}

eA(ax)φ(ax).
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Observação 1.6.2. Usando o Teorema 1.5.8 pode-se mostrar que a pressão é exatamente

o logaritmo do raio espectral do operador de tranferência, ou seja, P(A) = log λA.

Seja µ uma probabilidade. A aplicação f 7→
∫
LA(f)dµ é uma função limitada

em C0(Ω). Pelo Teorema da Representação de Riesz, existe ν tal que para cada f ∈ C0(Ω),∫
fdν =

∫
LA(f)dµ. Logo, L∗A : µ 7→ ν (L∗A(µ) = ν) é o operador dual de LA.

Observação 1.6.3. LA(1) = 1⇒ L∗A(µ) é uma probabilidade se µ também for.

Teorema 1.6.4. Seja λA o raio espectral de LA. Então, λA é um autovalor para L∗A, ou

seja, ∃νA probabilidade tal que

L∗A(νA) = λAνA.

Para demonstrar esse teorema, usamos os seguintes resultados:

Lema 1.6.5. C0
+(Ω) := {ϕ ∈ C0(Ω) : ϕ ≥ 0} é um cone normal de C0(Ω).

Para a prova desse Lema, ver [12].

E um resultado da análise funcional, temos:

Teorema 1.6.6. Seja C um cone normal num espaço de Banach E e seja T : E → E um

operador linear positivo sobre C. Então, r(T ∗) (raio espectral) é autovalor do operador

dual T ∗ : E∗ → E∗ e admite algum autovalor v∗.

Fazendo E = C0(Ω), C = C0
+(Ω) e T = LA. A conclusão do teorema significa que

L∗A admite algum autovetor νA ∈ C0
+(Ω) correspondente ao autovalor λA. Note que νA

se identifica com uma medida positiva finita.Para mais detalhes ver [12]. Desse teorema,

obtemos um único HA, com a normalização
∫
HAdνA = 1 tal que

LA(HA) = λAHA.

Lema 1.6.7. µA := HAνA é σ-invariante.

Demonstração.

Lema 1.6.8. LA ((g1 ◦ σ)g2) = g1LA(g2),∀g1, g2 ∈ C0(Ω).

Com efeito, LA ((g1 ◦ σ)g2) :=
∑

a∈{1,2,...,d}

eA(ax)g1(σ(ax))g2(ax) =∑
a∈{1,2,...,d}

eA(ax)g1(x)g2(ax) = g1(x)
∑

a∈{1,2,...,d}

eA(ax)g2(ax) =: g1(x)LA(g2(x)), verificando o

lema anterior.

Então, para toda função g : Ω→ R integrável:∫
(g ◦ σ)dµA = λ−1

A

∫
(g ◦ σ)HAd(L∗AνA) =
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λ−1
A

∫
LA((g ◦ σ)HA)dνA = λ−1

A

∫
gLA(HA)dνA =∫

gHAdνA =

∫
gdµA.

Portanto segue que µA é σ-invariante.

Pode ser mostrado que esta medida, é uma medida de Gibbs, ou seja, ∃CA > 0

tal que ∀x ∈ Ω e ∀n
e−CA ≤ µA ([x0...xn−1])

eSn(A)(x)−n log λA
≤ eCA ,

onde Sn(A)(x) :=
n∑
k=1

A(σk−1(x)). Essas duas desigualdades definem a energia livre para

µA, que é log λA. Mais ainda, a primeira desigualdade diz para qualquer medida ergódica

ν 6= µA,

hν +

∫
Adν < log λA.

Como já vimos, P(A) = log λA e µA é o único estado de equiĺıbrio para A, com β > 0.

Observação 1.6.9. Pode-se obter os mesmos resultados para βA em vez de A.

Já sabemos que β 7−→ P(β) é localmente anaĺıtica, mas por argumentos de

conexidade, obtemos que é globalmente anaĺıtica.

Os resultados até aqui citados valem em outros casos. Em particular, se Ω (o

shift completo no espaço de Bernoulli).

Para toda ψ Hölder cont́ınuo,

LnA(ψ) = enP(A)

∫
ψdνβφ+ en(P(A)−ε)ψn,

onde ε = ε(A) > 0, ψn é cont́ınuo com ‖ψn‖∞ ≤ C‖ψ‖∞,∀n e C é uma constante que

depende de A. Fazendo ψ = 1, temos

P(A) = lim
n→∞

1

n
logLnA(1)

e dP
dβ

(β) =
∫
Adµβ.

Proposição 1.6.10. O gráfico de P(β) admite uma asśıntota quando β →∞ com incli-

nacão determinada por m(A) = sup
µ∈Mσ

∫
Adµ. Qualquer ponto de acumulação para µβ é

uma medida A-maximizante.

Demonstração. Seja µ∞ uma medida A-maximizante. Como hµ∞ < +∞, temos:

m(A) =

∫
Adµ∞ ≤

hµ∞
β

+

∫
Adµ∞ =

sup
{
hµ +

∫
βAdµ

}
β

=

P(β)

β
≤ log λA

β
+

∫
Adµβ ≤

log λA
β

+m(A).



11

Logo, segue que lim
n→∞

P(β)

β
= m(A), e assim a inclinação da asśıntota de P(β) é m(A).

Seja agora a função:

ξ : β 7−→ P(β)− βm(A).

Note que:

i. ξ′(β) = dP
dβ

(β)−m(A) =
∫
Adµβ −m(A) ≤ 0;

ii. ξ é uma função decrescente;

iii. ξ ≥ 0, pois m(A) ≤ P(β)
β
,∀β.

Isso implica que ∃ lim
β→∞

ξ(β) ≥ 0. Considerando que µ∞ é ponto de acumulação

para µβ, temos (pela desigualdade encontrada acima) que
∫
Adµβ → m(A). Dáı, temos,

µβn → µ∞ ⇒
∫
Adµβn →

∫
Adµ∞, mas por outro lado

∫
Adµβn → m(A), logo m(A) =∫

Adµ∞ e portanto µ∞ é A-maximizante.

Agora, como µA é uma medida de Gibbs, temos que a constante CA é proporcional

a ‖ A ‖∞. Substituindo βA no lugar de A, e fazendo β →∞ temos que CβA → +∞.

No entanto,

Proposição 1.6.11. Seja A α-Höder. Então existe C ∈ R tal que 1
β

logHβA é α-Höder

com a norma limitada por C‖ A ‖∞.

Demonstração. Defina hn = 1
n

n−1∑
i=1

λ−iA L
i
A(χ). Temos que hn é uma sequência limitada e

equicont́ınua. Por Ascoli-Arzelá, temos que hni → HA.

E temos que existe k > 0 tal que:

‖λ−nA L
n
A(χ)(x)− λ−nA L

n
A(χ)(y)‖ ≤ kd(x, y)α,

logo (hn) é α-Hölder e portanto HA é α-Hölder. E é fácil ver que se HA é α-Hölder, então

logHA também será α-Hölder.

Analogamente, provamos que 1
β

logHβA é α-Höder.

1.7 Cálculo de Estado de Equiĺıbrio no caso em que

A é localmente constante

Num caso particular, suponha agora que A dependa de duas coordenadas, ou

seja,

A(x0x1x2x3...) = A(x0, x1).
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Desta forma, daremos uma forma expĺıcita para o estado de equiĺıbrio via operador de

transferência.

Denotaremos por A(i, j) o valor de A no cilindro [ij] onde i, j ∈ 1, 2, ..., d. Nesse

caso,

(L)A(φ)(x0x1x2...) =
∑

a∈{1,...,d}

eA(ax0)φ(ax0x1...).

Seja M a matriz de todas as entradas positivas dadas por Mi,j = eA(i,j).

Lema 1.7.1. LA e M possuem o mesmo raio espectral.

Demonstração. Suponha que φ(x0x1x2...) = φ(x0). Por abuso de notação, a função φ será

descrita pelo vetor (φ(1), φ(2), ...., φ(d)).

Logo, para todo j temos:

(L)A(φ)(j) =
s∑
j=1

Mijφ(i) = φM = MTφ

.

Portanto o raio espectral de M ,λM , é menor ou igual a λA (que é o autovalor maximal).

Lembre que o raio espectral é dado por λA := lim sup
n→∞

1

n
log ‖|LnA‖|, onde ‖|LnA‖| =

sup
‖ψ‖=1

‖LnA(ψ)‖∞. Como LA > 0 e linear, temos que LA é monótona, dáı |||LnA||| =

‖LnA(χ)‖∞. E, χ depende de uma coordenada, portanto LnA(χ) = Mn(χ) ⇒ λA ≤ λM .

Portanto λA = λM .

Teorema 1.7.2 (Perron-Frobenius). Suponha que B = (bij) é uma matriz d × d com

todas as entradas estritamente positivas, 1 ≤ i, j ≤ d. Então existem λ > 0 e vetores

l = (l1, ..., ld) e r = (r1, ..., rd) tais que:

• ∀i, li > 0 e ri > 0 ;

• ∀i,
d∑
j=1

bijrj = λri e ∀j,
d∑
i=1

libij = λlj.

(isto é, r é o autovetor é o autovetor à direita de B e l é o autovetor à esquerda de B)

Demonstração. Primeiramente, vamos mostrar que existe pelo menos um vetor r com

todas as entradas positivas e λ ≥ 0 tal que,

d∑
j=1

bijrj = λri,∀i.

Consideremos o conjunto convexo H de vetores h = (h1, ..., hd), com hi ≥ 0,

1 ≤ i ≤ d e
d∑
i=1

hi = 1(⇒ h 6= 0).
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A matriz B determina uma transformação cont́ınua G : H → H, dada por G(h) =

h′ com

h′ =

d∑
j=1

bijhj

d∑
i=1

d∑
j=1

bijhj

.

Como bij > 0∀i, j, hj ≥ 0 e h não é o vetor nulo, temos que todas as entradas de h′ são

estritamente positivas. Assim, G(H)  H. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer,

temos que existe pelo menos um ponto fixo para G. Seja r ∈ H ponto fixo de G, ou seja,

G(r) = r. Como G(H)  H, temos que r possui entradas estritamente positivas e

ri =

d∑
j=1

bijrj

d∑
i=1

d∑
j=1

bijrj

.

Fazendo λ =
d∑
i=1

d∑
j=1

bijrj, teremos um autovalor à direita.

Considere Bt no lugar de B, obtemos outro autovetor à direita, digamos l, para

Bt (que será um autovetor à esquerda para B) com autovalor igual a λ∗ .

Note que 〈r, l〉 6= 0, então

λ〈r, l〉 = 〈λr, l〉 =

〈Br, l〉 = 〈r, Btl〉 = λ∗〈r, l〉 ⇒ λ = λ∗

.

Mais ainda, pode-se provar que o autovalor λ é o raio espectral da matriz B e os

vetores r e l são únicos.

Considerando a matriz M , com Mi,j = eA(i,j), pelo Teorema de Perron-Frobenius,

existem autovetores à esquerda e à direita, l e r respectivamente, associados a λA (raio

espectral de LA).

Vamos definir PA = PA(i, j), uma matriz d×d onde PA(i, j) :=
eA(i,j)rj
λAri

. Note que

∑
j

PA(i, j) =

∑
j

eA(i,j)rj

λAri
=

∑
j

Mijrj

λAri
=
λAri
λAri

= 1, ou seja, PA é uma matriz estocástica

(soma de suas linhas é constante igual a 1).

Agora, fixemos a normalização da seguinte forma:∑
j

rj = 1 e
∑
i

liri = 1.
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Seja o vetor π = (π1, ..., πd) definido por πi = liri, usando o Teorema de Perron-Frobenius,

concluimos que esse vetor satisfaz πPA = π, ou seja, π é o vetor estacionário para PA.

O autovetor à direita r pode ser visto como νA do Teorema 1.6.4 e rj = νA([j]).

Normalizando o autovetor à esquerda l, este vai ser visto como a autofunção HA, com∫
HAdνA = 1.

A medida de Markov invariante associada µA é definida por

µA([x0x1...xn−1]) = πx0PA(x0, x1)...PA(xn−2, xn−1).

Um cálculo exato nos dá

µA([x0x1...xn−1]) = HA(x0)eSn(A)(x)−n log λAνA([xn−1]).

E como νA e HA possuem entradas positivas, temos que

µA([x0x1...xn−1])

eSn(A)(x)−n log λA
= HA(x0)νA([xn−1]) > 0

e tomando CA = max
n
{log(HA(x0)νA([xn−1]))} vem

e−CA ≤ µA([x0x1...xn−1])

eSn(A)(x)−n log λA
≤ eCA ,

portanto µA é uma medida de Gibbs.

Observe que, podemos escrever µA como

µA([x0x1...xn−1]) = lx0e
Sn(A)(x)−n log λArxn−1 .

Observação 1.7.3. No caso em que A ≡ 0, a medida µA é uma probabilidade de Markov

associada a uma matriz linha estocástica com todas entradas iguais a 1
d
. Vamos denotar

µtop a medida de máxima entropia. É a única probabilidade invariante com entropia igual

a log d.

Lema 1.7.4. µA é o estado de equiĺıbrio para A.

Demonstração. Como µA([x0x1...xn−1]) = lx0e
Sn(A)(x)−n log λArxn−1 isso implica que

1

n
log µA([x0x1...xn−1]) =

1

n
log
[
lx0e

Sn(A)(x)−n log λArxn−1

]
=

1

n
Sn(A)(x)+

1

n
log(lx0rxn−1)−log λA,

tomando o limite, com n→∞, em ambos os lados temos:

−hµA =

∫
AdµA − log λA

e portanto

hµA +

∫
AdµA = log λA.



Caṕıtulo 2

Ground State

Como vimos anteriormente, dizemos que uma medida µ é A-maximizante se∫
Adµ = max

ν∈Mσ

∫
Adν.

A existência de probabilidades maximizantes para funções continua A : Ω → R, decorre

da compacidade de Mσ (e da continuidade da aplicação ν 7−→
∫
Adν).

Assumindo que o potencial A é Hölder cont́ınuo, temos que todo ponto de acu-

mulação para µβ é uma medida A-maximizante, quando β →∞. Relacionando estado de

equiĺıbrio com medidas maximizantes, temos a seguinte definição:

Definição 2.0.5. Seja A um potencial Hölder cont́ınuo. Uma probabilidade σ-invariante

é dita um ground state (para A), se é um ponto de acumulação para µβ, com β →∞.

Claramente, um ground state é uma medida A-maximizante mas, a priori, uma

medida maximizante não é necessariamente um ground state.

Uma pergunta natural é: temos convergência de µβ, com β →∞?

Se o limite para µβ existe, com β →∞, então µ = lim
β→∞

µβ é a seleção quando a

temperatura vai para zero. Num exemplo anterior,

A(x) = −min {d(x, 1∞), d(x, 2∞)} ,

tinhamos que δ1∞ e δ2∞ são duas medidas σ-invariantes e A-maximizantes assim como

sua combinação convexa e isso nos dá uma ideia de como é dif́ıcil o problema da seleção,

pois há muitas possibilidades.

No caso em que exista µ, medida σ-invariante, tal que µ = lim
β→∞

µβ é natural se

perguntar a velocidade de convergência de µβ. Mais precisamente, se C é um cilindro

tal que C ∩ A = ∅ (esse conjunto A será apresentado no decorrer deste caṕıtulo), então

lim
β→∞

µβ(C) = 0. Assim é natural considerar

lim
β→∞

1

β
log (µβ(C)) .

15
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Essas perguntas estão relacionadas com o comportamento de 1
β

logHβ (como já vimos

anteriormente).

2.1 Sub-ação Calibrada

Considere A : Ω→ R Lipschitz e β > 0. O operador de transferência fornece que

para todo x:

Lβ(Hβ)(x) = eP(β)Hβ(x) =
d∑
i=1

eβA(ix)Hβ(ix).

(Estamos substituindo β por βA por simplicidade).

Vimos que, se β → ∞ existe o controle da constante de Lipschitz (ou Hölder).

Mais precisamente, temos o controle de 1
β

logHβ e além disso, 1
β

logHβ forma uma famı́lia

de funções equicont́ınuas. Vamos considerar um ponto de acumulação para essa sequência,

digamos V . Logo existe βn →n→∞ ∞ tal que V = lim
n→∞

1

βn
logHβn . Como 1

β
logHβ é

Lipschitz, temos que V também será uma função Lipschitz.

Novamente por simplicidade, vamos manter a notação β → ∞, mesmo que, na

verdade, estamos considerando subsequência. Então,

1

β
log
(
eP(β)Hβ

)
=

1

β
log

(
d∑
i=1

eβA(ix)Hβ(ix)

)

⇒ P(β)

β
+

1

β
logHβ =

1

β
log
(
eβA(1x)Hβ(1x) + ...+ eβA(dx)Hβ(dx)

)
=

1

β
log

(max
j

(
eβA(jx)Hβ(jx)

)) eβA(1x)Hβ(1x)

max
j

(
eβA(jx)Hβ(jx)

) + ...+ 1 + ...+
eβA(dx)Hβ(dx)

max
j

(
eβA(jx)Hβ(jx)

)


fazendo β →∞ cada termo
eβA(ix)Hβ(dx)

max
j

(
eβA(jx)Hβ(jx)

) → 0 dáı segue que,

m(A) + V (x) = max
i
{A(ix) + V (ix)} .

Vamos agora, provar um resultado num caso particular.

Definição 2.1.1. Uma função cont́ınua u : Ω → R é chamada sub-ação calibrada para

A : Ω→ R, se para qualquer x ∈ Ω, tivermos

u(x) = max
σ(y)=x

[A(y) + u(y)−m(A)].

Teorema 2.1.2. Suponha que A é um potencial que depende de duas coordenadas. Su-

ponhamos também que βn é tal que, para cada j

lim
βn→∞

1

βn
log lβnA(j) = V (j),
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onde lβnA(j) é a entrada j do autovetor à esquerda do Teorema de Perron-Frobenius para

matriz Mij = eβnA(i,j). Então, V é uma sub-ação calibrada.

Demonstração. Para obter este resultado, consideremos a equação de autovetores para

cada β e para cada 1 ≤ j ≤ d, temos:

d∑
i=1

lβAi eβA(i,j)

λβAl
βA
j

= 1.

Para cada j e βn, existe um in = ijn, tal que
lβAin e

βA(in,j)

λβAl
βA
j

atinge o posśıvel valor

máximo entre os i ∈ {1, 2, ..., d}.
Para j fixado, existe ij ∈ {1, 2, ..., d} tal que o valor ijn é atingido um número

infinito de vezes.

Recordando que lim
β→∞

P(β)

β
= lim

β→∞

log λβA
β

= m(A), segue que

0 =
1

βn
log

(
d∑
i=1

lβnAi eβnA(i,j)

λβnAl
βnA
j

)
≤ 1

βn
log

(
d
lβnAij

eβnA(ij ,j)

λβnAl
βnA
j

)
≤

1

βn

(
log d+ log lβnAij

+ log eβnA(ij ,j − log λβnA − log lβnAj

)
.

Agora, tomando o limite, βn →∞, da equação acima (para cada j fixado), temos:

0 ≤ A(ij, j)+V (ij)−V (j)−m(A)⇒ V (j)+m(A) ≤ A(ij, j)+V (ij) ≤ max
i∈{1,...,d}

{A(i, j) + V (i)} .

E no caso em que dado um j existam i e ε > 0 tais que

V (j) +m(A) + ε < A(ij, j) + V (ij),

teŕıamos que

1 <
lβnAi eβnA(i,j)

λβnAl
βnA
j

para n suficientemente grande. Mas isso é uma contradição.

Logo, V (j) = max
i∈{1,...,d}

{A(i, j) + V (i)−m(A)}, e assim concluimos que V é uma

sub-ação calibrada.

No caso em que A possua uma única probabilidade maximizante, então existe o

limite

lim
β→∞

1

β
log lβA = V.

Consequentemente, (tomando lβA = Hβ) um ponto de acumulação para 1
β

logHβ

é uma sub-ção calibrada. Agora, para cada i e cada x temos

m(A) + V (x) = max
i∈{1,...,d}

{A(ix) + V (ix)} ≥ V (ix) + A(ix)
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⇒ A(ix) ≤ m(A) + V (x)− V (ix),

logo existe uma função não negativa g tal que

A(y) = m(A) + V ◦ σ(y)− V (y) + g(y).

Note que, pela Proposição 1.6.11 temos que g é Lipschitz.

Suponha que u seja uma sub-ação calibrada. Então é fácil ver que u + c, onde c

é uma constante, também é uma sub-ação calibrada. Dizemos que a sub-ação calibrada

é única, se é única a menos de uma constante aditiva. Pode-se mostrar que, no caso de

haver mais do que uma probabilidade maximizante, a sub-ação calibrada não é única.

Uma sub-ação calibrada u satisfaz

u(σ(x))− u(x)− A(x) +m(A) ≥ 0

.

Como já vimos, se ν é uma medida σ-invariante, temos que para uma função

cont́ınua u : Ω→ R ∫
[u(σ(x))− u(x)]dν = 0.

Suponha µ uma medida A-maximizante e u uma sub-ação calibrada para A.

Então para todo x no suporte de µ, temos:

u(σ(x))− u(x)− A(x) +m(A) = 0.

De fato, g(x) = u(σ(x))− u(x)− A(x) +m(A) ≥ 0, e a integral
∫
g(x)dµ(x) = 0.

Desta forma, se sabemos o valor de m(A), então a sub-ação calibrada u para A

ajuda a identificar o suporte das probabilidades maximizantes. A igualdade a zero na

equação acima pode ser verdade fora do união dos suportes das probabilidades maximi-

zando µ. Sabe-se que genericamente na topologia Hölder em A a igualdade é verdadeira

apenas no suporte da probabilidade maximizante.

O estudo das propriedades ergódicas para probabilidades maximizantes é o propósito

da Otimização Ergódica.

Voltando as questões do ińıcio do caṕıtulo, lembrando que

V = lim
βn→∞

1

βn
logHβn

e dáı V é a seleção quando a temperatura tende a zero.

No caso geral em que o potencial A é Hölder, temos que uma sub-ação calibrada

para A que não é seleção. As que são seleção, são especiais dentre as sub-ações calibradas.

Exemplo 2.1.3. Vamos estudar a convergência e a seleção da temperatura zero para

Ω = {1, 2}N.
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Suponha que A é dependa de duas coordenadas.

Suponha que A(1, 1) é estritamente maior que qualquer outro A(i, j). Sabemos

que A é localmente constante em Ω e portanto A é cont́ınua, dáı temos a garantia de uma

medida maximizante e nesse caso, como A(1, 1) > A(i, j), o suporte desta medida está

contida em δ1∞. Como A depende de duas coordenadas temos a garantia da seleção da

sub-ação calibrada. Um resultado similar acontece se A(2, 2) > A(i, j).

Suponha agora que A(1, 1) = 0 = A(2, 2) e A(1, 2), A(2, 1) < 0.

Com a notação anterior, Hβ
i = lβi com i = 1, 2. O cálculo do autovetor à direita

rβi de βA é igual ao autovetor à esquerda da matriz βAt, dáı temos o sistema:

(λβA− 1)Hβ
1 = eβA(2,1)Hβ

2

(λβA− 1)Hβ
2 = eβA(1,2)Hβ

1 .

O traço da matriz com entradas eβA(i,j) é 2 e o seu determinante é 1−eβ(A(1,2)+A(2,1)).

Logo, temos o autovalor máximo

λβA = 1 +
√
eβ(A(1,2)+A(2,1)).

Podemos tomar Hβ
2 = 1 e dáı temos que Hβ

1 = e
β
2

(A(1,2)−A(2,1)). Nesse caso,

V (2) = lim
β

1

β
logHβ

2 = 0, mais ainda, V (1) = lim
β

1

β
logHβ

1 = lim
β

1

β
log e

β
2

(A(1,2)−A(2,1)).

Isso implica que V (1) = 1
2

(A(2, 1)− A(1, 2)) . E nesse caso, temos a seleção da sub-ação

calibrada assumindo a normalização Hβ
2 = 1, para todo β.

Note que com a observação feita acima, concluimos que lβ1 = rβ2 e lβ2 = rβ1 . Vamos

assumir que rβ1 + rβ2 = 1 e lβ1 r
β
1 + lβ2 r

β
2 = 1.

Portanto, µβ ([1]) = lβ1 r
β
1 = 1

2
= lβ2 r

β
2 = µβ ([1]). Nesse caso temos então que a

probabilidade
1

2
δ1∞ +

1

2
δ2∞

é o limite à temperatura zero.

Teorema 2.1.4. Existe subshift X ⊂ {1, 2}N , de modo que, para o potencial Lipschitz

A(y) = −d(y,X),

a sequência µβA não converge (na topologia-fraca*) com β →∞.

Esse é um exemplo conhecido que não há convergência para os estados de equili-

brio. A demonstração pode ser encontrada em [16].

Para uma dada medida maximizante, o que podemos dizer sobre o seu suporte?

É fácil ver que, se existe uma única medida maximizante, temos a convergência pois há

um único posśıvel ponto de acumulação. Nesse caso, a questão não é muito interessante.
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Vamos então supor que existam pelo menos duas medidas maximizante diferentes

µmax,1 e µmax,2. Por linearidade, qualquer combinação convexa de ambas medidas

µmax,t = tµmax,1 + (1− t)µmax,2,

t ∈ [0, 1], também é uma medida A-maximizante. A questão da seleção é, então, determi-

nar por que a famı́lia (ou, até mesmo uma subfamı́lia) escolhida converge para um limite

espećıfico, se há tantas opções posśıveis.

2.2 Grandes Desvios

No estudo de Grandes Desvios quando a temperatura vai para zero estamos in-

teressados em limites da seguinte forma:

lim
β→∞

1

β
log µβ(C),

onde C é um cilindro fixado em Ω. Em prinćıpio, esse limite não existe.

Definição 2.2.1. Dizemos que existe uma Lei de Grandes Desvios para uma famı́lia de

um parâmetro µβ, β > 0, se existe uma função não-negativa I, onde I : Σ→ R∪{∞} que

é semi-cont́ınua inferiormente e satisfaz a propriedade que para qualquer cilindro C ⊆ Σ

lim
β→∞

1

β
log µβ(C) = − inf

x∈C
I(x).

Caso tal função I exista, é importante identificar tal função.

Teorema 2.2.2. Suponha que A admita uma única medida maximizante. Seja V uma

sub-ação calibrada. Então, para qualquer cilindro [i0i1...in] temos

lim
β→∞

1

β
log µβ([i0i1...in]) = − inf

x∈[i0i1...in]
I(x)

onde

I(x) =
∞∑
n=1

[V ◦ σ − V − (A−m(A))]σn(x).

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [4] utilizando involução

do núcleo. E para uma prova sem utilizar esta ferramenta, pode ser encontrada em [14].

No caso em que o potencial A depende de duas coordenadas e possui uma única

probabilidade maximizante, pelo teorema acima citado, temos que

I(x) = I(x0x1x2...) =
∞∑
j=0

[V (xj+1 − V (xj)− (A(xj, xj+1)−m(A))].
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Exemplo 2.2.3. Assuma que o potencial A depende somente de duas coordenadas.

Já vimos que

µβ([x0x1...xn−1]) = lβx0e
βSn(A)(x)−n log λβArβxn−1

,

onde lβ = (lβ1 , ..., l
β
d ) e rβ = (rβ1 , ..., r

β
d ) são respectivamente o autovetor à esquerda e à

direita da matriz de entradas eβA(i,j) e λβA é o raio espectral dessa matriz.

Pelo estudo de Grades Desvios, naturalmente podemos tomar:

lim
β→∞

1

β
log µβ([x0x1...xn−1]) = [A(i0, i1) + A(i1, i2) + ...+ A(in−2, in−1)]

+

lim
β→∞

1

β
log lβi0 − lim

β→∞

1

β
log rβin−1 − nm(A).

O principal problema na discussão é a existência dos limites quando β →∞. No caso em

que existam os limites

lim
β→∞

1

β
log lβ = V

e

lim
β→∞

1

β
log rβ = V ∗,

temos a seguinte expressão expĺıcita:

lim
β→∞

1

β
log µβ([x0x1...xn−1]) = [A(i0, i1)+A(i1, i2)+...+A(in−2, in−1)]+V (i0)−V ∗(in−1)−nm(A).

Existe uma necessidade de compreender melhor a relação entre lβ e rβ.

2.3 Órbitas Maximizantes

Um importante questionamento é sobre o tipo de trajetórias das probabilidades

maximizantes. Do Teorema Ergódico de Birkoff nós sabemos que no caso em que µ é uma

medida maximizante e ergódica, para µ-qtp

lim
n→∞

1

n

n−1∑
j=0

A ◦ σj(x) =

∫
Adµ = m(A).

Nesse caso dizemos que essa órbita a partir de x é A-maximizante.

Temos os segintes questionamentos:

1. Como podemos detectar uma certa órbita A-maximizante?

2. Como podemos relacionar medidas maximizantes como órbitas maximizantes?

3. Quais propriedades das órbitas A-maximizantes?
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Veremos que esse ponto de vista vai produzir métodos que ajudarão a resolver a

desigualdade cohomológica:

A ≥ m(A) + V ◦ σ − V.

Definição 2.3.1. Um cobordo é uma função da forma ψ ◦ σ − ψ.

Suponha que µ é σ-invariante. Então,
∫
ψ◦σdµ =

∫
ψdµ logo

∫
(ψ◦σ−ψ)dµ = 0.

Portanto se µ é σ-invariante, então a integral do cobordo sobre µ é zero.

Teorema 2.3.2. Genericamente na topologia C0 o potencial A tem uma única medida

maximizante. Esta medida não é suportada numa órbita periódica.

Demonstração. O conjunto C0(Ω) é separável.

Seja (ψn)n∈N uma sequência densa e enumerável em C0(Ω). Temos que duas

medidas distintas, digamos µ e ν, deve dar valores diferentes para as integrais de alguns

ψn.

Isso significa,

{
A; #Mmax(A)>1

}
=

{
A;∃n e existem µ, ν ∈Mmax(A) tais que

∫
ψndν 6=

∫
ψndµ

}

=
⋃
n

{
A; ∃ν, µ ∈Mmax(A) tais que

∫
ψndν 6=

∫
ψndµ

}

=
⋃
n

⋃
m

{
A; ∃ν, µ ∈Mmax(A) tais que

∣∣∣∣∫ ψndν −
∫
ψndµ

∣∣∣∣ ≥ 1

m

}
.

Defina Fn,m =
⋃
n

⋃
m

{
A;∃ν, µ ∈Mmax(A) tais que

∣∣∣∣∫ ψndν −
∫
ψndµ

∣∣∣∣ ≥ 1

m

}
. Quere-

mos provar que os Fn,m são fechados com interior vazio. Para isso vamos usar o seguinte

lema:

Lema 2.3.3. Sejam (Ak) sequência de potenciais cont́ınuos convergindo para A. Seja µk

uma medida maximizante para Ak e µ um ponto de acumulação (na topologia fraca*).

Então lim
k→∞

m(Ak) = m(A) e µ é uma medida A-maximizante.

Com efeito, dado ε > 0 e k suficientemente grande,

A−ε ≤ Ak ≤ A+ε⇒ m(A−ε) ≤ m(Ak) ≤ m(A+ε)⇒ m(A)−ε ≤ m(Ak) ≤ m(A)+ε.

Logo,

lim
k→∞

m(Ak) = m(A)⇒ lim
k→∞

∫
Akdµk = m(A)

⇒ lim
n→∞

∫
Akndµkn = m(A)⇒

∫
Adµ = m(A).

Portanto µ é A-maximizante.
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Para provar que Fn,m é fechado em C0(Ω) considere Ak → A (na topologia forte)

e duas sequências (µk) e (νk) de medidas Ak-maximizante tais que∣∣∣∣∫ ψndνk −
∫
ψndµk

∣∣∣∣ ≥ 1

m
.

Escolhemos uma subsequência de µk e νk tais que ambas converge na topolo-

gia fraca*. Pelo Lema anterior, os dois limites, digamos µ e ν respectivamente, são

A-maximizantes e satisfazem ∣∣∣∣∫ ψndν −
∫
ψndµ

∣∣∣∣ ≥ 1

m
,

portanto Fn,m são fechados.

Vamos provar agora que Fn,m tem interior vazio. Para isso, definamos a função

ξ : ε 7→ m(A+ εψn).

Seja t ∈ (0, 1), logo

ξ (tx+ (1− t)y) = m(A+ (tx+ (1− t)y)ψn) ≤ m(A+ (tx)ψn) +m(A+ (1− t)yψn) =

ξ(tx) + ξ ((1− t)y) ≤ tξ(x) + (1− t)ξ(y),

logo ξ é uma função convexa. Sabemos que uma função convexa é diferenciável em todos os

pontos (exceto num conjunto enumerável) o que prova que existem infinitos ε acumulados

no 0, tais que A+εψn /∈ Fn,m. Concluindo assim, que os conjutos Fn,m têm interior vazio.

Falta provar que genericamente a única medida maximizante não é suportada em

uma órbita periódica. Vamos considerar uma órbita periódica O e µO a medida invariante

associada. Se A é tal que µO não é A-maximizante, então para todo Aε (ε-próximo de

A), µO também não é Aε-maximizante (pelo Lema anterior). Isso prova que o conjunto

de A tal que µO é A-maximizante é um conjunto fechado em C0(Ω).

Para provar que tem interior vazio, vamos considerarA tal que µO éA-maximizante

e alguma medida µ perto de µO (na topologia fraca*). Essa medida pode ser escolhida de

tal forma que satisfaça ∫
Adµ ≥ m(A)− ε,

para ε > 0 suficientemente pequeno.

Temos que existe um conjunto Kε, tal que µO(Kε) < ε e µ(Kε) > 1− ε, e então,

podemos encontrar uma função cont́ınua 0 ≤ φε ≤ 1, nula na órbita periódica O e tal que∫
φεdµ > 1− 2ε.

Então para ε suficientemente pequeno,∫
(A+ 2εφε)dµO < m(A)− ε+ 2ε− 4ε2 ≤

∫
(A+ 2εφε)dµ.
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Isso prova que µO não é (A + 2εφε)-maximizante, assim o conjunto dos potenciais que

tem µO como medida maximizante, tem interior vazio.

Como existem muitas órbitas periódicas enumeráveis, isso prova que generica-

mente uma órbita periódica não é maximizante.

Nessa mesma linha temos os seguintes resultados:

Teorema 2.3.4 (Contreras,Gonzalo (2014) ). Genericamente na topologia Lipschitz, o

potencial A possui uma única medida maximizante que está suportada em uma órbita

periódica.

A prova desse teorema pode ser encontrada em [9].

Mais ainda:

Teorema 2.3.5 (ver [17]). Seja µ uma medida maximizante para um potencial Lipschitz

A. Suponha que µ não está suportada em uma órbita periódica. Então, para cada ε > 0

existe Aε (ε-próximo de A) com a topologia Lipschitz tal que µ não é Aε-maximizante.

Teorema 2.3.6 (ver [10]). Seja A Lipschitz com uma única medida, µ, A-maximizante.

Suponha que µ tem suporte periódico. Então, ∃ε > 0 e Aε (ε-próximo de A), com µ é a

única medida Aε-maximizante.

Esses dois últimos Teoremas citados mostram que a única possibilidade para uma

medida maximizante ser maximizante para uma pequena pertubação na norma Lipschitz,

é ser suportada por uma órbita periódica.

Por outro lado, é extremamente simples de obter um exemplo que não tenha

unicidade de medida maximizantes. Seja K um conjunto compacto σ-invariante que con-

tenha o suporte de pelo menos duas medidas invariante (em outras palavras K não é

exclusivamente ergódico). Defina então

A(x) := −d(x,K).

Temos que A é Lipschitz e uma medida suportada no conjunto K é A-maximizante.

2.4 Critério da Entropia

Consideremos A : Ω→ R um potencial Lipschitz. Note que nesse caso espećıfico

os resultados também valem para potenciais Hölder. DefinindoMmax(A) como o conjunto

das medidas A-maximizantes.

Definição 2.4.1. O conjunto Mather de A é a união do suporte de todas medidas A-

maximizantes.
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Teorema 2.4.2. Um ground state tem entropia maximal dentre o conjunto de medidas

maximizantes, ou seja, um ponto de acumulação µ∞ para µβ, quando β →∞, satisfaz

hµ∞ = max
{
hν ; ν ∈Mmax(A)

}
.

Demonstração. Primeiro, note que Mmax(A) é fechado e compacto em Mσ. A entropia é

semi-cont́ınua superiormente, então existem medidas emMmax(A) com entropia maximal.

Seja µ∞ essa medida, então hmax = hµ∞ .

Então, nós temos:

hmax + βm(A) = hµ∞ +

∫
βAdµ∞ ≤ P(β),

como β 7→ P(β) possui uma asśıntota quando β → ∞, ou seja, existe uma função h tal

que

P(β) = h+ βm(A) +R(β),

com lim
β→∞

R(β) = 0, segue que,

hmax + βm(A) ≤ h+ βm(A) +R(β)

hmax ≤ h.

Logo µ∞ um ponto de acumulação para µβ, E como já vimos na Proposição 1.6.10,

µ∞ é A-maximizante. Por outro lado,

h+ βm(A) +R(β) = P(β) = hµβ + β

∫
Adµβ ≤ hµβ + βm(A)

hmax ≥ hµ∞ ≥ lim sup
β→∞

hµβ ≥ h ≥ hmax.

Portanto hµ∞ = hmax.

Na Mecânica Estat́ıstica hmax é chamado de entropia residual: É a entropia do

sistema da temperatura zero, quando se atinge o ground state.

Consequentemente, se o conjunto Mather admite uma única medida de máxima

entropia, então µβ converge para esta medida quando β →∞.

Vimos que β 7→ P(β) admite uma asśıntota quando β → ∞. Na realidade a

asśıntota é dada por

hmax + βm(A).

E o teorema acima citado justifica o estudo do conjunto de órbitas maximizantes.
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2.5 O Conjunto de Aubry

Definição 2.5.1. Tomemos A Lipschitz. O potencial de Mañe é definido por:

SA(x, y) :=

lim
ε→0

[
sup

{
n−1∑
i=0

[A(σi(z))−m(A)];n ∈ N, σn(z) = y, d(z, x) < ε

}]
.

De certo modo, o potencial de Mañe SA(x, y) descreve o “caminho ideal”indo

de x até y, segundo a dinâmica e maximizando o “custo”dado por A. Para ε fixado, o

supremo não pode ser atingido por um pedaço finito da órbita.

Para um ponto x fixado, a função y 7→ SA(x, y) é Hölder. Com efeito, com x

fixado temos

|SA(x, y1)− SA(x, y2)| =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

[A(σi(z1))− A(σi(z2))]

∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
i=0

∣∣[A(σi(z1))− A(σi(z2))]
∣∣ ≤ n−1∑

i=0

kd(σi(z1), σi(z2))α

.

Teorema 2.5.2. Existe um conjunto invariante A, chamado conjunto de Aubry, que

satisfaz as propriedades:

1. A contém o conjunto Mather, ou equivalentemente, uma medida A-maximizante tem

seu suporte em A;

2. Restrito a A, A−m(A) é um cobordo Lipschitz.

Demonstração. Definamos

A := {x ∈ Ω;SA(x, x) = 0} .

Vamos verificar que A satisfaz as condições acima citadas.

Consideremos as seguintes equações. Vamos escolher uma sub-ação calibrada

qualquer V . Isso significa que

V (σ(x)) ≥ A(x)−m(A) + V (x),

logo existe uma função Lipschitz não-positiva g tal que

A(x) = m(A) + V ◦ σ(x)− V (x) + g(x). (I)

Seja z ∈ Ω. Por (I) temos que

Sn (A−m(A)) (z) = Sn(g)(z) + V ◦ σn(z)− V (z) (II).
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Agora, tome y e considere z tal que σn(z) = y. Isso nos dá,

Sn (A−m(A)) (z) = Sn(g)(z) + V ◦ σn(z)− V (z) ≤ g(z) + V (y)− V (z) ≤ V (y)− V (z).

Portanto, para todo x, y, a continuidade de V mostra que

SA(x, y) ≤ g(x) + V (y)− V (x) ≤ V (y)− V (x).

Em particular

SA(x, x) ≤ 0. (III)

O conjunto de Aubry contém o conjunto Mather.

Vamos mostrar que, se µ é A-maximizante e ergódica, então supp(µ) ⊂ A e em

particular A 6= φ.

Considere x um ponto genérico para µ (e também no suporte de µ). Como V é

Lipschitz, então por (II) usando z := x temos

lim
n→∞

1

n
Sn (A−m(A)) (x) =

∫
Adµ−m(A) = m(A)−m(A) = 0,

logo a função g satisfaz
∫
gdµ = 0. Uma vez que g é cont́ınua e µ ergódica, temos que

g|supp(µ) ≡ 0 (qtp). Isso implica que

A(x) = m(A) + V ◦ σ(x)− V (x),∀x ∈ supp(µ).

Pelo Teorema de Recorrência de Poincaré, x retorna infinitas vezes tão perto

quanto se queira de si próprio. Logo dado um ε = 1
2N

, tem infinitos ni tais que x =

x0x1...xni−1x0x1...xN−1..., ou seja, a palavra x0...xN−1 aparece várias vezes em x = x0x1....

Isso nos dá que, para tais ni a palavra z = x0x1...xni−1x, coincidindo com x há pelo

menos ni + N d́ıgitos. Como A e g são Lipschitz, |Sni(A)(z)− Sni(A)(x)| ≤ C 1
2N

e

|Sni(g)(z)− Sni(g)(x)| ≤ C 1
2N

.

Como para µ-qtp, x ∈ supp(µ), g ◦ σk(x) = 0,∀k e V é Lipschitz, nós te-

mos, com σni(z) = x e d(z, x) ≤ 1
2ni+N

, |Sni(A−m(A))(z)| = |Sni(V ◦ σ(z)− V (z))| =∣∣∣∣∣
ni−1∑
i=0

V ◦ σi−1(z)− V ◦ σi(z)

∣∣∣∣∣ = |V (x)− V (z)| ≤ C 1
2N
. Segue que SA(x, x) ≥ 0 e de (III)

concluimos que SA(x, x) = 0, e assim x ∈ A.

Vamos provar agora que (A−m(A))|A é um cobordo. Seja x ∈ A, temos que

0 ≤ SA(x, x) ≤ g(x) ≤ 0

isso implica que g ≡ 0 em A. Portando A − m(A) = V ◦ σ − V , logo A − m(A) é um

cobordo em A.

Vamos verificar agora que A é σ-invariante.
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Tomemos x ∈ A. Fixado ε0 > 0 e suponha que z é tal que σn(z) = x e d(x, z) <

ε0. Então Sn(A)(z) =
n−1∑
i=0

A ◦ σi(z) =
n∑
i=1

A ◦ σi−1(z) = A(σ(z)) + ... + A(σn−1(z)) +

A(x)+A(z)−A(x) = Sn(A)(σ(z))+A(z)−A(x). Note que, d(σ(z), σ(x)) = 2d(z, x) < 2ε

e |A(z)− A(x)| ≤ cd(x, z) < 2cε.

Tomando o supremo sobre todos os posśıveis n, para ε fixado, e em seguida

fazemos ε→ 0, vem

SA(x, x) = SA(σ(x), σ(x)).

Portanto A é σ-invariante.

Proposição 2.5.3. O conjunto de Aubry é compacto.

Demonstração. Como vimos,

SA(x, x) = lim
ε→0

[sup {Sn(g)(z); n ∈ N, σn(z) = x, d(z, x) < ε}] .

A função g é não-positiva, logo Sn(g) também é não-positiva.

Lema 2.5.4. SA(x, x) = 0 se, e somente se, para todo n, existe z tal que σn(z) = x e

Sn(g)(z) = 0.

Agora, o fato de g ser Lipschitz mostra que essa condição é fechada. Se x não

satisfaz essa condição, então existe n tal que para todo z, com σn(z) = x, temos Sn(g)(z) <

0 e isso é obviamente verdade para todo x′ perto de x. Portanto, o conjunto dos x tal que

SA(x, x) = 0 é fechado.

Vamos provar o Lema citado.

Se a volta não é satisfeita, então escolhemos n0 tal que para toda pré-imagem por

n0 z de x, Sn0(g)(z) < 0. O conjunto da pré-imagem por n0 é finito, logo existe ε > 0 tal

que para todo z

σn0(z) = x⇒ Sn0(g)(z) < −ε.

Agora, para n > n0 e z tal que σn(z) = x,

Sn(g)(z) = Sn−n0(g)(σn−n0(z)) ≤ Sn0(g)(σn−n0(z)) < −ε,

assim SA(x, x) ≤ −ε < 0.

Por outro lado, suponha que SA(x, x) = 0. Escolhendo n0 e tomando a sequência

n-pré-imagem zn de x convergindo para x tal que Sn(g)(zn)→ 0, com n→∞. Definamos

uma nova sequência ξn := σn−n0(zn). É fácil ver que ξn é a n0 pré-imagem de x e dáı,

existe z tal que σn0(z) = x, e para infinitos n, temos ξn = z. Portando, considerando-se

apenas esses n’s temos

0 ≥ Sn0(g)(z) ≥ Sn(g)(zn),

o último termo vai para 0, quando n→∞. Portanto Sn0(g)(z) = 0, e isso vale para todos

os n.
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2.5.1 Estudo do Conjunto de Aubry para Potenciais Localmente

Constantes

Vamos considerar um potencial A depende de duas coordenadas, vamos denotar

A(i, j) para A(x), x ∈ [ij].

Fato 2.5.5. Hβ é constante no cilindro [i].

Demonstração. Como LβHβ = λβHβ, podemos expressar Hβ por

Hβ(x) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

L(ξ)(x)

λkβ

onde L(ξ)(x0x1x2...) =
∑

i∈{1,...d}

eβA(i,x0)1(ix0x1...) =
∑

i∈{1,...d}

eβA(i,x0). Iterando k vezes

sobre o operador L, temos

Lk(ξ)(x0x1x2...) =
∑

im∈{1,...d}m∈{1,...,k}

eβ(A(ik,ik−1)+...+A(i,x0)).

Portanto, Hβ(x0x1...) depende apenas de x0. Por isso, é constante em cada cilindro de

tamanho 1.

E o mesmo podemos concluir para 1
β

logHβ e também para qualquer ponto de

acumulação V , quando β →∞.

Se x ∈ Ω e z é tal que σn(z) = x e mais ainda d(x, z) < 1, então V (x) = V (z).

Dáı,

Sn(A−m(A))(z) = Sn(g)(z) + Sn(V ◦ σ − V )(z) = Sn(g)(z) ≤ 0.

Se y ∈ A, temos g|A ≡ 0, então Sn(A−m(A))(y) = V ◦ σn(y)− V (y). Se σn(y)

e y, estão no mesmo cilindro de tamanho 1, então

Sn(A−m(A))(y) = 0.

Além disso, se z é uma órbita periódica dada pela concatenação de y0y1...yn−1, então

temos que

Sn(A−m(A))(z) = Sn(A−m(A))(y)

porque todas as transições ziz → zi+1 são as mesmas para y (para i ≤ n−1). Isso mostra

que m(A) é atingido por órbitas periódicas.

Definição 2.5.6. Uma órbita periódica obtida pela concatenação de z0...zn−1 diz-se sim-

ples, se todos os d́ıgitos zi são distintos.
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Por exemplo, 123123123... é uma órbita periódica simples de comprimento 3, mas

por outro lado, 121412141214... não é uma órbita periódica simples.

Uma órbita periódica simples de comprimento n, fornece n blocos, que são as pa-

lavras que produzem os n pontos da órbita periódica. Do exemplo anterior, 123123123...,

os blocos são 123, 231 e 312.

Então, o conjunto de Aubry A é constituido da seguinte maneira:

1. Liste todas as órbitas periódicas simples. Este é um conjuto finito;

2. Escolha os de tal modo que as médias de Birkhoff sejam máximas. Esse valor

máximo é m(A). Essa órbita periódica simples é também chamada maximizante;

3. Considere os blocos associados para todos essa órbita periódica simples maximizante;

4. O conjunto A é o subshift tipo finito constrúıdo a partir desses blocos:

(a) Dois blocos podem ser combinados, se eles têm um d́ıgito comum: “Em um dos laços

simples colas um outro ćırcuito simples.”Os blocos x0x1...xn e xny1...yk prodruz a

órbita periódica x0x1...xny1...ykxnx0x1...xny1...ykxn....

Exemplo 2.5.7. É fácil ver que 123 e 345 produz uma nova órbita 123453123453....

(b) A é o fecho do conjunto de todas as órbitas periódicas obtidas por esse processo.

Para mais detalher ver [3]

Também podemos definir A a partir de sua matriz de transição. Se i não aparece

em qualquer bloco, temos que Tij = 0,∀j. Se i aparece em um bloco, Tij = 1, se ij aparece

em um bloco (para j 6= i). Se i for ponto fixo de um bloco (que significa que o iii... é uma

órbita maximizante), defina Tii = 1. Definamos Tij = 0 nos outros casos. Então, A = ΣT .

Exemplo 2.5.8. Se os blocos são (até permutações) abc, cde, fgh, gi e fj a matriz de

transição restrita a essas letras é

T =



0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 1 1 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
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O conjunto A é um subshift de tipo finito. Ele pode, assim, ser decomposto

em componentes irredut́ıveis, digamos A1, ...,Ar. Cada componente admite uma única

medida de máxima entropia, digamos µ1, ..., µr. Seja hi a entropia associada. Vamos

assumir que a ordem foi escolhida de modo que

h1 ≥ h2 ≥ ... ≥ hr.

Nesse caso, a entropia topológica para A é h1. Mais precisamente, tomemos j0 tal que

h1 = h2 = ... = hj0 > hj0+1 ≥ hj0+2...

Então, A admite exatamente j0 medidas ergódicas de entropia maximal h1. Um ground

state é a combinação convexa dos j0 medidas ergódicas.

Nesse caso especial, se prova que há apenas um ground state.

Teorema 2.5.9. (ver[6],[7]) Se A depende apenas duas coordenadas, então µβ converge,

com β →∞.

Exemplo 2.5.10. No exemplo anterior, A possui duas componentes irredut́ıveis. A pri-

meira tem entropia 1
3

log 2 ≈ 0, 23. A segunda tem entropia aproximadamente 0, 398.

Nesse caso o ground state é a única medida de máxima entropia, que tem o suporte na

segunda componente irredut́ıvel.

Um segundo ponto de vista para o problema de seleção é; para todo β, a proba-

bilidade µβ tem suporte total. Pode-se dizer que uma medida, em nosso caso µβ, pode

ser representado pelo seu conjunto de pontos genéricos. Este conjunto de pontos é denso

em Ω, ver [3]



Caṕıtulo 3

Barreira Peierl’s

3.1 Definição

Anteriormente vimos que, se A depende apenas de duas coordenadas o conjunto

de Aubry A é um subshift de tipo finito. Ele tem, portanto, bem definida componentes

irredut́ıveis, cada um sendo o suporte de uma medida única de máxima entropia. E no

caso mais geral do potencial A, não há razões para que A seja um subshift tipo finito. Na

verdade, pode ser qualquer subconjunto invariante como foi mostrado acima: escolhendo

qualquer conjunto compacto A e tomando A := −d(.,A).

Não é óbvio definir os componentes irredut́ıveis de A e como determinar as me-

didas de máxima entropia.

Definição 3.1.1. A barreira Peierl’s entre x e y é definida como

h(x, y) := lim
ε→0

lim sup
n→∞

{Sn(A−m(A))(z);σn(z) = y e d(x, z) < ε} .

Vimos que A = m(A) + V ◦ σ− V + g, onde V é uma sub-ação calibrada (obtida

pela convergência da subsequência de 1
β

logHβ) e g é uma função Lipschitz não-positiva.

Substituindo essa expressão para A na definição acima chegamos

h(x, y) = lim
ε→0

lim sup
n→∞

{Sn(g)(z) + V (y)− V (z);σn(z) = y e d(x, z) < ε}

= lim
ε→0

lim sup
n→∞

{Sn(g)(z);σn(z) = y e d(x, z) < ε}+ V (y)− V (x).

Isso mostra que, para calcular h(x, y), temos que encontrar uma sequência de

pré-imagens para y que converge tão rápido quanto posśıvel para x. Veremos mais tarde

que é de muita importância que se tenha a igualdade h(x, y) + h(y, x) = h(x, x).

Teorema 3.1.2. Para todo x, a barreira Peierl’s y 7→ h(x, y) é uma sub-ação calibrada

Lipschitz. Mais ainda, h(x, x) = 0 se, somente se, x pertence a A.

32
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Demonstração. Tomemos x e y. Consideremos z tal que σn(z) = y e d(x, z) < ε. Note

que em Ω, z é a concatenação z0 . . . zn−1y. Para y′ próximo de y (isto é y0 = y′0), vamos

considerar z′ := z0 . . . zn−1y
′. Como g é Lipschitz, é fácil ver que

|Sn(g)(z)− Sn(g)(z′)| ≤ C.d(y, y′).

Se considerarmos a sequência de z realizando o lim sup e fazendo ε→ 0, temos

h(x, y) ≤ h(x, y′) + C.d(y, y′).

Analogamente, mostramos que h(x, y′) ≤ h(x, y) + C.d(y, y′), e portanto, y 7→ h(x, y) é

Lipschitz.

Vamos mostrar agora que essa função é uma sub-ação calibrada. Consideremos

y, n e ε, tais que, σn(z) = y (⇒ σn+1(z) = σ(y)) e d(x, z) < ε. Dáı,

Sn+1(A−m(A))(z) = Sn(A−m(A))(z) + A(y)−m(A). (3.1)

Tomando uma sequência de z realizando o lim sup para h(x, y), mas agora tomaremos o

limite na subsequência, e considerando ε→ 0, então temos

h(x, y) + A(y)−m(A) ≤ h(x, σ(y)).

Isso prova que y 7→ h(x, y) é uma sub-ação. Falta provar que fixado y′ = σ(y), a igualdade

é realizada por uma das pré-imagens de y′. Isso decorre de tomar os z′s e os n′s da equação

(3.1) que realizam o lim sup para o lado esquerdo da igualdade. Então, temos

h(x, y′) ≤ h(x, y) + A(y)−m(A),

com σ(y) = y′. A medida que a desigualdade inversa é válida, assim segue a igualdade.

Ambas as definições do potencial de Mañe e barreira de Peierl’s são muito se-

melhantes, exceto que, no primeiro caso, consideramos o supremo e no outro caso, nós

consideramos o lim sup. Dáı,

h(x, y) ≤ SA(x, y),

e então, h(x, x) = 0 implica que SA(x, x) = 0 assim x pertence A.

Vamos provar agora a rećıproca. Tome x ∈ A. Considere ρ > 0 suficientemente

pequeno e ε0, tais que, para todo ε < ε0,

sup
n
{Sn(A−m(A))(z);σn(z) = x e d(x, z) < ε} ≥ −ρ. (3.2)

Assumimos, para simplificar, que x não é periódico (mas a prova pode ser facilmente

estendida para qualquer caso).
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A desigualdade (3.2) vale para todos os ε.Vamos construir uma subsequência (nk)

por indução. Tomando ε qualquer e considerando n0 realizando o supremo até −ρ:

Sn0(A−m(A))(z0) > −2ρ com σn0(z0) = x e d(x, z0) < ε.

Agora da desigualdade (4.2) e usando o fato de x não é periódico (logo essa distância é

positiva),

ε1 < min{d(x, z);σn(z) = y, n ≤ n0}.

Tomando n1 > n0 e z1, tais que

Sn1(A−m(A))(z1) > −2ρ com σn1(z1) = x e d(x, z1) < ε1.

Repetindo o mesmo processo indutivamente com

εk+1 < min{d(x, z);σn(z) = y, n ≤ nk}.

Vem

−2ρ < Snk(A−m(A))(zk), com σnk(zk) = y e d(x, zk) < ε

portanto

−2ρ ≤ lim sup
n→∞

{Sn(A−m(A))(z);σn(z) = x e d(x, z) < ε}.

Isso vale para todos os 0 < ε < ε0, e assim h(x, x) ≥ −2ρ. Agora, fazendo ρ → 0 temos

que h(x, x) ≥ 0. E como h(x, x) ≤ 0 é sempre verdade, segue então h(x, x) = 0.

3.2 Componentes Irredut́ıveis

Vamos mostrar que a barreira de Peierl’s permite definir componentes “irre-

dut́ıveis”do conjunto de Aubry.

Lema 3.2.1. Para todo x, y e z h(x, y) ≥ h(x, z) + h(z, y). (3.3)

Lema 3.2.2. Para todo x ∈ A, h(x, σ(x)) + h(σ(x), x) = 0.

Demonstração. Do Lema anterior e do Teorema 3.1.2 temos que

h(x, σ(x)) + h(σ(x), x) ≤ h(x, x) = 0.

Como a barreira de Peierl’s é uma sub-ação calibrada segue que

h(x, σ(x)) ≥ A−m(A) + h(x, x) = A−m(A).

Seja ε > 0 e consideremos y, uma pre-imagem de x, ε-próximo de σ(x). Suponha que

y = y0y1 . . . yn−1x. Então, x′ = x0y0y1 . . . yn−1x é uma pré-imagem de x ε
2
− próximo de

x. Em particular, A(x′) = A(x)±Cε. E esse fato é equivalente a ter x′ → x ou y → σ(x).
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Assumimos que esses valores são escolhidos de tal maneira que Sn+1(A−m(A))(x′)

converge para o lim sup, se n vai para +∞. Agora,

Sn+1(A−m(A))(x′) = A(x′)−m(A) + Sn(A−m(A))(y).

Fazendo n→ +∞ e ε→ 0, o termo do lado direito é menor que h(σ(x), x)+A(x)−m(A)

e o lado esquerdo vai para h(x, x) = 0. Portanto segue que,

0 ≤ h(σ(x), x) + A(x)−m(A) ≤ h(σ(x), x) + h(x, σ(x)).

Lema 3.2.3. Sejam x, y e z em A. Se h(x, y) + h(y, x) = 0 e h(y, z) + h(z, y) = 0, então

h(x, z) + h(z, x) = 0.

Demonstração. Basta usar o Lema 3.2.1 para mostrar que h(x, z) + h(z, x) ≥ 0. E usar o

fato que h(x, z) + h(z, x) ≤ h(x, x) = 0.

O Lema acima mostra que h(x, y) + h(y, x) = 0 é uma relação transitiva. Uma

vez que é, obviamente, simétrica e reflexiva, então é uma relação de equivalência em A.

Definição 3.2.4. As classes de equivalência para a relação

h(x, y) + h(y, x) = 0,

são chamadas de compenestes irredut́ıveis de A.

Note que x e σ(x) pertencem a mesma classe, e portanto isso prova que as classes

são invariantes. A continuidade para barreira Peierl’s foi provado, no que diz respeito à

segunda variável para uma primeira variável fixada.

Se o potencial é localmente constante, já vimos no caṕıtulo anterior que o conjunto

de Aubry, A, é um subshift tipo finito. Vamos verificar que a noção acima citada e

componente irredut́ıvel coincidem.

Temos visto que os componentes irredut́ıveis de um subshift de tipo finito são

exatamente as componentes transitivas. Usaremos essa descrição para mostrar que os

componentes irredut́ıveis do conjuntos de Aubry (no sentido de barreira da Peierl’s) são

os componentes irredut́ıveis (em relação ao subshifts).

Lema 3.2.5. Suponha que A dependa apenas de duas coordenadas. Seja x e y pertencentes

a Ω. Suponha ainda que d(z, x) ≤ 1
4
, σn(z) = y, e mais ainda, que existe 1 ≤ k < n, tal

que, d(σn(z), x) ≤ 1
4
. Então,

Sn(A−m(A))(z) ≤ Sn−k(A−m(A))(σk(z)).
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Do Lema acima, afirmamos que, para cada x e y,

h(x, y) = SA(x, y) = max

{
Sn(A−m(A))(z);σn(z) = y e d(z, x) ≤ 1

4

}
. (3.5)

Demonstração. Vamos considerar uma sub-ação calibrada V (E já sabemos que V depende

de uma única coordenada). Lembrando que para todo λ,

A(λ) = m(A) + V ◦ σ(λ)− V (λ) + g(λ), (3.4)

com g uma função não-negativa (que também depende de duas coordenadas). Agora

temos,

Sk(A−m(A))(z) = Sk(g)(z) + V ◦ σk(z)− V (z) = Sk(g)(z) = Sk(g)(z) ≤ 0.

Lema 3.2.6. (ver [3]) Para y ∈ Ω fixado. A aplicação x 7→ h(x, y) é cont́ınua.

Esse Lema nos mostra que todos os componentes irredut́ıveis de Aubry, no sentido

da definição de (3.2) é fechado.Também é invariante.

Vamos considerar alguns componentes e pegar dois conjuntos abertos U e V (para

os componente), vamos supor ainda que a igualdade (3.4) vale. Consideremos x ∈ U ∩A
e y ∈ V ∩ A. Por definição,

h(x, y) + h(y, x) = 0.

Pela igualdade (3.5), h(x, y) é atingido por Sn(A − m(A))(z) e h(y, x) é realizado por

Sm(A−m(A))(z′). Mais ainda, também podemos supor que z pertence a U e z′ pertence

a V .

Na verdade, se não for o caso, pode-se seguir sempre as pré-imagens de x em que

a componente A são exatamente o conjunto g−1({0}).
A partir das duas folhas de órbitas que são z, σ(z), ..., σn(z) e z′, σ(z′), ..., σm(z)

podemos construir uma órbita periódica. Denotemos por ξ o ponto dessa órbita periódica

em U . Dáı, é fácil ver que

h(y, ξ) = h(y, x) = Sm(A−m(A))(z′)

e,

h(ξ, y) = h(x, y) = Sn(A−m(A))(z).

Isso monstra que ξ pertence a A e a mesma componente de y. Portanto, σ−m(U)∩
V 6= ∅ e a componente é transitiva.

Das propriedades da barreira de Peierl’s temos o seguinte resultado: uma sub-

ação calibrada é inteiramente determinada por seus valores no conjunto de Aubry.
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Teorema 3.2.7. Uma sub-ação calibrada u satisfaz para todo y

u(y) = sup
x∈A

[h(x, y) + u(x)].

Demonstração. Ver Teorema 10 de [11].

Além disso, o componente irredut́ıvel tem uma importância especial:

Teorema 3.2.8. Se x e z estão no mesmo componente irredut́ıvel deA, então para todo

y,

h(x, y) + u(x) = h(z, y) + u(z).

Demonstração. Lembramos duas desigualdades e uma igualdade importante:

h(x, y) ≥ h(x, z) + h(z, y),

u(x) ≥ h(z, x) + u(z),

0 = h(x, z) + h(z, x).

Então,

u(x) + h(x, y) ≥ u(x) + h(x, z) + h(z, y)

= u(x)− h(z, x) + h(z, y) + u(z)− u(z)

= u(x)− u(z)− h(z, x) + h(z, y) + u(z)

≥ h(z, y) + u(z).

Trocando os papéis de x e z obtemos que a desigualdade contrária também é válida.

Lembrando que para um determinado β > 0, o estado de equiĺıbrio µβ é também

uma medida de Gibbs obtida pelo produtto da auto-função Hβ e da auto-probabilidade

νβ. Vale lembrar também que qualquer ponto de acumulação para a famı́lia 1
β

logHβ é

uma sub-ação calibrada.

A unicidade da medida maximizante nos dá uma resposta parcial a estas pergun-

tas:

Teorema 3.2.9. Suponha que exista uma única medida A-maximizate. Então toda sub-

ação calibrada é igual a uma constante aditiva.

Demonstração. No caso em que A é unicamente ergódica e, portanto, tem uma única

componente irredut́ıvel, se x0 é um ponto de A, os Teoremas 3.2.8 e 3.2.7 monstram que

uma sub-ação calibrada é inteiramente determinada pelo seu valor em x0.
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Ressaltando que mesmo nesse caso simples, a convergência de 1
β

logHβ, quando

β →∞, não é claro.

Teorema 3.2.10. Suponha que Ω = {1, 2, 3}N e A satisfaça

A(x) :=


−d(x, 1∞) se x = 1....,

−3d(x, 2∞) se x = 2...,

−α < 0 se x = 3....

Então, νβ → δ1∞, quando β →∞, e mais ainda, 1
β

logHβ converge.

Demonstração. Ver [15].

Este teorema mostra que o nivelamento é um critério de seleção: o conjunto de

Aubry, nesse caso, é reduzido a {1∞} ∪ {2∞} e as duas únicas medidas maximizantes

ergódicas são as medidas de Dirac δ1∞ e δ2∞ . O potencial é ”mais simples”em 1∞ e

em 2∞. Portanto, esse Teorema diz que o local onde o potencial é mais plano recebe

toda a massa no limite da auto-medida, com β → ∞. Nesse caso, isso é suficiente para

determinar todas as sub-ações calibradas. Veremos também que o problema da seleção

da sub-ação calibrada está relacionada à multiplicidade de um autovetor no formalismo

Max-Plus.



Caṕıtulo 4

Álgebra Max-Plus

4.1 Motivação

A álgebra Max-Plus é essencialmente álgebra de números reais com duas operações

binárias: a ⊕ b = max {a, b} e a ⊗ b = a + b. Existem muitas motivações distintas para

introduzir este objeto matemático, sendo alguns deles, por exemplo, de problemas no

funcionamento de uma linha de produção numa fábrica. Vamos imaginar, por exemplo,

uma fábrica onde algum trabalhador i precisa esperar por algum de seus colegas j e k

para terminar suas tarefas, que leva os tempos, respectivamente, Tij e Tik, a fim de fazer

o seu trabalho (o trabalhador i), que leva o tempo ai. Por isso, na fábrica, o tempo

total de trabalho é dado por ai+ max {Tij, Tik}; reescrevendo esse valor com a notação da

álgebra Max-Plus temos a⊗ (Tij ⊕ Tik).Isso mostra que, num sistema maior que envolve

um número maior de trabalhadores e etapas distintas, a álgebra Max-Plus é uma maneira

prática e elegante de formular o problema da distribuição de tarefas em ordem. Podemos

usar as técnicas desta teoria, a fim de tornar o processo total mais eficiente.

De um ponto de vista puramente matemático podemos também ver esta álgebra,

por exemplo, como a estrutura do crescimento exponencial de funções reais. Dada uma

função h : R → R define-se o crescimento exponencial de h como o limite (se, é claro,

existe o limite)

e(h) = lim
x→+∞

1

x
log h(x).

Para fixar as idéias, considere um caso simples,

f(x) = eax e g(x) = ebx.

Nesse caso, segue da definição que e(f) = a e e(g) = b. Agora, qual é o crescimento

exponencial de fg ou f + g? Para fg = eaxebx = e(a+b)x, dáı temos que a função fg cresce

com uma taxa de a + b, ou seja, e(f) + e(g). Logo, e(fg) = e(f) + e(g) = e(f) ⊗ e(g).

Agora, para f + g, temos que f + g = eax + ebx = emax{x,y}(1 + o(1)). Portanto, e(f + g) =
39
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max {e(f), e(g)} = e(f) ⊕ e(g). Por essa razão, não é uma surpresa que esta técnica

apareça também na definição do limite à temperatura zero, onde estamos exatamente

falando sobre a comparação de determinadas taxas de crescimento exponencial. (Para

mais estudos ver [1], [2],[8] e [11] )

4.2 Propriedades

Consideremos para nosso estudo

R̄ = R ∪ −∞

com a convenção que x+ (−∞) = −∞ para todo x ∈ R̄.

Vamos munir esse conjunto com duas operações:

a⊕ b = max {a, b}

a⊗ b = a+ b.

Com essa notação, a convenção acima é reescrita como x⊗−∞ = −∞ e temos também

a ⊕ −∞ = a para todo a ∈ R̄, mostrando assim que −∞ é elementro neutro para a

operação binária ⊕. E é fácil ver que 0 é elemento neutro para a operação ⊗.

A chamada álgebra Max-Plus é então o semi-anel superior R̄ definida pelas

operações ⊕ e ⊗.

Lema 4.2.1. Sejam a, b e c elementos de R̄, então valem as seguintes propriedades:

1. Associatividade: a⊗ (b⊗ c) = (a⊗ b)⊗ c e a⊕ (b⊕ c) = (a⊕ b)⊕ c;

2. Comutatividade: a⊗ b = b⊗ a e a⊕ b = b⊕ a;

3. Distributividade: a⊗ (b⊕ c) = (a⊗ b)⊕ (a⊗ c);

4. Inverso multiplicativo: Se a 6= −∞, então existe um único b tal quel a⊗ b = 0;

5. Elemento absorvente: a⊗ (−∞) = (−∞)⊗ a = −∞;

6. Idempotente aditivo: a⊕ a = a.

Note que ja provamos a existência de elemento neutro para ⊕ e ⊗.

Demonstração. Temos que

a⊕ (b⊕ c) = max {a, b⊕ c} = max {a,max {b, c}} =

max {a, b, c} = max {a⊕ b, c} = (a⊕ b)⊕ c.
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Para ⊗ a demonstração da associativadade é trivial. Com isso, provamos os primeiro

item. A comutatividade segue das propriedades do máximo e da soma de números reais.

Considerando agora

a⊗ (b⊕ c) = a+ max {b, c} = max {a+ b, a+ c} = (a⊗ b)⊕ (a⊗ c),

assim provando o terceiro item.

Para o inverso multiplicativo, basta notar que, para qualquer a podemos tomar

b = −a e assim

a⊗ b = a+ (−a) = 0.

Note que o item 7 segue da convenção tomada e para o último item basta ver que

max {a, a} = a.

Na álgebra linear, temos as seguintes aplicações.

Um vetor de dimensão d é um elemento de R̄d, que será denotado por v =

(v1, v2, ..., vd).

Dados dois vetores u e v em R̄d e λ ∈ R̄, definimos a soma de dois vetores como

u⊕ v = (u1 ⊕ v1, u2 ⊕ v2, ..., ud ⊕ vd) ,

e o produto por escalar será definido por

λ⊗ u = (λ⊗ u1, λ⊗ u2, ..., λ⊗ ud) .

Dadas duas matrizes m×n , A e B, definimos A⊕B como a matriz cujas entradas

são

(A⊕B)ij := Aij ⊕Bij = max {Aij, Bij} .

E dado λ ∈ R̄, defina a matriz λ⊗ A como

(λ⊗ A)ij = λ⊗ Aij = λ+ Aij.

Não é dif́ıcil ver que as operações de matrizes acima satisfazem as seguinte pro-

priedades:

Lema 4.2.2. Dadas matrizes m× n A,B e C, e algum λ ∈ R̄ temos:

1. Existe uma matriz [−∞] tal que A⊕ [−∞] = A,

2. A⊕B = B ⊕ A,

3. A⊕ (B ⊕ C) = (A⊕B)⊕ C,

4. λ⊗ A = A⊗ λ,
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5. λ⊗ (A⊕B) = (λ⊗ A)⊕ (λ⊗B).

Dadas uma matriz m× n A e uma matriz n× l B, com m,n e l inteiros maiores

ou iguais a 1, vamos definir o produto AB como

(AB)ij =
⊕
k

(Aik ⊗Bkj) = max
k

(Aik +Bkj) .

Lema 4.2.3. Nas condições citadas acima, temos as seguintes propriedades:

(AB)C = A(BC),

λ⊗ AB = A(λ⊗B) = AB ⊗ λ.

Se m = n dizemos que a matriz A é uma matriz quadrada de ordem n, com n

inteiro e n ≥ 1. Consideremos a matrix

In =


0 −∞ −∞ . . . −∞
−∞ 0 −∞ . . . −∞

...
...

...
...

...

−∞ −∞ −∞ . . . 0

 .

Note que, (AIn)ij = max
k
{Aik + (In)kj} = Aij , logo AIn = InA = A, qualquer que seja

matriz A de ordem n.

Agora vamos considerar A uma matriz de ordem n com entradas em R̄ e um vetor

coluna v.

Nós definimos o produto Av por

(Av)i =
⊕
j

(Aij ⊗ vj) = max
j

(Aij + vj) .

Para um dado λ ∈ R̄ também definimos

λv = (λ⊗ v1, λ⊗ v2, ..., λ⊗ vn) = (λ+ v1, λ+ v2, ..., λ+ vn) .

É natural se perguntar sobre autovalores e autovetores Max-Plus para A, ou seja,

Av = λv. Essa notação pode ser transcrita em termos de nossas operações de estudo

max
j

(Aij + vj) = λ+ vi, para i ∈ {1, ..., n}.

Exemplo 4.2.4.

[
1 0

0 1

][
0

−1

]
=

[
max(1,−1)

max(0, 0)

]
=

[
1

0

]
= 1

[
0

−1

]
.

Temos também,[
1 0

0 1

][
−1

0

]
=

[
max(0, 0)

max(1,−1)

]
=

[
0

1

]
= 1

[
−1

0

]
. Nesse caso, vemos

que λ = 1 é o autovalor associado a dois autovetores distintos.



43

Exemplo 4.2.5. Considere agora, [
−∞ a

b −∞

]

tem autovalor λ = a+b
2

e autovetor v =

[
x

x+ (b−a)
2

]
= x⊗

[
0
b−a

2

]
,∀x

O resultado mais importante, no que diz respeito ao nosso estudo, é que as ma-

trizes com entradas reais têm autovalor único.

Teorema 4.2.6. Seja A uma matriz d×d com todas suas entradas aij ∈ R. Então existe

λ ∈ R e um vetor v tais que

Av = λv.

Mais ainda, o autovalor λ é único.

Demonstração. Primeiramente, note que se Mu = µu, então λMu = λ⊗ µu = (λ+ µ)u.

Note também que

λM =


λ+m11 λ+m12 ... λ+m1d

λ+m21 λ+m22 ... λ+m2d

...
...

...
...

λ+md1 . . . . . . λ+mdd

 .

Por isso, podemos supor sem perda de generalidade que as entradas de A são todas não-

negativas. Logo, temos

0 ≤ Aij ≤ L.

Agora, definamos a aplicação T : Rn → Rn como

(Tx)i = max
j

(Aij + xj)−min
k

(max
j

(Akj + xj)).

A expressão acima depende continuamente do vetor x e temos também que (Tx)i ≥ 0.

Por outro lado, temos

(Tx)i ≤ max
j

(L+ xj)−min
k

(max
j

(0 + xj)) = max
j

(L+ xj)−max
j

(xj) = L+ xk − xk = L.

Em particular, isso prova que a região {xj; 0 ≤ xj ≤ L} é enviada em si própria por T .

Como T é cont́ınua, pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer, existe um ponto fixo v para

T .

Portanto,

v = T (v)
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isso implica que

vi = (Tv)i = max
j

(Aij + vj)−min
k

(max
j

(Akj + vj)).

Tomando λ = min
k

(max
j

(Akj + vj)). Então, da expressão acima vem

v = max
j

(Aij + vj)− λ⇒ max
j

(Aij + vj) = λ+ v

e assim concluimos que

Av = λv,

na Max-Plus, assim provando a existência.

Para unicidade, suponha por absurdo, que temos dois autovalores distindo λ e µ.

Em outras palavras, existe vetores v e u, tais que

Av = λv e Au = µu.

Sem perda de generalidade, suponha que λ < µ. É posśıvel ter um t suficiente-

mente grande tal que tv ≥ u (no sentido que tvi ≥ ui, para i ∈ {1, ..., d}). Então,

tv ⊕ u = max
i
{tvi, ui} = tvi,∀i⇒ tv ⊕ u = tv.

Logo,

An(tv ⊕ u) = An(tv)⊕ An(u) = An(tv)⇒

tAn(v)⊕ An(u) = tAn(v)⇒

tλnv ⊕ µnu = tλnv,

isso é equivalente a dizer que para todo n temos tλnv ≥ µnu e isso é uma contradição,

pois λ < µ. Então, temos que λ = µ e o autovalor é único na Max-Plus.

Se tirarmos a hipótese das entradas serem reais, a situação é bastante dife-

rente.Consideremos a matriz

A =


1 1 −∞ −∞
1 1 −∞ −∞
−∞ −∞ 2 2

−∞ −∞ 2 2

 .
Temos então que

A


−∞
−∞

1

1

 =


−∞
−∞

3

3

 = 2⊗


−∞
−∞

1

1

 ,
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e

A


1

1

−∞
−∞

 =


2

2

−∞
−∞

 = 1⊗


1

1

−∞
−∞

 .
Assim, 1 e 2 são autovalores Max-Plus, mostrando que não há unicidade de autovalores

para matrizes com entradas iguais a −∞.

Existem algumas variações da álgebra Max-Plus, uma delas a álgebra Min-Plus

, onde a operação binária ⊕ é substitúıda por a⊕ b = min(a, b). Essa álgebra também é

conhecida como álgebra tropical. Neste contexto é interessante, por exemplo, estudar o

comportamento de polinômios como

p(x) = a0 ⊕ (a1 ⊗ x)⊕ (a2 ⊗ x⊗ x) = min{a0, a1 + x, a2 + 2x}.

Seu gráfico, por exemplo, é uma união dos segmentos (alguns deles de comprimento infi-

nito). A investigação geométrica desses objetos é conhecido como geometrica tropical.

4.3 Um Exemplo Expĺıcito

Vamos considerar o caso particular Ω = {1, 2, 3}N e A potencial não-positivo

que depende apenas de duas coordenadas. Para cada par (i, j) seja A(i, j) = −εij, onde

ε11 = ε22 = 0, e para qualquer outro par εij > 0.

Note que há apenas duas medidas ergódicas A-maximizantes, que são δ1∞ e δ2∞ . O

conjuntos de Aubry é exatamente a união desses dois pontos fixos e cada um é componente

irredut́ıvel.

Vamos relembrar que para cada β, o único estado de equiĺıbrio é dado por

µβ = Hβνβ,

com Hβ e νβ sendo autovetores para o operador de tranferência e seu dual, com raio

espectral igual a eP(β).

Como já vimos anteriormente, dP
dβ

(β) =
∫
Adµβ ≤ 0, pois A ≤ 0 num conjunto

de medida positva (para µβ e ∀β). Temos também que a asśıntota para P(β) é da forma

hmax + βm(A)

onde hmax é a entropia residual. No nosso caso, m(A) = 0 e hmax = 0. Portanto,

lim
β→∞

P(β) = 0. Esse é o primeiro papel da álgebra Max-Plus, determinar a forma como a

pressão vai para 0 quando β →∞.
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Proposição 4.3.1. Existe uma função positiva g e um ρ > 0 tal que

P(β) = g(β)e−ρβ.

Demonstração. Vamos considerar um ponto de acumulação −ρ para 1
β

logP(β). Prova-

remos que este −ρ é único, isto é, que não depende da subsequência escolhida.

Considerando a subsequência que realiza a expressão para −ρ, sempre podemos

extrair outra subsequência de tal forma que 1
β

logHβ converge. Denotaremos por V esse

limite, e como já vimos V é uma sub-ação calibrada (por simplicidade vamos escrever

β → ∞ mesmo considerando subsequências). Mais ainda, V e Hβ dependem de uma

única coordenada, então podemos escrever V (i) e Hβ(i) para V (x) e Hβ(x), com x ∈ [i].

A autofunção Hβ é um autovetor para Lβ, dáı temos:{
eP(β)Hβ(1) = eβA(1,1)Hβ(1) + eβA(2,1)Hβ(2) + eβA(3,1)Hβ(3)

eP(β)Hβ(2) = eβA(1,2)Hβ(1) + eβA(2,2)Hβ(2) + eβA(3,2)Hβ(3)

Substituindo os valores para A obtemos as duas seguintes equações:{
(eP(β) − 1)Hβ(1) = e−βε21Hβ(2) + e−βε31Hβ(3) (4.1a)

(eP(β) − 1)Hβ(2) = e−βε12Hβ(1) + eβε32Hβ(3) (4.1b)

Como P(β) → 0, isso implica que (pela Regra de L’Hospital) eP(β)−1
P(β)

→ 1, e

assim, lim
β→∞

1

β
log(eP(β) − 1) = lim

β→∞

[
1

β
log

eP(β) − 1

P(β)
+

1

β
logP(β)

]
= −ρ.

Tomando 1
β

log e fazendo β →∞ no segundo sistema, temos:{
−ρ+ V (1) = max(−ε21V (2),−ε31V (3)) (4.2a)

−ρ+ V (2) = max(−ε12V (1),−ε32V (3)) (4.2a)
,

podendo ser reescrito da seguinte forma:

−ρ⊗

(
V (1)

V (2)

)
=

(
−∞ −ε21 −ε31

−ε12 −∞ −ε32

)
⊗


V (1)

V (2)

V (3)

 (4.3).

Agora, usando o Teorema 3.2.7 podemos escrever V (3) em termos de V (1) e V (2).

Dáı, temos

V (3) = max(V (1) + h(1∞, 3), V (3) + h(3∞, 3)),

onde h é a barreira de Peirl’s e 3 é qualquer palavra no cilindro [3]. Usando o fato que

h(x, y) = SA(x, y) = max
n

{
Sn(A−m(A))(z);σn(z) = y e d(z, x) ≤ 1

4

}
,

concluimos que

h(1∞, 3) = SA(1∞, 3) = max
n

{
Sn(A)(z);σn(z) = 3 e d(z, 1∞) ≤ 1

4

}
= −ε13
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(analogamente concluimos também que h(2∞, 3) = −ε23). Segue que,
V (1)

V (2)

V (3)

 =


0 −∞
−∞ 0

−ε13 −ε23

⊕
(
V (1)

V (2)

)
. (4.4)

Dáı, podemos concluir que(
−ε13 − ε31 −ε21 ⊕ (−ε31 − ε23)

−ε12 ⊕ (−ε32 − ε13) −ε23 − ε32

)
⊗

(
V (1)

V (2)

)
= −ρ⊗

(
V (1)

V (2)

)
. (4.5)

Logo, −ρ é um autovalor para matriz

(
−ε13 − ε31 −ε21 ⊕ (−ε31 − ε23)

−ε12 ⊕ (−ε32 − ε13) −ε23 − ε32

)
. E

sabemos que esse autovalor é único (pois a matriz possui entradas reais). Isso prova que
1
β

logP(β) admite um único ponto de acumulação quando β → ∞, portanto converge.

Defina g(β) := P(β)eρβ, temos o que queriamos.

Vale ressaltar que o álgebra Max-Plus permite determinar o valor de −ρ, mas

a função g(β) permanece desconhecida. Para a convergência ou não de µβ, β → ∞, é

necessário um melhor entendimento do comportamento de g(β).

Seguindo o racioćınio que fizemos antes, obtemos

−ρ = max



A(1, 3) + A(3, 1) = −ε13 − ε31,

A(3, 2) + A(2, 3) = −ε32 − ε23,
A(2,1)+A(1,2)

2
= − ε12+ε21

2
,

A(2,1)+A(1,3)+A(3,2)
2

= − ε21+ε13+ε32
2

,
A(1,2)+A(2,3)+A(3,1)

2
= − ε12+ε23+ε31

2
,

A(2,3)+A(3,1)+A(1,3)+A(3,2)
2

.

(4.6)

Vale ressaltar que a última parcela é a média das duas primeiras, então −ρ ≥
A(2,3)+A(3,1)+A(1,3)+A(3,2)

2
, assim −ρ ≥ A(1, 3) + A(3, 1) e − ρ ≥ A(3, 2) + A(2, 3) sempre.

Vamos concluir a prova da convergência de µβ. Lembrando que qualquer ponto

de acumulação deve ser da forma

αδ1∞ + (1− α)δ2∞ ,

com α ∈ [0, 1]. Portanto, é suficiente provar que
µβ([1])

µβ([2])
converge quando β → ∞, para

concluir que µβ converge.

Em primeiro lugar, temos algumas equações para medida νβ. Lembrando que

essa medida é βA-conforme. Logo, como [1] =
∞⊔
n=1

([1n2] t [1n3]) temos:

νβ([1]) = νβ

(
∞⊔
n=1

([1n2] t [1n3])

)
=
∞∑
n=1

(νβ([1n2]) + νβ([1n3]))
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=
∞∑
n=1

eβSn(A)(1n2)−nP(β)νβ([2]) +
∞∑
n=1

eβSn(A)(1n3)−nP(β)νβ([3]).

Como A depende de duas coordenadas e A(1, 1) = 0 segue que

νβ([1]) =
e−βε12−P(β)

1− e−P(β)
νβ([2]) +

e−βε13−P(β)

1− e−P(β)
νβ([3]).

Sabendo que νβ([1]) + νβ([2]) + νβ([3]) = 1, estão temos um sistema para νβ([1]) e νβ([2]).

Agora, repetimos o mesmo processo para o cilindro [2] =
∞⊔
n=1

([2n1] t [2n3]), obteremos o

seguinte sistema:{ (
eP(β) − 1 + e−βε13

)
νβ([1]) +

(
e−βε12 − e−βε13

)
νβ([2]) = e−βε13(

e−βε23 − e−βε23
)
νβ([1]) +

(
eP(β) − 1 + e−βε23

)
νβ([2]) = e−βε23

(4.7)

O determinante desse sistema é

∆(β) =
(
eP(β) − 1

)2
+
(
eP(β) − 1

)(
e−βε13 − e−βε23

)
+ e−β(ε23+ε12) + e−β(ε12+ε13)− eβ(ε21+ε12),

e segue que
νβ([1])

νβ([2])
=

(
eP(β) − 1

)
e−βε13 + e−β(ε12+ε23)

(eP(β) − 1)e−βε23 + e−β(ε21+ε13)
. (4.8)

Por outro lado, usando as equações (4.1a) e (4.1b), temos:

Hβ(1)

Hβ(2)
=

(
eP(β) − 1

)
e−βε31 + e−β(ε21+ε32)

(eP(β) − 1)e−βε32 + e−β(ε12+ε31)
.

Portanto, usando as duas equações temos que

µβ([1])

µβ([2])
=
Hβ(1)

Hβ(2)

νβ([1])

νβ([2])
=

(
eP(β) − 1

)
e−βε31 + e−β(ε21+ε32)

(eP(β) − 1)e−βε32 + e−β(ε12+ε31)

(
eP(β) − 1

)
e−βε13 + e−β(ε12+ε23)

(eP(β) − 1)e−βε23 + e−β(ε21+ε13)

=

((
eP(β) − 1

)
eβ(ε12+ε21−ε13) + eβ(ε21−ε23)

)
((eP(β) − 1)eβ(ε12+ε21−ε23) + eβ(ε12−ε13))

⊗
((
eP(β) − 1

)
eβ(ε12+ε21−ε31) + eβ(ε12−ε32)

)
((eP(β) − 1)eβ(ε12+ε21−ε32) + eβ(ε21−ε31))

.

Proposição 4.3.2. A função g admite um limite quando β vai pra +∞.

Demonstração. Tomando νβ a automedida para o Operador de Transferência Dual. Temos

eP(β) =

∫
Lβ(χ)dνβ = (1 + e−βε21 + e−βε31)νβ([1]) + (1 + e−βε12 + e−βε32)νβ([2])

+(e−βε13 + e−βε23 + e−βε33)νβ([3]). (4.9)

Vamos definir



X := eP(β),

A := e−βε13 ,

A′ := e−βε23 ,

B := e−β(ε12+ε23),

B′ := e−β(ε21+ε13),

C := e−β(ε12+ε21),

a : e−βε21 + e−βε31 ,

b := e−βε12 + e−βε32 ,

c := e−βε13 + e−βε23 + e−βε33 .
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Do sistema (4.7) obtemos os valores de νβ([1]) e νβ([2]), logo obtemos o valor de

νβ([3]). Substituindo em (4.9) temos:

X =
(1 + a)(A(X − 1) +B) + (1 + b)(A′(X − 1) +B′) + c((X − 1)2 − C)

(X − 1)2 + (A+ A′)(X − 1) +B +B′ − C
.

Isso pode ser escrito por

X − 1 =
a(A(X − 1) +B) + b(A′(X − 1) +B′) + (c− 1)((X − 1)2 − C)

(X − 1)2 + (A+ A′)(X − 1) +B +B′ − C
, (4.10)

isso implica que

(X−1)3+(A+A′+1−c)(X−1)2+(B+B′−C−aA−bA′)(X−1)+C(c−1)−aB−bB′ = 0. (4.11)

É fácil ver que A,A′, B,B′, ... vão exponencialmente rápido para 0, quando β →∞, X−1

comporta-se como g(β)e−ρβ (pois g(β)e−ρβ = P(β) e lim
β→∞

X − 1

P(β)
= 1), e mais ainda g é

sub-exponencial. Podemos assim usar o desenvolvimento de Taylor para substituir X − 1

por g(β)e−ρβ e manter em cada uma das somas em (4.11) a maior termo (maior aqui

significa que estamos comparando-o com os outros termos, se não houver uma somas,

mas também com os termos de outras somas).

Por exemplo, é claro que (A + A′ + 1 − c)(X − 1)2 tem como termo dominante

g2(β)e−2ρβ, enquanto que (X − 1)3 tem como termo dominante g3(β)e−3ρβ que por sua

vez é menor que g2(β)e−2ρβ.

No mesmo sentido, podemos notar que o termo B é eliminado pela parcela bA′,

assim como B′ é eliminado por aA. O termo X − 1 é igual a:

e−β(ε12+ε23) +e−β(ε21+ε13)−e−β(ε12+ε21)−e−β(ε21+ε13)−e−β(ε13+ε31)−e−β(ε12+ε23)−e−β(ε23+ε32)

= −e−β(ε12+ε21) − e−β(ε13+ε31) − e−β(ε23+ε32).

Nate-se que este termo será multiplicado por g(β)e−ρβ e comparado a g2(β)e−2ρβ. O fato

que ρ ≤ ε12+ε21
2

mostra que o termo −e−β(ε12+ε21) também pode ser esquecido, porque vai

fornecer um valor exponencialmente menor do que g2(β)e−2ρβ.

O termo sem (X − 1) é (com a mudança de sinal)

e−β(ε12+ε23) ⊕ e−β(ε12+ε23+ε21) ⊕ e−β(ε12+ε23+ε31) ⊕ e−β(ε21+ε12+ε13) ⊕ e−β(ε21+ε13+ε32)

= e−β(ε12+ε23) ⊕ e−β(ε12+ε23+ε31) ⊕ e−β(ε21+ε12+ε13)

do formalismo Max-Plus. Comparando todos esses termos com o termo g2(β)e−2ρβ, re-

cordando de uma equação: comparando os termos 2ρ e o termo ρ, leva a comparar −ρ
com −(ε13 + ε31)⊕ (−ε23 + ε32), e comparando o termo 2ρ, com os termos sem ρ, levando

a comparar −2ρ com −(ε12 + ε21)⊕ (−ε12 − ε23 − ε31)⊕ (−ε21 − ε31 − ε32).
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Agora, considerando o termo dominante em escala exponencial (4.11) produz uma

igualdade da forma

ãg2(β)− b̃g(β)− c̃ = termo exponencialmente pequeno, ()

onde ã é 0 ou 1, b̃ ∈ 0, 1, 2, 3 e c̃ ∈ 0, 1, 2, 3 e nem todos coeficientes ã, b̃ e c̃ são zero.

Como g é positivo e todos os coeficientes não são nulos, temos que, necessariamente, ã = 1.

Agora, considere qualquer ponto de acumulação G para g(β), com β → +∞, temos que

G2 − b̃G− c̃ = 0.

Essa equação admite todas as suas ráızes em R, e, pelo menos uma delas é não-negativa.

Mas, o ponto-chave aqui é que as ráızes formam um conjunto finito, e este conjunto contém

o conjunto de pontos de acumulação de g(β) com β → +∞. Por outro lado, g é uma função

cont́ınua, assim, o conjunto de pontos de acumulação de g é um intervalo. Isto mostra

que ele é reduzido para um único ponto, e então g(β) converge quando β → +∞.

Lembrando que, P(β) vai para 0 quando β vai para +∞, e então eP(β) − 1 tem

o mesmo comportamento que g(β)e−βρ. Substituindo na equação de
µβ([1])

µβ([2])
, temos que:

µβ([1])

µβ([2])
=

(
g(β)eβ(ε12+ε21−ε13−ρ) + eβ(ε21−ε23)

)
(g(β)eβ(ε12+ε21−ε23−ρ) + eβ(ε12−ε13))

⊗
(
g(β)eβ(ε12+ε21−ε31−ρ) + eβ(ε12−ε32)

)
(g(β)eβ(ε12+ε21−ε32−ρ) + eβ(ε21−ε31))

.

Sabemos, que g(β) converge para um limite não-negativo, então a igualdade acima

admite um limite quando β → +∞ (em [0,+∞]). Se o limite é 0, isso significa que µβ

vai para δ2∞ , se o limite é +∞ significa que µβ vai para δ1∞ , se é igual a α ∈ (0,+∞),

então µβ converge para α
α+1

δ1∞ + 1
α+1

δ2∞ .
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