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Resumo

O objetivo deste trabalho é classificar os p-grupos finitos, que possuem poucas
classes de conjugagao de subgrupos nao-normais. Seja v(G) o ntmero das classes de
conjugacio de subgrupos nao-normais de um grupo G. E facil observar que v(G) = 0 se,
e somente se, G ¢ um grupo de Dedekind. La Heye e Rhemtulla provaram que v(G) <1
ou v(G) > p. Na dissertagao serao classificados os p-grupos G' com v(G) < p+1, p primo
impar. Os grupos com v(G) = 1 e v(G) = p + 1 foram estudados por Brandl e o caso
v(G) = p foi estudado por Fernandez-Alcober e Legarreta.

Palavras-chave: Teoria de grupos; p-grupos finitos; Grupos nilpotentes



Abstract

In this paper, the main goal is to classify the finite p-groups with few conjugacy
classes of non-normal subgroups. Denote by v(G) the number of conjugacy class of non-
normal subgroups. It’s easy to see that v(G) = 0 if, and only if, G is a Dedekind’s group.
La Heye and Rhemtulla have proved that either v(G) < 1 or v(G) > p. In this thesis,
finite p-groups with v(G) < p + 1, where p is odd, will be classified. The study of groups
with v(G) =1 and v(G) = p + 1 were studied by Brandl, the case v(G) = p was studied
by Fernandez-Alcober and Legarreta.

Keywords: Group Theory; finite p-groups; Nilpotent groups
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Introducao

Os grupos de Dedekind, grupos em que todos os subgrupos sao normais, ja foram
estudados e a sua estrutura é bem conhecida na literatura, afirmando-se que um grupo
com tal caracteristica ele é abeliano ou produto direto de Qg X A x B, onde A é um
2-grupo abeliano elementar e B é um grupo que todos elementos tém ordem fmpar. Desse
modo, decidiu-se estudar grupos préximos a grupos de Dedekind, por exemplo, grupos com
“poucos” subgrupos nao-normais. Assim, se H é um subgrupo de GG nao-normal, todos os
seus conjugados sao do mesmo tipo, faz sentido considerar os grupos com “poucas” classes
de conjugagao de subgrupos nao normais. Denotando pelo v(G) o ntmero de classes de
conjugacao de subgrupos nao-normais, o estudo comega por considerar os grupos G tal
que v(G) = 1. Brandl, em 1995, estudou os p-grupos finitos com esta propriedade e
mostrou que a tnica possibilidade é que o grupo seja isomorfo a: M}' = (a,b | " =
b =1,a" = a"") onde n > 3sep>2 en>4sep=2 Poroutrolado, La Haye
e Rhemtulla mostraram que este nimero v(G), se nao for igual a 1, é necessariamente,
igual ou superior a p. Entao surge a pergunta: é possivel dar uma descricao dos grupos
com v(G) = p? Em 2010, Legarreta e Fernandez-Alcober mostraram que ¢é valido o
questionamento acima e, para p impar, o grupo G tem a seguinte apresentacao, com
n<4: {(a,b|a? " = W =1,a® = a"**""’). Em 2013, Brandl também deu uma descricao

dos grupos com v(G) =p+ 1.

n—2

O objetivo deste trabalho ¢é ilustrar as técnicas e os resultados obtidos para abor-
dar o problema da classificacao dos grupos com estas propriedades.

A dissertacao esta definida do seguinte modo: no primeiro capitulo, apresentamos
algumas defini¢oes e resultados da Teoria de p-grupos de classe maximal e p grupo regular,
bem como alguns resultados béasicos de teoria de grupos. No segundo capitulo, sera
estudado o caso em que v(G) = p. No capitulo trés, encontraremos o grupo quando

v(G) = p+1 e, finalmente, faremos a classificagao de v(G) < p+ 1 com p # 2 e primo.



Capitulo 1

Conceltos Iniciais

Neste capitulo, serao apresentados resultados fundamentais da teoria de p-grupos
finitos, que serao necessarios para o entendimento de todo o texto. Em todo trabalho serao
preservadas as notagoes tradicionais. Caso haja necessidade de outras notagoes, estas
serao devidamente introduzidas. Aqui, foram utilizadas como referéncias [FA00|, [Ro82],
bem como notas de aula da disciplina Tépicos de Algebra, ministradas pela professora
Dr?. Carmela Sica, no curso de Mestrado em Matemética da Universidade Federal da

Babhia.

1.1 Grupos Nilpotentes
Definicao 1.1. Um grupo G diz-se nilpotente se ele contém uma série de subgrupos

(I1=Gy<G1<..<G,=G

. , G . ,
tal que cada subgrupo G;—1 € normal em G e cada quociente =5 estd contido no centro
K3

de G%’ Vi€ {0,---,n— 1}, ou seja, Git1 < Z(GQ)

G'L 1
Uma tal série de subgrupos de G diz-se uma série central de G.

Veremos, na proxima secao, que as propriedades de nilpoténcia podem ser carac-
terizadas em termos de duas diferentes séries de G, que sao chamadas de Série Central

Inferior e Série Central Superior.

1.1.1 Séries Centrais Superior e Inferior

Série Central Superior
Dado um grupo G, chamemos Z,(G) 1} e Z1(G) = Z(G) e para todo i > 1

={
definimos % =7 (%(G» Como Z;(G) < Z;1+1(G) temos a seguinte cadeia,

w



{1} = Zo(Q) < Z1(G) < Zo(G) < -+ < Zp(G) < - -

com a propriedade Zzzi(f(;();) <Z <Zl%(6‘)> .
E claro que, se existe ¢ € N tal que Z.(G) = G, essa é uma série central e o grupo
G é nilpotente.

Comutadores

Definigao 1.2. Para todo z,y € G, definimos o comutador como [z,y] = v~y tzy.

Desta forma, temos que z e y comutam se, e somente se, [x,y] = 1. Para comuta-
dores de comprimento maior que 2, definiremos indutivamente:[z, y, z] := [[z, 9], 2] e, para
n > 3:

[T1, 29, 2] = [[1, -+, 1], 20
O comutador simples de peso n.
Definimos, de modo mais geral, o comutador de dois subgrupos H e K de G

CcOomo:

[H, K| = {([h,k]| h € H k € K).

Definigao 1.3. Se G € um grupo e H um subgrupo de G tal que o(H) = H, para todo

automorfismo o : G — G, entao H é subgrupo caracteristico em G.
Temos as seguintes propriedades, validas para os comutadores:

Proposigao 1.4. Sejam G um grupo, z,y,z € G e um homomorfismo de grupos o : G —
H e H K,L <G. Entao, valem:

(i) [x,y] = [y, 2]
(i) o([x,y]) = [o(x),0(y)];
(ii) [xy, 2] = [z, 2] [y, 2] = y~ [z, 2lyly, 2] e [z, y2] = [z, 2][z, y]* = [z, 2]e 7 [z, y]2;

() [H,K|? = [H?, K?]. Em particular, o subgrupo comutador de dois subgrupos carac-

teristicos(normais) de G € ainda caracteristico(normal).
(v) Se N é um subgrupo normal de G, entao [HN/N, KN/N| = [H, K|N/N;
(vi) Se HK é um subgrupo de G e H normaliza L, entio [HK, L] = [H, L]|[K, L].
Demonstragao. (i) até (iii) sao facilmente resolvidos pela defini¢do de comutadores.

(iv) é consequéncia de (ii). Também, (v) vem de (iv) se considerarmos o sendo
o epimorfismo ndo trivial de G em G/N. Entdo falta provarmos s6 o item (vi). E claro
que [H, L][K, L] < [HK, L]. Para inclusao inversa, primeiro vamos ver que [H, L|[K, L] &
subgrupo. Observe que, para todo k € K el,l' € L,

e, ) = [k, U) Yk D[k, 0 = [k, U7 R U € (K L),



por (iii). Logo L normaliza [K,L|. Portanto, como H normaliza L, [H, L] também
normaliza [K, L] e, em particular, [H, L|[K, L] é um subgrupo. Para provar que [HK, L]
estd contido neste subgrupo, é suficiente mostrar que o gerador [hk,!] estd la. Como
[hk,l] = [h, ][R, k][k,[] e entdo, [h,l,k] € [H,L,K] < [L,K] = [K,L]. Segue que
(HK, L] < [H, LK, L]. 0

Proposigao 1.5 (Identidade de Witt). [z,y™ ', 2] [y, 271, z)*[z, 271, y]" = 1

Demonstra¢ao. A identidade de Witt pode ser verificada utilizando a defini¢ao e propri-

edades dos comutadores. O]

Definicao 1.6. Seja um grupo G, definimos o subgrupo derivado de G, denotado como
G' como,
G = {[x,y];z,y € G).

Isto é, o subgrupo derivado é gerado pelos comutadores. Esse grupo tem propri-
edades importantes (das quais enuciaremos algumas), por isso é interessante estuda-lo. A

proposicao seguinte nos mostra que subgrupo nos fornece o maior quociente abeliano.

Proposigao 1.7. Sejam G grupo e H subgrupo normal de G. Entdo, o grupo quociente

% € abeliano, se e somente se, G' < H.

Demonstragao. (=) Para todo z,y € G, zG'yG' = xyG' = yx[z,y|G" = y2G' = yG'zG'.

Logo, % ¢ abeliano. Como H <G e % ¢ abeliano, entao tHyH = xyH = yaH =

vy layH = H= 2y ey e H, Vz,y € G. Logo, G' < H.

(<) G’ < H<aG e & ¢ abeliano. Pelo 1° Teorema do Isomorfismo, temos que

1%

QUY=fa

. Como g < % entao, g ¢é abeliano. Logo, % é abeliano. O

TIQ

A seguir algumas propriedades de comutador:
Proposicao 1.8. [H, K] < H se, e somente se, K < Ng(H).

Demonstragao. [h, k] € H se, e somente se, h"'k~'hk € H se, e somente se, temos que
k='hk € H, para todo k € K.
]

Proposigao 1.9. [H, K] =1 se, e somente se, H < Cg(K)

Demonstragao. [H, K] =1 se, e somente se, H < Cg(K), pois: h™'k~1hk = 1 para todo
h e H ek e K se, e somente se, hk = kh. O

Também podemos observar que,

Observacao 1.10.

<Z G < G =H,1 & [H,GH,_, = H,_, < [H;,G] < Hi_;.
H; H; ' ;



Defini¢ao 1.11 (Fecho Normal). Seja um grupo G e X < G. Definimos o Fecho Normal

de X em G e denotamos por X como:

= ﬂ N = (g 'zgl v € X,g € G).

NG
XCN

Isto €, o menor subgrupo normal de G que contém X.
Lema 1.12. Seja G = (X), entdo G’ = {[z,y]| =,y € X)¢.

Demonstra¢do. Chamamos de N = ([z,y]| z,y,€ X)“, G/N & abeliano, pois todos os

geradores comutam, segue que G' < N. Como obviamente N < ', temos a igualdade. []

Definicao 1.13. Seja G um grupo nilpotente. Dizemos que G tem classe de nilpoténcia,

cl(G), igual a ¢ se ¢ = min{n| n é comprimento de uma série central}.

Teorema 1.14 (Lema dos trés subgrupos). Sejam H, K e L subgrupos de G € N um
subgrupo normal de G. Se [H, K, L],[K, L, H] < N entao, [L, H, K] < N.

Demonstra¢ao. Vamos trabalhar com o grupo quociente G/N e assumir que N = 1, desse
modo, [H, K, L] = [K,L,H] =1 e entao, pela identidade de Witt, temos que

[hu k_lu l]k[ku l_la h]l[l7 h_17 k]h -

logo, [I,h™, k] =1 paratodo | € L, h € H e k € K. Isso implica que [[, h, k] = 1, como
[L, H] = ([l, h]). Concluimos que [L, H, K] = 1. O

Definicao 1.15. Seja G um grupo. Definimos indutivamente:
’}/1(G) =G
72(G) = [n1(G), Gl =[G,G] =G

%(G) = [vi-1(G), Gl

Lema 1.16. Seja G um grupo, entao v;(G) é um subgrupo caracteristico em G para todo

inteiro 1 com i > 1. Desse modo seque que a cadeia
G=7(G) 2%(G) > >2%(G) >

€ uma série central e € dita série central inferior do grupo G.

Demonstrag¢ao. Temos que cada termo ~;(G) é caracteristico em G; em particular, v; IG

para todo inteiro 7. Desse modo, de v;(G) = [vi-1(G), GJ, obtemos

{% 1(G) G
%(G) ’%( )

1 = {1}.



Logo, e <Z( . )
%@ T \n(@))

para todo inteiro ¢, com ¢ > 1. O

Teorema 1.17. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal de G. Entao v;(G/N) =
v(G)N/N, para todo i > 1.

Demonstragio. Vamos fazer inducdo sobre i. Sei =1, 11(£) = £ = Vl(ﬁ)N e ja é valido
o resultado.

Supondo i > 1, hipdtese de indugao %»_1(%) = # Desse modo,

(@) - b(5)
- [

i1 (G)N
J[N, GIN

N
h/ifl (G)7

7i(G)N
N

G
N

]

Proposigao 1.18. Seja G um grupo de classe de nilpoténcia c. Entao v.—i+1(G) < Z;(G)

para todo 0 <1 < c.

Demonstragao. Esta prova é feita por indugao em i. Se i = 0, entao v.41(G) = 1 = Zy(G)

e é valido o resultado. Por outro lado, temos que,

Ver1-i(G), G] = Yer1--1)(G) < Z;1(G),

pela hipotese de indugao, e consequentemente 7v.41_;(G) < Z;(G). O
Teorema 1.19. Para todo grupo G, [7i(G),v;(G)] < 4i+;(G).

Demonstrag¢ao. Vamos provar, fazendo inducao sobre 7. Se ¢ = 1, entao
1(G), 1(G)] < G, 75(G)] = 144(G).
Para ¢ > 2, por hipétese de inducao temos que,
[i-1(G),%5(G), G] < [i4j—1(G), G] = 7145(G)

e [v(G),G,7i-1(G)] < [vi+1(G),7i-1(G)] = 7i+;(G). Logo, pelo lema dos trés subgrupos,
temos que, [G,7i-1(G), 7(G)] = [%(G), %(G)] = [i(G), %4 (G)] < iy (G). N



Lema 1.20. Se G é um grupo nilpotente, entio Z(G) # {1}.

Demonstracao. Sejal =Gy = G S -+ S G,(G). Isto implica que Gy # {1} e

Gy G

=7 )
logo G < Z(G) e portanto Z(G) # {1}. O
Exemplo 1.21. Todo grupo abeliano € nilpotente.
Lema 1.22. Seja G um grupo e N < G. Se G/N é ciclico, entio G' = |G, G| = |G, N].
Demonstra¢ao. Como G/N ¢é ciclico, temos que G/N = (zN), logo G = (z, N). Seja

g1 =x"ny e go = x°ng, com gy, gs € G. Dessa forma,

l91,92) = [2"n1, 2°ny]
z", 2ol [Ny, °ns)
'

n2n1[

z" ng|™M 2", 2] ny, £°ng|

[
[
[
[z", na]"t[n1, x°ng] € [G, N, e obtemos o resultado desejado.

]

Teorema 1.23. Se G € nilpotente e N € um subgrupo nao trivial de G, tal que N < G
entio N N Z(G) # 1.

Agora vamos relembrar mais algumas propriedades de Teoria de Grupos.

Teorema 1.24. Seja G um grupo periodico abeliano finitamente gerado, entao
G=pA.
iel
Com A; ciclico de ordem uma poténcia de primo.

Definicao 1.25. Seja G um grupo, definimos a classe de conjugagao de um elemtento x,
e denotamos por [z]c,, como [v]c, = {29| g € G}, isto €, a drbita de um elemento v € G

sob a acao de conjugacao.

Definigao 1.26. Sejam G um grupo e H tal que H < G. A classe de conjugacao de H,
denotado por [H|c., € o conjunto de subgrupos [H]c, = {9 ' Hg| g € G} = {HY| g € G},

isto €, a orbita de um subgrupo H sob a acdo de conjugacao.

Teorema 1.27 (Equacao das Classes). Dado um grupo G:

Gl=12@)+ Y 1G:Celw)l.

¢l €G/Cq
2 Z(G)



Teorema 1.28. Seja G um grupo, se % € ciclico, entio G € abeliano.

Demonstracao. Temos que % = (xZ(G)), logo, para todo g € G, g = 2"z comn € N e
z € Z(G). Dessa forma,

9192 = (2™ 21) (2™ 29) = (2" 22) (2™ 21) = gag1. Logo G & abeliano. O

Definigao 1.29. Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™m onde p é primo e nao divide
m. Um subgrupo de G de ordem p™ chama-se um p-grupo de Sylow de G.

1.2 p-Grupos finitos

Definig¢ao 1.30. Seja G um grupo, dizemos que G € p-grupo se para todo x € G, |x| = p*,
a € NU{0} e p primo.

Teorema 1.31 (Lema de Cauchy). Seja G um grupo finito e p um primo que divide |G]|.

Entao, existe um elemento em G de ordem p.
Demonstragao. Ver [?| 1.6.17. O
Proposigao 1.32. G ¢ um p-grupo finito se, e somente se, |G| = p*, a € N.

Demonstrag¢ao. (=) Como G é um p-grupo finito, existe um primo ¢ tal que q’|G|, pelo
lema de Cauchy, existe y € G tal que o(y) = ¢ o que implica que p = ¢. Logo |G| = p“.
(=) o(2)||G]. O

Teorema 1.33. Se G um p-grupo finito, entao Z(G) # 1.

Demonstragao. De fato, suponha Z(G) = 1, pela equagao das classes temos que

Gl =12(@)+ > 1G:Cqlx)l.
[ac]CGEG/CG
@ Z(G)

Sabemos que p||G| e como p||G : Cg(x)|, concluimos que p’Z(G). Logo |Z(G)|#1. O

Corolario 1.34. Seja G um p-grupo finito. Entao todo subgrupo normal de G de ordem

p € central em G.
Demonstragao. Decorre diretamente do fato que Z(G) # {1}. O
Coroléario 1.35. Seja p um primo. Entdo, todos os grupos de ordem p* sio abelianos.

Demonstragdo. Seja G tal que |G| = p?, por 1.33, | Z(G)| # 1, entao temos duas possibi-
lidades para a ordem do centro de G, ou seja, |Z(G)| = p ou |Z(G)| = p*. Se |Z(G)| = p,
entao |G : Z(G)| = p. Logo % ~ (C, e pelo resultado anterior, temos que G é abeliano.
Se |Z(GQ)| = p?, entao Z(G) = G. Portanto, G ¢ abeliano. O
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Definicao 1.36. Um p-grupo G é denominado p-grupo abeliano elementar se G for abe-

liano e P = 1, para todo x € G.
A seguinte proposicao relaciona p-Grupos finitos com Grupos Nilpotentes:
Proposicao 1.37. Todo p-grupo finito é nilpotente.

Demonstra¢ao. Suponha G # {1}, Sabemos por 1.33 que Z(G) # 1. Se existe i tal
e

que Z;(G) = G, entdo o grupo é nilpotente. Suponha Z;(G) # G e Como —Zizt(c(;?) —
Z (Zi,cj(a)> # 1 temos que Zz’(G) § Zi+1(G) e a série

DERIEFA(CESS
¢ estritamente crescente. Sendo G finito, temos que G ¢ nilpotente. O

Teorema 1.38 (Teorema de Sylow). Seja G um grupo de ordem finita. Temos que:
(i) Se p*||G|, entao existe H < G tal que |H| = p*;
(ii) Se H, K p-subgrupos de Sylow, entio existe g € G tal que H = K9 = g~ 'Kg.

Teorema 1.39. Seja G um grupo finito, sao equivalentes:
(1) G é nilpotente;
(2) H < G, entao eziste uma série Ko = H <K, <--- 4 K; = G;
(3) Se HS G, entao H S Ng(H);
(4) Se M < G mazimal, entio M I G
(5) G = H, P; P-subgrupo de Sylow.
i€N
Demonstragao. (1) = (2) G é nilpotente de classe ¢, entdo 1 =7, < 7, < --- < Z. =G,
logo H=HZy< HZ, <.---< HZ.=G. Mostraremos que HZ; I HZ, ;.

Temos que, dado hz € HZ;, para todo hy € H, (hz)™ = MM < HZ;, logo
H < N¢(HZ;). Por outro lado,

(HZ;, Zi1| < |G, Zi1| < Z; < Z;H,

isso implica que Z; 11 < Ng(HZ;). Logo, HZ;y1 < Ng(HZ;) e portanto, HZ; < HZ; .
E obtemos o resultado.

(2) =(3). Sabemos que H I Ky I Ky J--- I K, =G, logo K1 < Ng(H). Se
H < G,entao H S Ky < Ng(H). Logo, HS Ng(H).

(3) = (4). Seja M < G, por hipotese temos que, M S Ng(M) < G entao
Ne(M) =G, logo M < G.

(4) = (5). Se P é p-subgrupo de Sylow, mostraremos que P < G.
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Sabemos que se Ng(P) = G entdao P < G. Supondo Ng(G) # G, entdo existe
M maximal, tal que M S G e Ng(P) < M. Como M < G para todo g € Ge P <
Ng(P) < M, temos que g 'Pg < g"'Mg = M, ja que g~ Pg é p-subgrupo de Sylow de

M temos que existe m € M tal que ¢~ Pg = m~'Pm, logo, mg ' Pgm™*

= P e entao,
gm™t € Ng(P) < M e ge M, o que é uma contradigao, logo P ¢ normal em G. Como G
¢ um grupo finito, digamos que |G| =n com n € N e n = p{---p¢ com cada pg, primo,
logo |G| = p{---p} e isto implica que |G| = P, --- P, e cada P; ¢ normal, temos que
G=P x- - xP,.

(5) = (1). Sabemos que todo p-grupo finito é nilpotente e produto direto finito

de grupos nilpotentes é ainda nilpotente, logo G' é nilpotente. O
Abaixo temos exemplos de grupos periddicos abelianos finitamente gerados:

Exemplo 1.40. Seja G um grupo, tal que |G| = p*, com k € N:
Sek=1, entao |G| =p e G~ C,;
Se k=2, entao |G| =p* e G~ Cp2 ou G ~ C, x Cp;
Se k=3, entao |G| =p® e G = Cp ou G=C,xCp ouG~=C,xC,xC,

A préxima propriedade é muito importante e vai ser utilizada no decorrer do

texto; a prova esta em [?| p.141.

Proposicao 1.41. Um p-grupo finito tem exatamente um subgrupo de ordem p se, e

somente se, G € ciclico, para p # 2 ou G € quatérnio generalizado.

Definigao 1.42. Um subgrupo M de G ¢é dito subgrupo maximal de G, se M # G e nao
existe H < G tal que M < H < G. De modo semelhante, N # G é um subgrupo minimal
de G se N # 1 e nao existe subgrupo K < G com 1 < K < N.

Teorema 1.43. Seja G um p-grupo finito.
(i) Se H < G entao H < Ng(H). (A condigcao do Normalizador).

(ii) Se M € subgrupo mazimal de G entdo M ¢é normal em G e |G : M| = p.
Demonstragao. (i) e (ii) decorrem de 1.39. O

Definigao 1.44 (Subgrupo de Frattini). Dado G um grupo, definimos o sugbrupo de

Frattini de G, como a interse¢cao de todos os subgrupos mazximais e o denotamos por

o(G) =[] M.

M<G
Veremos que um sugbrupo de Frattini de um grupo G é construido por elementos

nao geradores de G.

Definicao 1.45. Seja um grupo G, dizemos que g € G € nao-gerador se, e somente se,

G=(X,9),X CG, entio G = (X).



12

O resultado a seguir mostra que o subgrupo de Frattini é o conjunto dos nao-

geradores.
Proposicao 1.46. Em um grupo G, ®(G) = {g € G| g é nao gerador}.

Demonstracao. (C) Seja g € ®(G) e G = (X, g). Suponha, por absurdo, que G # (X).
Definamos o conjunto,

Q= {H<G|(X)<Hg¢H}

Entao,(£2, C) é um conjunto ordenado. Seja 3 € €2 totalmente ordenado, U H, eQeX
ieN
possui cota superior em €2, ja que H; < G e g ¢ H;, para todo i € N. Logo, pelo lema de

Zorn, existe elemento maximal M de €.

Suponha que exista L tal que M 5 L < G. Temos que L ¢ Qe (X) <M < L,
entdo g € Le L =G = (X, g). Logo M é maximal em G. Mas g € ®(G) < M. Absurdo,
pela defini¢ao de Q2. Donde G = (X)) e g é nao gerador.

(2) Seja g € G tal que g é nao gerador de G. Queremos mostrar que g ¢ ¢(G).
Entao, existe um maximal M de G, g ¢ M, logo segue que M # (g, M) e G = (g, M).

mas isto implica que G = M, ja que g é nao gerador. Absurdo, pois M é maximal. n
Teorema 1.47. Seja G um grupo finito e xy,-- - ,x, € G. Entdo temos que G = (xy,- -+ ,xy)
se, e somente se, % = (1D(G), - ,2,9(Q)).

Demonstrag¢ao. (=) Sempre vale.
(<) G= (1, - ,2,,P(Q)), entdo G = (x1,- -+ ,xp). O

Podemos observar que a implicacao direta é sempre valida para qualquer que seja
o grupo dado, todavia a implicagdo inversa nao é garantida sempre, isto fica mais claro

com o préoximo exemplo:

Exemplo 1.48. Consideremos o grupo Dy, diedral de ordem 8, que temo como apresen-
tacao:

Dg = (a,b| a* =b*=1,a" =a").

Consideremos o subgrupo normal, {(a) < Ds, o subgrupo quociente %; ¢ gerado por b{a),

mas Dg # (b).

Teorema 1.49 (Teorema da base de Burnside). Seja G um p-grupo finito. Entao:

. G . . .
(i) 3Gy € wm p-grupo abeliano elementar e, consequentemente, pode ser visto como um

espaco vetorial sobre IF),.

(ii) O conjunto {xy,--- , 2y} € um conjunto minimal de geradores de G se, e somente se
{19(G),- - ,2,P(G)} € uma base de %7 como espago vetorial sobre F,,.

(11i) O nimero minimal, d, de geradores do grupo G coincide com a dimensao de %

como um espago vetorial sobre F,. Ou seja, |G : ®(GQ)| = p?.
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Demonstracao.

(i) Precisamos mostrar que z®(G)y®(G) = y®(G)zP(G) e (x®(G))? = ®(G), para todo
r,y € G ou seja, que x~ 'y laxy, 2P € M, para todo subgrupos maximal M de G. Mas

como todo maximal é normal e |G : M| = p, istobvioporl.43, para todo M < GG, Maximal.

(ii) No teorema anterior vimos que G = (1, - ,x,) se, e somente se,
O = (0 ®(0). - 2,8(O)

— = (x S xn .

oG
Entao temos que {zi,---,z,} € um cojunto minimal de geradores se, e somente se
{119(G), -, 2, 2(G )} um conjunto minimal de %, o que equivale a dizer que o con-
junto é uma base de @(G)
(iil) Se ﬁ tem uma base com d elementos, entao @(G) ~ 74, logo |G : ®(G)| = p”.

]

Isto é, observamos que, quando G é um p-grupo finito, podemos encontrar a
quantidade minima de geradores de GG, através do subgrupo de Frattini.

Se G tem ordem p™, o proximo teorema nos mostra que a classe de nilpoténcia
de G é <m.

Teorema 1.50. Seja G um p-grupo de ordem p™ > p? e cl(G) = c. Entdo:
(i) G € nilpotente de classe até, no mdximo, m — 1.

(ii) |G : Z.1(G)] > p*.

(iii) |G : G'| > p*.

Demonstra¢ao. Comegaremos provando o item (7).

Suponha, por contradigdo, que |G : Z. 1(G)| < p, isso implica que G/Z,. 1(G) é

ciclico e portanto por 1.29

G ~ G/Z072<G) _ G/ZcfQ(G>

Zcfl(G> B Z071<G)/Z(272(G) B Z(G/Zcf2(G))’

isto implica que L ¢ abeliano e Z,_1(G) = G absurdo. Entao |G : Z._1(G)| > p?. Para

provar (i), lembrando que G’ = 72(G), temos que
%i(G) < Ze—ina(G)

e entao 12(G) < Z.1(GQ) e |G : G'| > p*.

Finalmente, a partir da série

1= 2y(G) < Z(G) < Z5(G)
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c—1

sabemos que |G| = H |Zi+1(G) : Zi(G)] e sendo |G : Z._1(G)| > p?, temos, |G| = p™ >
i=0

plc™V+2 ¢ isto implica que, ¢ < m — 1 e acontece (i). O

Coroléario 1.51. Seja G um p-grupo e seja N um subgrupo normal de G de indice p* > p?.
Entao v;(G) < N.

Demonstragao. O grupo G/N tem ordem p‘, com i > 2. Entdo, pelo teorema ante-
rior,temos que cl(G/N) < i — 1 e consequentemente v;(G/N) = N e como v;(G/N) =
7 (G)N/N, concluimos que v;(G) < N. O

Defini¢ao 1.52 (p-Grupos de Classe Maximal). Dizemos que um p-grupo de ordem p™,

com m > 2 € um p-grupo de classe mazimal se cl(G) =m — 1.

Exemplos de p-grupos de classe maximal:

E claro que todo grupo de ordem p? é de classe maximal, também podemos
observar que grupos nao abelianos de ordem p* detém a mesma propriedade.

Os grupos de ordem p? sao bem conhecidos. H4 duas classes de isomorfismo de
grupos nao abelianos de ordem p3:

Se p # 2, temos a classe correspondente a

Mys = {a,b| & = b = 1,a® = a'*?)

Eps = {(a,b,c| a? =" =P =1;[a,b] = [a,c] =1).

Como cl(M,3) < 3—1, temos que cl(M,s) < 2. Por outro lado, cl(M,3) > 2, ja que
cl(Mys) # 1. Portanto, cl(Mys) = 2 e Mys é de classe maximal. De igual modo, também
podemos mostrar que F,s ¢ de classe maximal. E temos as seguintes séries centrais de G,
com G = Mpys ou G = Eps:

Série central superior:

1= 2(G) < Z:(G) = Z(G) < %4(G) = G

e Série Central inferior:
G =(G) > G =7(G) > 5(G) =1.

E Z(G) = G

Para p = 2, a classe de isomorfismo corresponde a

Ds = {(a,b| a* =a®> =1;a* = a™")
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Qs = (a,b] a* = 1;1* = a*;a® = a®).

Estes grupos também sao de classe maximal, pois, calculando a série central inferior de
Dy, por exemplo, temos que:

Tomando a,b € Dsg,

Yo(G) = [a,b] = a71a® = a2, implica que G’ = (a?)

13(G) = ([a*B)) = (a2a") = (a™%) = 1, logo

N(G) =G = 7(G) =2 35(G) = 1.

Portanto, ¢l(Dg) = 2. Do mesmo modo, temos que Qg é de classe maximal. O resultado
também é valido para Dan € (Qon, com n € N e a prova é semelhante a que acabamos de
ver.

Os grupos M,s, Es, Ds e Qg sdo chamados extra-especiais, pois |G| = |Z(G)| =
O proximo resultado caracteriza p-grupos de classe maximal.

Teorema 1.53. Seja G um p-grupo de classe mazximal de ordem p™. Entao:

(1) |G : G =p* e Q) : %a(G)] = p, para 2 < i < m — 1. Consequentemente,
|G v(G)| =7p', para 2 <i<m;

(ii) A menos que G seja de ordem p*, temos que ®(G) = G’ ¢ d(G) = 2.

(111) Os tnicos subgrupos normais de G sio 0s v;(G) e o0s subgrupos mazimais de G, isto

¢, se N é um subgrupo normal de G, de indice p* > p?, entio N = v;(G);

() Se N € um subgrupo normal de G de indice > p*, entao G/N tem também classe

mazimal;

(U) ZZ(G) = ’Ym—i(G)f para 0<i<m-—1.
m—1
Demonstragao. (i) Notemos que p™ = |G| = |G : G H 17(G) = Yir1(G)).
=2

Mas, como |7(G) : 7i41(G)| > p e, pelo teorema 1.50, |G : G'| > p?, segue o

resultado.

(i) Sabemos que G’ < ®(G) e pela parte (i), temos que |G : ®(G)| < p?. Se
|G : ®(G)| = p, entao G/P(G) é ciclico e G é também ciclico de ordem p?. Caso contrario,
|G : ®(G)| = p? e, pelo Teorema da Base de Burnside, 1.49, d(G) = 2.

(iii) Seja N um subgrupo normal qualquer de G, e seja |G : N| = p’, com

0 <i<m. Dai,sei=0o0ul, entao N = 7(G) ou N é maximal em G. Para i > 2,
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7:(G) < N, pelo corolério anterior. Como |G : N| = p', concluimos que N = v;(G), pois,
pela parte (i), |G : %(G)| = p".
(iv) Isto é imediato de (ii) e (i), logo a classe de % éi—1,para2 <i<m.
(v) Novamente, pelo teorema 1.50, |G : Z,, »(G)| > p*. Como |Z;1(G) :
Zi(G)| > p,para0 <i<m-—3,e

m—3

p" =Gl =G Zn2(G)] H | Zin1(G) + Zi(G))],

i=0
entao todas as desigualdades acima viram igualdades. Segue que, |G : Z;(G)| =
p™ ¢ para 0 < i <m — 1, e, pela parte (iii), Z;(G) = vpm_i(G).
]

1.3 p-Grupo Regular

Nesta secao, veremos um pouco de outra teoria sobre p-grupos finitos, que sao
os p-grupos Regulares. E uma teoria muito importante para o estudo da estrutura dos

p-grupos. Os subgrupos dessa série serao definidos abaixo:

Definigao 1.54. Seja G um p-grupo finito, definimos Q;(G) como,
0(G) = (z € G| 2" = 1),

para todo i > 0.

Defini¢ao 1.55. Seja G um p-grupo finito, definimos U;(G) como,
U,(G) = (2| z € G),

para todo i > 0.

Lemos o simbolo U como "agemo". Note que a palavra agemo é formada pelas
letras da palavra omega na ordem inversa

Podemos observar que Q,(G) e U;(G) s@o subgrupos caracteristicos de G. Por
outro lado, vimos em 1.49 que G/®(G) é um grupo abeliano elementar de GG, consequen-
temente, 2P € ®(G), para todo z € G. Portanto, U;(G) < ®(G). O proximo resultado

deixa mais clara a relacdo entre ®(G) e U;(G).

Teorema 1.56. Seja G p-grupo finito. Entao:
(1) ®(G) é o menor subgrupo de G tal que G/P(G) € abeliano elementar;
(i) ®(G) = G'G1(G).

Demonstracao.
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(i) Ja vimos em 1.49 que G/®(G) é abeliano elementar. Suponha que o quociente G/N é
também abeliano elementar, logo G/N é um espago vetorial sobre F,,. Entao a intersegao
dos subgrupos maximais ¢ trivial, isto ¢, para todo vetor nao-nulo v existe um subgrupo
maximal ndo contendo v. Mas sabemos que um subgrupo maximal de G/N ¢é da forma

M/N, com M maximal em G, pois da interse¢ao de subgrupos maximais de G contendo
N ¢igual a N. Logo, ®(G) < N.
(ii) G/N ¢ abeliano elementar se, e somente se, [x,y] € N para todo z,y € G, isto é, se e

somente se, G'U1(G) < N. Segue de (i) que (G) = G'U,(G). O

Relembrando que o expoente de G, denotado por exp(G) é o menor inteiro e tal
que z¢ = 1 para todo x € G. No caso de um p-grupo, se exp(G) = p°, entdo 2" = 1 para
qualquer z € G e ainda podemos escrever €).(G) = G. Sendo assim, podemos construir a

seguinte série ascendente, denominada (2-série de G:
1= Qo(G> S Ql<G> S QQ(G) S e < Qe(G) - G

De modo semelhante, U.(G) = 1 e podemos construir a seguinte série descendente, deno-

minada U-série de G:

G == Uo(G) 2 Ul(G) 2 UQ(G) 2 el > U€<G) - 1

Vamos agora indicar duas propriedades gerais dos subgrupos €;(G) e G;(G).

Teorema 1.57. Seja G um p-grupo finito:
(1) Se exp(G) = p°, entio U;(G) < Qei(G).
(ii) Para todo N <G, U;(G/N) = U;(G)N/N.

Demonstragao.

(i) Temos que qualquer gerador 2P de U;(G) possui ordem no méaximo p®~*, pois exp(G) =
p°. Logo segue que U;(G) < Q._;(G).

(ii) Usemos a notagdo G = G//N. Entdo,

Gi(G) = (@2 €G) = (7 € Q) = U;(G),
isto &, U;(G/N) = U;N(G)/N. O

1.3.1 Foérmula de Coleta de Phillip Hall

Sabemos que z"y" = (zy)" para qualquer grupo abeliano, mas, em geral, a

igualdade nao é valida. A féormula de Phillip Hall, descrita a seguir, relaciona os termos
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z"y" e (zy)" em qualquer grupo, usando comutadores entre z e y. A construgao da

formula se d4 indutivamente usando como base a rela¢ao ab = bala, b].
Teorema 1.58 (Formula de coleta de Hall). Seja G um grupo e x,y € G. Entdo eziste
elementos ¢; = c;(x,y) € vi((z,y)), tal que

n

"y = (:vy)"cg

D)

para todo n € N

A formula de compilagao de Hall tem grande importancia quando a usamos com
expoente primo p, uma vez que os coeficientes binomiais sao divisiveis por p. Consequen-
temente, podemos escrever

Py’ = (zy)’zc,
para algum elemento z € U;((z,y)"). O que nos sugere a seguinte definigao.

Definicao 1.59. Seja G um p-grupo finito. Dizemos que G € um p-grupo reqular se xPyP =
(xy)P(modUy((z,y)")) para todo x,y € G. (Equivalentemente, se c,(z,y) € U1((x,y)") para
todo z,y € G.)

A condic¢ao na definicao de um p-grupo regular é local, uma vez que s6 envolve
o subgrupo gerado por x e y. Por isso todos subgrupos e grupos quocientes de p-grupos
regular sao ainda regulares. Sao exemplos de p-grupos regular: p-grupos abelianos, grupos
de expoente p e p-grupos com classe de nilpoténcia menor que p. O préximo resultado
mostra alguns desses resultados, fornecendo algumas condigoes para que um grupo seja

regular e caracterizando os 2-grupo regulares.

Teorema 1.60. Seja G um p-grupo finito.

(i) Se a classe de nilpoténcia de G € menor que p entao G € regular. Em particular, todo
p-grupo de ordem < pP € regular.
(ii) Se y,-1(G) € ciclico entao G € regular. Portanto, em particular, sep > 2 e G' € ciclico

entao G € reqular.
(111) Um 2-grupo regular € abeliano.
Demonstragao.

(i) Se G tem classe menor que p, entéo v,(G) = 1. Dessa forma, 7,({z,y)) = 1, para todo

z,y € G, e entao ¢,(x,y) = 1 para todo z,y € G, o que nos prova que G ¢ regular.

(i) Assumiremos que 7,-1(G) € ciclico. Se p = 2, entdao G = 71(G) ¢ ciclico, logo abeliano
e portanto regular. Suponhamos entdo que p > 2. Seja x,y € G e defina H = (z,y).
Dessa forma, v,_1(H) < 7v,-1(G) ¢é ciclico. Se v,—1(H) = 1, temos que cl(H) < p, logo, H
¢ regular. Por 1.3.1, se vy,1(H) # 1, entao v,(H) S Yp-1(H). ¢y € 1(H) < C1(7p-1(H))

e H é regular.



19

(iii) Seja H = (z,y). Entao,

2?y® = wayy = ayale,yly = wyayy o, yly = (2y)’y " [z, ly.

Se G ¢é regular, temos [z,y]Y € U;(H’) e isto implica que [z,y] € U1(H’). Desse modo,
ﬁ ¢ abeliano e H' < Uy(H') < ®(H') < H'. Mas , se ®(H') = H' entdao H' = 1.
Portanto, cada dois elementos de G comuta e G é abeliano. O]

No final desta secao, vamos provar algumas propriedades bésicas de p-grupos

regulares, as quais sao similares as de p-grupos abelianos.

Lema 1.61. Seja G um p-grupo reqular e sejam x,y € G. Entao xP = yP se, e somente
se, (x7ly)P = 1.

Demonstragao. Como G é regular, temos que para todo z,y € G, 7 Py? = (v~ 'y)Pz, com
z € U1({(z,y)’). Dessa forma, é suficiente mostrar que se 2¥ = y? ou (z 'y)? = 1 temos
Bu((a, ) = 1.

Supondo z? = y? entdo, y e 2P comutam e entdao (zP)Y =1 = (z¥)P, portanto H
é nao-ciclico. Vamos mostrar por indugao, seja H = (x,y), existe um subgrupo maximal
M de H contendo z. Mas, como M ¢é normal em H, entao se x € M, x¥ € M. Logo,
(x,2v) < M e como |M| < |H|, temos que (z7'z¥)? = 1 e [z,y]’ = 1, e H' é gerado
por elementos de ordem p. Como |H'| < |H|, por indugdo, exp(H') = p e portanto
U1({z,y)) = 1.

Supondo agora que (z7'y)? = 1, entdao z(x~'y)Pz~!

= 1, isto implica que,
(yx~1)P = 1. Usando a implicacao que acabamos de ver temos que (zzlyz~1)? = 1, logo,
temos: ((yr~ 1) la~ly)P =1 = (zy~ta~ly)? = [v71, Y]’ e como H' = ([z71,y]"| h € H),
concluimos que Uy (H') = 1. O

Teorema 1.62. Seja G um p-grupo regular. Entao:

(i) Para todo x,y € G e para todo i > 0, temos que 2" = y?' se, e somente se, (7 'y)?" =
1.

(ii) Para todo i > 0, Q;(G) = {z € G|a*" = 1}.

(iii) Para todo i > 0, Us(G) = {a¥'|z € G}.

(iv) Para todo i > 0, |G : (G)| = |U;(G)| (Consequentemente também, |G : U;(G)| =
€ (G))).

Demonstra¢ao. Primeiramente, notemos que, se vale a propriedade (i), para um i fixado,
ento o conjunto {z € G|z?" = 1} é um subgrupo e consequentemente coincide com Q;(G).
Portanto a prova do (ii) esta condicionada a validade do primeiro item.

Para provar o primeiro item, vamos fazer indugao sobre . Se ¢+ = 0 ja vale o

resultado e se i = 1, o resultado foi provado no lema. Assumindo o resultado valido para
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i—1, n6s também temos que o segundo item também é valido parai—1 e €;_;(G) consiste
dos elementos que tem ordem divisivel por pi~!. Portanto, de 2 = y?" temos (:107”)1’2‘_1 =
(y?)" " e, por inducdo, (zPyP)P" " =1, entdo z Py? € U_1(G) e 21 (G) = y*Qu_1(G).
Usando ¢ = 1 isso implica que (z7'yQ; 1(G))P = Q_1(G), isto &, (z7'y)? € Q_1(Q).

Concluimos que (z~'y)?" = 1.

(iii) Novamente esta prova sera feita por indugao sobre i. Provaremos que dados x,y € G
quaisquer, existe z € G tal que 2Py? = zP. Para i = 1 ja temos vélido o resultado. Facamos
agora, indugao sobre |G|. Sejam, H = (x,y) e K = (zy,®(H)). Se K = H, entdao H ¢
ciclico, logo, regular e vale o resultado. Entao podemos assumir que K < H. Como G é
regular, temos que zPy? = (xy)Pc para algum ¢ € U;(H') < U;(K). Entéo (xy)Pc é um
produto de dois elementos em U;(K) e aplicando a hipétese de indugao em K, pode ser
escrito da forma 2P. Portanto zPy? = (xy)? = 2P.

Para 7 em geral, observe que
B (Ui1(G)) = {27 # € Bia(G)} = {a”'| x € G}

¢ um subgrupo de G. Entéo U;(G) = {a¥'| z € G}.

(iv) Segue por (i) e (i) que ' = y¥' se, e somente se, 2~y € Q;(G), ou seja, 2(G) =
¥4 (@G). Portanto, a aplicacio z€%4(G) € 7%= — 27 € U;(G) esta bem definida e é

Qi(G)
injetiva. Mas pela parte (iii) temos também que a aplicagdo é sobrejetiva, portanto
bijetiva. Logo temos que |G : Q;(G)| = |U;(G)]. O

Proposicao 1.63. Se G é um p-grupo reqular e G = N x H, entdo Q;(G) = Q;(N);(H)
e, U;(G) = Gi(N)U;(H).

Demonstragao. Sabemos que §2;(N) < Q;(G) e Q;(H) < Q;(G), logo ;(N)Q(H) <

Q;(G). Por outro lado,
G N||H N||H
(G = |G Bi(G)] = \UL(C|:)| - ||zsi|(|c;)|| S |Ui(|N)HUiéH)| = [Qi(N)$%(H)|. Logo,

temos a igualdade desejada. De modo semelhante, temos que U;(G) = G;(N)U;(H). O




Capitulo 2

Caracterizacao dos Grupos com p
Classes de Conjugacao de Subgrupos

Nao-Normais

Neste capitulo, vamos provar os resultados principais contidos nos artigos [FALe10]
e |[Br95]; os mesmo foram utilizados aqui como referéncia de técnicas utilizadas na demons-
tragao de tais resultados. Primeiramente, vamos ver alguns exemplos que nos ajudarao a
entender o problema.

Denotaremos por v(G) o namero de classes de conjugacao de subgrupos nao-
normais.

Os grupos em que todos os subgrupos sao normais, sao chamados grupos de
Dedekind. Esses grupos ja foram estudados e o seguinte resultado, que se pode encontrar

em [?], caracteriza tais grupos:

Teorema 2.1 (Dedekind, Baer). Todos os subgrupos de um grupo G sao normais se e
somente se G € abeliano ou o produto direto de um grupo quatérnio de ordem 8, um

2-grupo abeliano elementar e um grupo abeliano com todos elementos de ordem impar.

Dessa forma, um grupo tem v(G) = 0 se e somente se G é grupo de Dedekind. O

estudo comega por considerar os grupos G com v(G) = 1.

Exemplo 2.2. Seja M,z = (a,b | a” =W = 1,a® = a'*?), p primo @mpar. Temos que

|M(p®)| = p*. Vamos mostrar que v(Mys) = 1.

Demonstragdao. Se pode mostrar que os subgrupos (b), (a*) = Z(G) = G’ e (a?l"), para
todo i = 1,...,p — 1, tem ordem p. Sendo M, ciclico, Pelo item(ii) de 1.60, temos que
M

s € regular, e (ab')? = a?b?z, com z € Uy(M3). Logo, (ab')? = a’b? = a” e entdo
(ab')P = aP e os subgrupos (ab’), para todo ¢ = 0,...,p — 1, tém ordem p?. Também o

subgrupo (a?, b) tem ordem p?. Entao o reticulado dos subgrupos de M (p?) é o seguinte:

21
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M,

P3\
<ab> <ab?*> ... <abPl > <a> <al,b>

—

<a?>=Z(G) <a’b> ... <a’b'> <b>

1

E claro que, se H é um subgrupo nao normal de G ele tem ordem p, visto que os
subgrupos de ordem p? sao maximais, logo normais, conforme vimos na secao 1.2. Como
b* = a 'ba = bb~'a"'ba = b(b~'ab)'a = ba~PTVa = baP ¢ (b), entdo (b) é ndo normal
em G.

Como |[[(b)]c.| = |G : Ng((b))| = p, portanto, a classe de conjugacao de (b)
contém p elementos: todos os subgrupos de ordem p que nao estao contidos no centro.
Logo, v(G) = 1. O

Brandl, em 1995, [Br95|, classificou os p-grupos finitos com v(G) = 1, e mostrou
que um tal grupo é uma generalizagdo do exemplo 2.2(anterior). Através do seguinte

resultado:

Teorema 2.3. Seja G um p-grupo finito. Temos que v(G) = 1 se, e somente se, G é
1somorfo a

r—1

My = (a,b|a” " =W =1,a"= a7 ),

onder>3sep>2,er>4sep=2.

Lema 2.4. Seja G un p-grupo finito:
Se N ¢ um subgrupo normal de um grupo G, entio v(G/N) < v(G). Sep #2 e
v(G/N) =v(G), entao N =1

Entao surge a pergunta: é possivel dar uma descrigao dos grupos com v(G) > 17
Na verdade v(G) nao pode ser um niamero qualquer, como La Haye e Rhemtula

mostraram em [?| no seguinte resultado:

Lema 2.5. Seja G um p-grupo finito com v(G) > 0. Entao temos que v(G) = 1 ou
v(G) > p.
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Entao seria interessante descrever todos os grupos com v(G) = p. O exemplo

abaixo ¢ de um grupo que tem p classes de conjugacgao de subgrupos nao-normais:

Exemplo 2.6. Seja p um primo impar. Se consideramos o grupo:
G =Ly := (a,bla” =W =1,a" = a'*?),

entio v(G) = p.

Demonstragdo. Como L, = (a?), temos que Ly é regular. Sendo Uy(L;,) = {1} temos
(a')P = a®P. Além disso, (a) < Ly, entdo (a) N Z(G) # {1}. Isso implica que
(@) < Z(Ly) e Ly < Z(Ly), ou seja, Ly tem classe de nilpoténcia 2. Segue que
la,0P] = [a,b]P =1 e b € Z(Ly). De |Ly : (aP,P)] = p* e (a?,bP) < Z(G), segue que
Z(G) = (a?,b") = Q1 (G).

Seja H < G. Se |H| = p, entao H = (a'V) e (a')? = aVP = 1, ou seja, pli e p|j
ea'l € Z(Q), entdo H < G. Se |H| = p* e H ciclico, entdo H = (a't?) com (a’b/}?* =1,

entdo pti ou ptj. Por indugao temos (a't?)" = it e pin para n > 1.

Sejam 4,7, com 1 < i < p?—1e 1l < j < p*—1. Como existe 1 tal que
7j = 1(modp?), temos que (a’b/) = qin+ "5 iiPpi" = inh. Podemos supor que H = (a'b),

0<i<p?—1ouH = (a). Claramente (a) ¢ normal em G.

Seja H = {(a’,b), 0 <1i < p* — 1, observe que eles sao todos distintos. Como:
(az‘b)b — (ai)b — (ab)z’b _ a(1+p)z‘b’
(aib)bQ — (a(H-p)i)bb _ (a1+p)(1+p)ib — o(1+2p)i

[(a'b)] = {{a’D), (a(1+p)ib>, e ’<a(1+(p+l)p)ib>}.

Temos que {(a’b) e {a’b) nao sido conjugados sei # j e 0 < 7,5 < p— 1, portanto v(G) > p.
Se H nao ¢ ciclico, |H| = p?, entdo H tem expoente p e H < (L) < Z(G) é

um subgrupo normal . Claramente, se |H| = p*, entdao H ¢ normal em G e v(G) =p. [
Veremos agora um exemplo de um grupo G em que v(G) =p+ 1.

Exemplo 2.7. Seja p um primo, p > 2. Seja G = E;s = (z,y | 2P = y? = 1, [z, y]* =
[z,y] = [x,y]¥) o subgrupo naio abeliano de ordem p* e expoente p. Entio v(G) =p+ 1.

Demonstragao. Como um subgrupo de ordem p? é maximal, ele ¢ normal, entdao temos

que um subgrupo nao normal de G tem ordem p. Sabemos que todo elemento de G tem
2

ordem p, os subgrupos de ordem p serao

T = p? + p+ 1 subgrupos de ordem p; entre
eles existe um tnico subgrupo normal que é o centro. Se um subgrupo de ordem p for
normal ele tem que estar contido no centro, entao o centro ¢ o tinico subgrupo normal

de ordem p. Portanto G tem exatamente p? + p subgrupos nao normais. Além disso, se
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H é um subgrupo nao normal de (G, a tnica possibilidade para o indice do normalizador
de H em G é ser igual a p. Visto que |[K]| = |G : Ng(K)| = p, ou seja, que cada classe
de conjugacao tem p elementos, concluimos que o nimero de classes de conjugacao de

subgrupos nao normais de G é # =p+ 1. Entéo v(G) =p+ 1. ]

Em 2010, Legarreta e Fernandez-Alcober caracterizaram os grupos com p clas-
ses de conjugacao de subgrupos nao normais, com p primo fmpar, provando o seguinte

resultado:

Teorema 2.8 (Lagarreta, Fernandéz-Alcober). Seja G um p-grupo finito com ordem p",

com p > 2. Entao v(G) = p se, e somente se, G tem a sequinte descri¢ao, para n > 4:

Ly = (a,b|a” " =" =1,a" = a7,

Nessa prova precisaremos de duas propriedades sobre v(G), as quais foram obtidas
em |[FALe08] e [FALe09|, respectivamente, onde também estao devidamente provadas:

(P1) Seja G um p-grupo finito nao abeliano, com p primo fmpar. Se |G’| = p*,
entdo v(G) > p(k — 1) + 1.

(P2) Seja G um grupo de ordem p™, com p primo impar. Definimos A\(G) = n—s,
onde exp(Z(G)) = p*. Se |G'| = p, entdo v(G) > p~2,

Um grupo diz-se minimal-nao-abeliano se G nao é abeliano e todo subgrupo de
G é abeliano. Também vamos precisar da classificagao de p-grupos finitos minimais-nao-
abeliano, encontrado em Miller e Moreno, [MMO03|, que diz que, para p > 2, existem duas

possibilidades: (i) G é metaciclico, e
G = (a,b] a®" = W= 1,ab = a1+pm_l>,
para m > 2. (ii) G nao é metaciclico, e
G=(abcla" =W =& =1[a,b] =ca,c =[bc =1).

Nesse tltimo caso, notemos que o quociente L”“W ¢ isomorfo a E,s. Sabendo

<apm—1 b

que v(E,s) = p+ 1, segue que v(G) > p+ 1.

Também para esta prova sao necessarios os seguintes resultados:

Teorema 2.9. Seja V' um espago vetorial de dimensao n e seja [ uma forma bilinear an-
tisimétrica. Entao existe uma base ordenada da forma {uy, vy, -+, Ug, Vg, W1, -+, Wy_ak },
com 0 < 2k < n e f(u,v;) =1 = —f(v;,w;) para todoi = 1,---  k e f(a,b) = 0 nos

outros casos.

A prova do resultado, pode ser vista em [Ro06].

Teorema 2.10. Sejam G um p-grupo finito e % p-grupo abeliano elementar e ciclico.

Entao, temos que, %G)‘ = p* com k € N.
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Demonstracao. G/Z(G) pode ser visto como espago vetorial sobre Z,. Seja ¢ um gerador
de G'. Como [z,y] € G, entdo existe f(x,u) tal que [z,y] = /@Y e f(z,y) € Z,. Entdo

estd bem definida a fungao

G G
(xZ,yZ) € X > JY) € L.
f € uma forma bilinear antisimétrica e existe uma base B = {uyZ, 1 Z, -+ ;w1 Z, -+ ,wy_ox 2 }.

Se n # 2k, entdo existe w1 Z tal que f(wy,a) = 0 para todo aZ € G/Z(G), isto implica
[wi,a] =1 ew; € Z(G), mas isso é um absurdo. Entao, n = 2k, como desejado.
]

Por fim, podemos provar o resultado.

Demonstracao. (<) Seja G = Lyn, vamos mostrar que v(G) = p. Sabemos que 4 (G) =
(a”" " ), vamos mostrar que Q(G) é central. Para isso é suficiente que a”"° comute

com b e bP comute com a.De fato,

@) = @y
_ (a1+pn73)pn73

a/pn73+p2(n73)

Mas, se n > 4 temos que 2(n — 3) > n — 2. Logo, para todo n > 4, temos que,
(a”" ")V =a?"" e a?"" € Z(G). De modo analogo, temos que b* = a~'ba = bb~'a"'ba =
ba"'"" " = ba """, Logo, (bP)* = (b*)? = (ba~P""")P, agora sendo o grupo regular e
U1(L,) = {1}, temos (ba" ") = pa """ = e P € Z(G).

Como |9 (G)| = p?, com cada elemento de ordem p, Q;(G) é p-grupo abeliano

/
pn

elementar e, portanto, possui p + 1 subgrupos, que chamaremos de Z; = (apn_sb_ip), com
1= ]-7' Y 2 17 Zp = <bp> S Zp+1 - <apn73>‘

— _ n—3
Como, [a,b] = a~ta® = a~ta'*?

= "’ Podemos observar que G’ = ([a, b])¢ =
(a”" ") ja que (a”""’) é normal.

Afirmagao 1: Todo subgrupo nao normal de GG contém pelo menos um dos sub-
grupos Z;, i =1,--- ,p+ 1.

De fato, suponha H 4 G, com |H| = p*, k < n.

Como p|p*, pelo Lema de Cauchy, existe h € H tal que |h| = p. Logo h € Q1(G),
dessa forma H N Q4 (G) # 1 e temos que Z; < H.

Afirmacao 2. Se H contém dois Z;, : = 1,--- ,p+1.. Entao esse subgrupo contém
0(G).

Vimos que se H 4 G, entao Z; < H. Suponhamos que Z; < H, i # j,

Como Q(G) é um p-grupo abeliano elementar de ordem p?, é gerado por dois

elementos. Dessa forma, tomando h; € Z; e h; € Z;, temos que 4 (G) = (h;, h;), logo
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0 (G) < H.
Dessa forma, temos que: Se H 4 G e Z; < H, entdo Zﬂz yd ZQ,-’ se H4 Ge
01 (G) < H, temos que % yd % Logo,

0-5(8) ()

=1

(=
A~
Nf=
~——

i=1

pois, para i = p + 1, % é abeliano e y(%) = 0; sendo G’ < (@), y( ¢ ) = 0.

Q1(G)
Também:
Vamos analisar o quociente %, com?=1,---,p. Para ¢ = p, temos que
Lpn T _pn—2 - 75 —1+ n—3 ~
= (a,bla” =V =1a =a"" )= Mp
{b7) '
e V(M) =1.
parai=1,---,p— 1., Consideremos L,» = (a, ap”%ib) e entao,
Lp’n pn74i n—2 pn74i
> = (aZ;,a? '0Z;| |aZ;| = p" % aP '0Z;| = p)

e como Ly é regular:

Dessa forma,

szn = (aZi,a”" DZ) "7 7= (@7 = Zs (aZ) VB = a0 7)),
n—4. — n
ja que (aZ;)@ V% = (" Z; = a'*P" °Z.. Portanto, temos que szi = Myn—1, Como

v(Myn-1) = 1, concluimos que v(Lyn) = p.

= Seja G um grupo tal que v(G) = p. Pela propriedade (1), temos que: Tomando
‘G,‘ = pk7

p=v(G)>plk-1)+1 p>pk—p+1
2p > pk +1
2p —pk > 1

p(2—k) > 1.

R

Temos que 2 —k > 1/peentao k <2—1/pel <k < 2. O que implica que k = 1 e
portanto |G'| = p. Como consequéncia, temos que G é um grupo nilpotente de classe 2 e
regular. Desta forma, Sabendo que [z,y] € G' < Z(G) para x,y € G, temos,

1 =[z,y]? = [zP,y], e entdo 2P € Z(G). Logo ©Z(G) tem ordem p, e exp (%) =
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exp(h(G)) =pe |%| = p?, logo, por 2.10, temos que ’ ‘ = p?*. Por (P2) temos
que |G| = p", exp(Z(G)) = p° e N(G) =n —s. Se |G'| = p, entdo v(G ) > p)‘(G) 2 segue
que p > pMN@=2 e isto implica A(G) — 2 < 1, logo A(G) < 3. Seja |Z(G)| = p", temos que
s<r,dain—s>n—ren—r< 3 Como |G : Z(G)| = p™" temos que |G : Z(G)| < p?,
logo |G : Z(G)| = p*. Portanto = 7= Cp x G

Vamos supor que Z(G) é 01(311(:0. Sabemos que, |21(G) : & N Z(G)| < |G :
Z(@)| = p*. E entdo, |Q1(G)] = |U(G) : QN Z(G)|.| N Z(G)| < p?, ja que sendo o
centro ciclico, ele possui um tnico subgrupo de ordem p. Portanto |Q;(G)| < p3. Se vale
o (%Bmcg ‘ = )Z(G ‘ e portanto G = ©,(G)Z(G). Consequentemente,
21(G) é nao abeliano, visto que G é nao abeliano.

a igualdade, entao ‘

Vamos mostrar que dois subgrupos de ©;(G) sao conjugados em G se, e somente
se, eles s@o conjugados em € (G). De fato, sejam Hy, Hy < ;(G) conjugados, entdo existe
g € G tal que H; = Hj. E temos que g é da forma cz, com ¢ € Q;(G) e z € Z(G). Assim,
H, = (H$%) = (H})® = (Hs)“. Portanto H; e Hy sdo conjugados em $(G). Portanto,
temos que [ (GQ)| = p?, exp((G)) = p e é nao abeliano. Logo Q1(G) = E,z.

Segue que v(G) > v(Q1(G)) = p+1, o que é absurdo, pois ¥(G) = p por hipotese.
Portanto, | (GQ) : Q1(G) N Z(G)| # p* e temos duas opgdes para este indice, ou seja:

(G : UGN Z(G)|=pou |U(G): W(G)NZ(G)| =1.

Se |1 (G) : U (G)NZ(G)| = 1 entao, |1 (G)] = | (G)NZ(G)| = p. Isso implica
G tem um tunico subgrupo de ordem p e, como p # 2, temos por 1.29 que G é ciclico e
portanto abeliano. Absurdo!

Supondo agora que |Q(G) : Q1 (G)NZ(G)| = p, dessa forma | (G)] = p* e 0 (G)
¢ um p-grupo abeliano elementar. Logo, como Q1(G) N Z(G) C Q4(G), entao existe um
complemento T tal que, Q;(G) =T x (2:(G) N Z(G)). De modo anédlogo, como sabemos

que % ¢ p-grupo abeliano elementar e %‘ — ». Entdo existe um complemento
M 01(G (g
Z](WG) < Z(g) que nao esta contido em % tal que, (GG) _ Z](Vé’) % I(Z()G)( )

Logo, G = M((G)Z(G)) e como Z(G) < M, temos que G = MQ4(G) =
M(T x (21(G)N Z(G))) = MT, pois 1 (G) N Z(G) < M. E sabemos que T' < Q4 (G) e
NW(G)NM < Z(G), logoTNM < Z(G) e, entao, TNM <TnNZ(G) = 1. Portanto,
G=MxT.

Afirmacao 3: (M) = Q(G) N M tem ordem p.

De fato, como (G) = Q(T)U (M) e | (G)| = p?, se | (M)| = p?, entdo
|€2:(T")| = 1, o que é um absurdo. Por outro lado, também temos que |Q;(M)| # 1. Logo,
[0 (M)| = p.

Afirmagao 4: Como |G'| = p, entdo G = M.

Sabemos que M é ciclico, entdo existe m € M tal que M = (m) e |M| =p",n € N.

Sabemos também que |T| = p, logo, existe t € T' para o qual 7' = (t) . Entao temos que
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G = (m,t), com a seguinte apresentacao:
G = (m,tlm?" =" = 1;m" € (m)).

Precisamos saber como ¢ age em m.

Sabemos que M <G, logo m' =m", com r € N e [m,t] = m~*". Como |G'| = p,
Im™'| = p e entdo m"' € (m”"'). Logo [m,t] = (m”" ), com p { 1. Como | € Z,
e existe z € Z, tal que lz = 1 modp. Portanto [m,t*] = [m,t]* = (m*" )" = m?" " e
concluimos entao que,

G = (m, t"m"" = (") = 1;(m")* = m"7") = M.
Absurdo, pois, por hipétese, v(G) = p.

Assumiremos agora que Z(G) é nao ciclico. Desta forma, como |G'| = p, podemos
encontrar um subgrupo central Z = (z) de ordem p, tal que (z) N G’ = 1. Entao, em
24, v(G) > v(G/Z) > 1, pois G/Z & nao abeliano. Mas como sabemos que v(G) =
p, necessariamente v(G/Z) = 1 e portanto G/Z = My e G/Z é 2-gerado. Pondo
G/Z = (aZ,bZ) temos que G = (a,b)Z. Se escrevermos H = (a,b), entdo G = HZ. Se
HNZ =1, entao G = H x Z, o que implica, H = G/Z, logo H = My.-1 e, como Z = 7Z,,
G = My X Z,. Entao Z, = (z) e My = (a,b) com (b) 4 Myn-1, entdo temos que
(z'b) 4 G para todo i = {0,--- ,p—1} e (b,2) 4 G e temos que v(G) > p+ 1, o que é
impossivel, pois por hipotese, temos que v(G) = p.

Se HNZ # 1, entdo Z < He G = HZ = H. Como H = (a,b) temos que

‘%‘ — 12 ¢ como ‘%’ = p? e exp(3%5) = p e ¢(G) < Z(G), isso implica que
o(G) = 2(G).

Seja M um subgrupo maximal de G, entdo ¢(G) < M e |[M/¢(G)| = p. Logo
M/Z(G) é ciclico e portanto M ¢é abeliano. Como M ¢é arbitréario, temos que G é um
grupo minimal nao abeliano.

Se G nao é metaciclico, por 2, v(G) > p+ 1, absurdo. Entdo G é metaciclico e,

por 2, temos que GG tem a seguinte apresentacao:

G = <a’b‘apm = bpl = 1;ab = a1+Pm71>.

Se l =1, entao G = Mym e v(G) = 1, absurdo. Logo | > 2.
Seja C' = (b*°), sabendo que exp(G/Z(G)) = p, entdo W € Z(G) e logo b &
Z(G) e C é central em G, portanto C' < G. Dessa forma,

T _m =2 m—1 ~
G/C = {(a,bla”" =b" =1;a" =a'™" ) & Ln

e temos que v(G/C) = p.
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Dai, sendo v(G/C) = v(G) = p, temos que C' = 1.
Note que, b’ € Z e Z é ciclico de ordem p, entao W= 1. Portanto,

1

G={(a,bla”" =0 =1;a>=a""" )2 L,

Py

como desejavamos.

]

O resultado acima mostra que os grupos com v(G) = p sd@o uma generalizagao do

exemplo 2.6.



Capitulo 3

Caracterizacao de Grupos com p + 1
Classes de Conjugacao de Subgrupos

Nao-Normais

Neste capitulo, vamos provar o resultado principal contido no artigo [Br13|, e que
foi utilizado como referéncia das técnicas utilizadas na sua demonstragao. Primeiramente,

veremos alguns resultados importantes para o entendimento.

Defini¢ao 3.1 (Produto Central). Sejam H e K grupos, M < Z(H) e 0 um monomor-
fismo 0 : M — Z(K). Seja L o produto direto de H e K, isto é, L = H x K. Definimos
o conjunto D = {(m~*,0(m))| m € M}, pode-se observar que D é subgrupo normal de L
isomorfo a M. Definimos G o produto central de H e K amalgamado sobre M como o

grupo quociente, G := £ = HXK [ escrevemos como

D D
G=HxK.
Temos que:
° % ~ He % ~ K sao subgrupos normais de GG
HD ~ KD _ MD _ 9(M)D _,
e TN =="p =M
HD KD
*G={(p D)
entao, de fato GG é produto central interno de HTf) e %:
HD KD
G=—x—.
D D

Em 2013, Brandl [Br13|, mostrou que um p-grupo finito, p primo impar, com

v(G) = p+ 1 se pode construir a partir do exemplo 2.7, usando o produto central:

Teorema 3.2. Sejam p um primo impar e n > 3. Seja H um grupo nao abeliano de
ordem p* e expoente p, H = E,s. Sejam K = Zyn—2, o grupo ciclico de ordem p™~2 e
Q1 (K) o unico subgrupo de K de ordem p. Seja G = Dyn := H x K onde Z(H) e (K)

sao amalgamados. Entao v(G) =p+ 1.
30
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Demonstragao. Observemos que, como H =2 E,s, H é p-grupo de classe maximal, Z(H) =
H' de ordem p, pois sabemos que E,3 é um p grupo extra-especial, como vimos no primeiro
capitulo.

Como |Z(H)| = p temos que Z(H) = Z, e, por defini¢ao, ;(K) = Z,. Dessa

forma, existe um isomorfismo
0 Z(H) — ((K)
e D={(z"1,60(z))| z € Z,}. Portanto,

Hx K ~ Ep3 X anfz
D D’ ’

Obs.: Note que, quando dizemos que dois subgrupos sao amalgamados, temos

G:Dp'rg

que no quociente os grupos sao identificados através ds isomorfirmos 6.

Como 4 (K) < Z(G), temos que G' = E7;. Isto implica que, |G'| = p e portanto
c(G) =2.

Seja S subgrupo de G nao normal. Se S’ # 1, entdo temos que S’ = G, ja
que S’ < G'. Dessa forma, se |G'| = p entao G' < Z(G) e G' = 5" < S, logo S < G,
contradigao. Portanto, S é abeliano e U1(S5) < U1(G) < Z(G).

Observemos que Z(H x K) = Z(H) x K = Z, X Zy—2, entdao Z(G) = W é
ciclico.

Se U1(S) # 1, entao |U1(S)] > p e U1(5) < Z(G), logo, G' = 0 (Z(G)) < Uy(S).
Portanto, G’ < S e temos uma contradigao, novamente. Logo U;(S) = 1 e todo subgrupo
nao normal de G ¢é abeliano elementar. Concluimos que S < ©,(G) = H. Mas sabemos
que H = E;3 contém p+1 classes de conjugacao de subgrupos ciclicos que sao nao normais
em G. Todos subgrupos de ordem p? de H contém G’ e portanto sao normais com G.
Portanto v(G) = p + 1. O

Observe que para n = 3 o grupo D, definido no teorema acima ¢ exatamente o
grupo do exemplo 2.7, E3.

A inclusao inversa, ou seja, a parte que diz que, dado um grupo G tal que v(G) =
p + 1, podemos concluir que G = D,», com p > 2 e r > 3 serd demonstrada no proximo
capitulo, onde provaremos o resultado geral do artigo de R. Brandl [Br13|, que é nosso

objetivo geral.



Capitulo 4

Classificacao de Grupos com até p + 1
Classes de Conjugacao de Subgrupos

Nao-Normais

A luz dos resultados vistos nos capitulos anteriores, temos que a classificacdo dos
p-grupos finitos, p impar, com v(G) < p+ 1 pode ser resumida pelo seguinte teorema de
[Br13]:

Teorema 4.1 (Brandl). Seja G um p-grupo de ordem p" com p > 2. Se v(G) < p+ 1,

entao G possui uma das sequintes caracteristicas:

(1) G € abeliano;

(i) V(G) =1 e G= My = (a,b|a” = =1,a>=a*"7) (n>3);
(

(iii) V(G) =p € G = Lyn = (a,b | a? " =" =1,a" = a™"7), (n > 4);
n—2

(w) v(G) =p+1eG = Dy = (z,y,ylz? =y = 2P
yz""3 (n > 3).

= [[E,Z] = [y,Z] = Ly" =

Observagao 4.2. Nao existe um grupo G de ordem p? tal que v(G) = p.

Antes de provar esse Teorema, vamos conhecer alguns resultados que serao essen-
ciais para a demonstracgao.

Vimos que La Heye e Rhemtula provaram que: (também valido para p = 2) Se
G é p-grupo entao v(G) < 1 ou v(G) > p.

Este proximo resultado classifica p-grupos finitos que tem um subgrupo ciclico

maximal e pode ser encontrado em [Ro06:

Lema 4.3. Um grupo de ordem p" tem um subgrupo ciclio mazximal se, e somente se, é

algum dos sequintes:

(1) Um grupo ciclico de ordem p';

(ii) Um produto direto de um grupo ciclico de ordem p"*

32

e outro de ordem p;
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r—1 T—2
(iii) {a,b| a? =1 =W, a> = a'™P"") = M
(iv) O grupo diedral Dan e n > 3;
(v) O grupo quatérnio generalizado Qan,n > 3;

(vi) O grupo semi diedral (a,b] a* " =1=10%a"=a®"""1),n>3.
O resultado seguinte esta devidamente provado no livro do Huppert [BH67]:

Lema 4.4. Seja G um p-grupo nao abeliano de ordem p™, p > 3. Suponha que todo
subgrupo minimal abeliano de G pode ser gerado com no mdximo dois elementos. Entao

G pertence a uma dos trés sequintes classes:
(i) G € metaciclico;

(i) G = (z,y,yl|z? = y* = T = [z,2] = [y,2] = ;4" = y2"3) = Dyn; G € também
o produto central de wm grupo nao abeliano de ordem p* e expoente p, Eys = (x,y). E
k= (z), |k =p"? e os subgrupos E 5 e Q1(k) sao identificados.

n—2

xT

(iii) G = (z,y,z|a? = y? = 27" = [y, 2] = Liy" = yz®" " 2" =yz). Comn >4 es=1

ou s nao quadrado mod p.

Observacao 4.5. [BH67/, (pdg.346;12.5) Para p = 3, além dos grupos da lista do teorema

4.4, temos que adictonar alguns grupos de classe maximal.

Lema 4.6. Seja G um grupo de ordem p", r > 3 e p primo impar. Suponha que todo
quociente proprio de G € abeliano. Entao G € abeliano, G = My, G = D, ou v(G) >
p+ 2.

Demonstracao. Se GG é abeliano, ja obtemos o resultado. Vamos assumir que G é nao
abeliano e para todo M < G, G/M é abeliano e entdao G’ < M. Se G' # 1, entao G' < G.
Como G’ < M, temos que G’ é normal minimalem G e, portanto, G’ < Z(G). e |G'| = p.

Como G’ é o tnico subgrupo normal minimal de G, temos que Z(G) 86 tem um
subgrupo de ordem p, logo Z(G) ¢ ciclico. Sendo [zP,y] = [z, y]?, temos que U;(G) <
Z(G).

Por outro lado, como o derivado é ciclico, temos que G é p-grupo regular e vale
|61(G)| = |G : Q(G)], por 1.62. Seja |2;(G)| = p°. Primeiro se e = 1, G é ciclico.
Seja e = 2, pela propriedade dos p-grupos regulares citada anteriormente, temos que,
[01(G) = |G- (G| =p 2.

Sabemos que se |G : Z(G)| = p, entdo G/Z(G) é ciclico e G é abeliano por 1.29.
Como |G : U1(G)| = p?, e U1(G) < Z(G) temos que U1(G) = Z(G). Como Z(G) é ciclico,
temos que U1 (G) = (¢”), para algum g € G.

r—1

Dai, como o(g?) = p"~2 temos o(g) = p" !, e entao G contém um subgrupo ciclico

de indice p e pelo Lema 2.3, G = M,,r.
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Agora, seja e > 3. Se G contém um subgrupo abeliano elementar normal T de
ordem p?, entao T possui p* + p + 1 subgrupos de ordem p, mas como G’ < T é normal
em G, entdao p® + p subgrupos de T sido nao normais em G. Seja H < T, com |H| =pe
H 4 G. Paratodo g€ G, HI <T9=T.

Seja x € G, entao |[z]c,| = {97 zg| g € G} = {z[z,g]lg € G} < |G| = p. Logo
I[{(z)]ce| = p e temos, f‘% = p+ 1 classes de conjugacao de comprimento p. Se todos
os subgrupos de T' de ordem p? fossem normais em G, terfamos que as todas intersecoes
também seriam normais em . Entao todos subgrupos de ordem p seriam normais. Segue
que existe um subgrupo nao normal de ordem p*. Logo v(G) >p+1+1=p+2.

Dessa forma podemos supor que, todo subgrupo normal abeliano de G seré gerado
por 2 elementos. E, pelo Lema 4.4, para p > 3, temos trés possibilidades:

Primeiro, se G é metaciclico, entao existe um subgrupo ciclico H = (h) de G tal
que G/H é ciclico. Entao, G’ < H e como G’ é ciclico, temos que G é regular, isto implica
1Q1(G)| = |G : U1(G)]. Como G/H = (gH), temos que G = (g,h) e %

de expoente p e sendo G' < (@), abeliano. Portanto |Ul((;G)| = p?, entao |Q(G)| = p?.

é 2-gerado

Neste caso, e = 2 e ja vimos este caso anteriormente.
Segundo, temos que G = (x,y, z|aP = yP = 2 = ly,z] = L;y* = Y. P =
yz), ou seja G = ((y) x (2)) x (x). Dessa forma, G' = ([y, z], [z, z])¢ = (2" y) ndo é

ciclico, e isto contradiz a hipotese.

Logo, G = (z,y,z|a? = y? = 2" = [2,2] = [y,2] = Liy* = yz*""), isto &,
G = ((y) x (2)) @ (x). Como (z) < Z(G), concluimos que G = D,.
Se p = 3, pela Observacao 4.5, temos que adicionar alguns grupos de classe

maximal & lista anterior, mas como G tem classe 2 a tnica possibilidade ¢ que |G| = p*.
Entao G = Eps ou G = M. O

Este teorema encontra-se em [Br10], bem como sua prova.

Lema 4.7. Seja p primo, seja H = My—1 onder >4, sep>2en>5sep=2. Além
disso, seja G = H x C, sendo C = (c) o grupo ciclico de ordem p, entio v(G) = 2p.

T—2

Demonstragio. Seja H = (a,b] a? "~ =W =1, a® = """}, Como, para todo K < G,
temos que Uy (K) < U1(G) < (a?) se Uy (K) # {1}, sendo G' = (a” ), entdo K N G’ #
{1}, < KeK <G. Se K 4G, entao K? = 1, isto implica, K < Q,(G) = (a*" ", b,¢) =
(a” ) x (b) x (), |0 (G)| = p* e Q1(G) tem p* + p + 1 subgrupos de ordem p.

Se H < O4(G), com |H| = p, entdo H < G se, e somente se, H < Z(G) =
(a” ") x {c), logo H < Z(G) NN (G) = QU (Z(G)). Em Q(G) temos p + 1 subgrupos
centrais , logo normais, e p? subgrupos nao normais.

Suponhamos agora que H 4 G. Como Ng(H) > (H,Z(G)) e HNZ(G) = 1,logo

|H x Z(G)| =p"' <|Ng(H)| <,
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donde |G : Ng(H)| = p e cada subgrupo nao normal tem p conjugados. Assim, temos p;f
classes de conjugacao.

Seja |K| = p?, tal que K < Qy(G) = (a” ) x (b) x (¢). Suponha K < G, entéio
KNZ(G) #1, KN (Z(G) #1 e % (Z(G)) = (a” ") x (¢). Dessa forma, temos que
KNQ(G) = (a” "i¢) com, 0<i<p—1ou KNZ(G) = (a" ") =G Se KnNZ(G) =
(a”ic) temos a? (KN Z(G) = ¢ (KN Z(G)) e (¢(KNZ(G))) = < PR N Z(G))).
Entao ng(G) = (@,bla”" " = =1, = atr’) = Mpr 1, e KHZ(G) < ng(G) se, e
somente se, #(G) = (@ (KN Z(@Q)) e K = (a” ", ca? 1) = (a” ", ¢), segue que
G' < K. Como os subgrupos de Q;(G) que contém G’ sao p + 1 e temos p*> +p + 1

subgrupos de ordem p?, entdao p?> +p + 1 — p — 1 = p? sdo nao-normais.
Agora, Ng(K) > (K, Z(G)) = Z(G), implica, |G : Ng(K)| < p, logo |G :
Ng(K)| = p e cada classe tem p elementos. Entao sao p?/p classes. Portanto, temos p

classes de ordem p e p classes de ordem p? e concluimos que v(G) = 2p. O

Lema 4.8. Seja G um grupo de ordem p”, com r > 4, p > 2. Assuma que v(G/M) < p,

para todo subgrupo normal minimal M de G, e existe um subgrupo normal minimal N < G

tal que G/N = . Entao G = Ly ou v(G) = 2p.
Demonstragio. Seja G/N = (aN) x (bN) = M1, onde o(aN) = p"~2 e o(bN) = p,
temos a” = € N e a?" = 1. Se o(a) = p"!, entdo G contém um subgrupo de indice

p, isto é, possui um subgrupo ciclico maximal e entao, pela classificacao de tal grupo,
apresentada anteriormente, temos que G = M-, e isso é uma contradigao, pois todo
quociente de M, é abeliano.

Dessa forma, o(a) = p"~2. Como a”"° ¢ N, segue que (a) N N = {1}. Dessa
forma, definamos A = (N,a) = N x (a) e A, = A" * = (a” ). Como A é normal em G,
temos que A, também ¢é normal em G e |A,| =p

Vamos estudar os casos em que (a) é normal e o caso em que nao ¢ normal.

{9 >

Primeiro assumindo que (a) ndo ¢ normal em G, temos entao que ;- é também

nio-normal em < logo < 7 hao ¢ abeliano e como 1/( ~) < p, concluimos que y( -) =1
e portanto A% = Mprﬂ e isto implica % ter ordem p, logo o(a) = p?, mas, como vimos,
o(a) = p"2, logo |G| = p" = p* e, pela classificacdo de grupos de ordem p*, em [BH67],
temos que G = L

Agora, considerando (a) normal em G. Seja H = (a,b), entdo G = (a,b, N) =
HN, sendo N < Z(G). Se HN'N =1, temos que G = H x N, como & = M1,

a
N p
concluimos que = H = My e, como N = (), pelo lema 4.7 temos que 1/(

) = 2p.
Se HNN = N, entao H=G e G = {a,b) = (a)(b). Como |G| =p", |a| =p % e
|b] < p?, se [{a) N (b)| > p terfamos que |G| < p". Logo |b] =p* e G = (a> x (b).
Vamos olhar a agéo de a sobre b.
Sabemos que & = (aN) x (bN) e (aN)* = (aN)"*7"*. Entéo existe um n € N

tal que a® = a'*P"" dn € (a), implica que n € N N {a) = {1}, entdo a® = a'**" " e
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G2 Ly O
Lema 4.9. Seja G um p-grupo metaciclico, com p > 2.

(i) Se |Q0(G)| =p?, entao G = Zy, X Zyr—1 ou G = My;

(ii) Se |Qa(G)| = p*, entdo, para todo elemento v € G com o(x) = p, existe y € G com
x = yP.

Demonstracao.

(i) Como G é metaciclico, com p # 2, temos que, G’ é ciclico e entdo G é regular e

|2, (G)| = p*. Sabemos que Ql(%) = gfgg;, e |Q(GQ)| = p?, logo Ql(%) tem ordem
P

Como p # 2, isto implica G/Q4(G) ser ciclico, Seja b2 (G) um gerador. Seja
|G| = p", dessa forma, o(b) > p"~2. Se o(b) = p"~%,entao (b) NQ(G) = {1}, que é absurdo!

r—1

Portanto o(b) = p"~' e, pelo Lema 4.3, G = (a,b) com o(a) = p. Logo, G = Z,, X Z,1 se
G ¢ abeliano ou G = M, se G nao ¢ abeliano.

(ii) Por hipétese, o grupo K = Qy(G) tem ordem p*. Sendo G regular e exp(K) = p°.

Como K ¢é metaciclico, existe (a) < K, tal que K/(a) é ciclico. Entao K/(a) =
(b{a)), logo, K = {(a,b). Por outro lado, se |[(a) N (b)| > 1, temos |K| < p*. Portanto,
[{a)N(b)| = {1} e K = (a) x(b), ambos elementos a, b com ordem p?, e, pela caractericagao
de grupos de ordem p* encontrada em [BH67|: K = Z,» X Z,2 ou K = L,p.

Se K = Zyp XLy = (a) x (b) e Qi (K) = {(a"0™)?| m,n € {0,--- ,p—1}} e entao,
para todo g € ;(G), existe =¥ tal que y = aP.

Se K 2 Ly» = (a,b| a” = W = 1;a" = a'*?), temos que Q,(G) = O ({a))Q, ((b)) =
(aP)(bP) = (a?b?) = {(a™b™)?| m,n € {0,--- ,p — 1}}. E obtemos o resultado.

[

Lema 4.10. Seja |G| = p", comr > 5 ep > 2. Assuma que v(G/M) < p, para todo

subgrupo normal minimal M < G e que existe um subgrupo normal minimal N < G com
G/N = Ly—1. Entao v(G) > p+ 2.

Demonstragio. G/N = L1 = (aN) x (bN), com o(aN) = p"~3 e o(bN) = p*. Sejam
H,/N,---,H,/N representantes para as classes de conjugagao de subgrupos nao normais
de G/N. Pela estrutura de G/N, temos que |H;| = p?, para todo ¢ = {1,--- , p}.

Vamos analisar dois casos: quando (a) ¢ normal em G e quando (a) é ndo normal
em G.

Caso 1: Suponha (a) normal em G.

Seja H = {(a,b), entao G = (a,b,N) = HN. Se H #+ G, entao HNN =1 e
G=HxN,com H=G/N = L. Logo, G = Lyr-1 X Z,.

Sejam (7, - -+, C, subgrupos nao-normais e nao conjugados de H. Entao

Ci,-+-,Cp,Ci x N,--- ,C, x N
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sao dois a dois nao-normais e nao conjugados, pois C; e C; nao sao conjugados, para
i # j, pois |C;] = p? e |C; x N| = p? logo C; nao é conjugado com C; x N, para todo i, j,
portanto v(G) > 2p.

Se G = H = (a,b), com (a) <G, temos que G é metaciclico e Qy(G) = p* ou p*.
Suponha que G possui subgrupos nao-normais de ordem p e existe 1" subgrupo ciclico de
ordem p? tal que S < T, isto é, S = T?. Como S 4 G, entdao T 4 G, temos que S e
T nao sao conjugados com H;, visto que |H;| = p3. Portanto, temos que S, T, Hy, - - , H,
sao subgrupos nao-normais e nao conjugados e entdo v(G) > p+2. Se S nao esta contido
em um subgrupo ciclico de ordem p?, pelo Lema 4.9, temos que G = M-, mas isto nao
pode ocorrer, ja que estamos supondo que existe um subgrupo normal minimal N, tal que
V(G/N) = Lyr-.

Entao todo S de ordem p é normal em G. Temos que, S < Z(G) e isto implica
que ;(G) < Z(G). Como G & metaciclico, temos que G' < (a), logo G’ ¢ ciclico. Mas
Q1(G) nao é ciclico entdo podemos escolher um subgrupo normal minimal M < G tal que
G'NM = {1}.

Sabemos que v(G/M) < p, temos que v(G/M) = 0,1, p.

Se v(G/M) = 0, entao (G/M) = {1}

Se v(G/M) =1, entao G/M = M, e |(G/M)'| =p

E, se v(G/M) = p, temos que G/M = Lpr e |(G/M)'| = p. Log, (G/M)'| < p;
isto implica \GITM\ < p e, entao, ]%IC;J = |G'/{1}| = |G’| = p. Portanto, |G'| = p.

Seja S um subgrupo nao ciclico de G. Entao [Q(5)| > p?. Como |Q(G)| = p?,
temos que ;(5) = Q(G) e G' < Q(G) = Q(S) implica G' < S e S < G. Por outro
lado, temos que 4 (G) = Z, x Z,, e 1(G) possui p + 1 subgrupos. Como G’ < Q,(G) e
N < Q4(G), chamaremos os p — 1 restantes como Z;, i = 2,---,p. Parai = {2,--- | p},
escolhamos % < Z% Como G/Z; & nao abeliano, entao existe % 4 G/Z;.

Se S; ndo ¢ ciclico, entdo S; 4 G, contradicdo. Entao, S; é ciclico, para todo
i ={2,---,p} e Z; & o tnico subgrupo de ordem p, para i fixado. Se S; = Sj‘»’, entao
Zy = Zs, contradizendo o que vimos. Logo [Si|c, # [Si]cy, com i # j, comi=2,--- ;pe
temos p — 1 classes. Lembrando que temos H; - -- Hy, nao conjugados com S - - - S, segue
v(G)>p+p—1=2p—12>p+2, parap > 2.

Caso2: (a) é ndo-normal em G.

Sabemos que (aN) < G/N e Hi/N,---,H,/N sao representantes das classes de
subgrupos nao normais de G/N, logo (aN) ¢ [H;/N]c,,,, para todo i, e isto implica que,
(a) ¢ [Hj]., € entdo v(G) > p+ 1.

Suponha que exista j tal que H; nao é ciclico. Para todo y € H;, se (y) <G,
temos que H; < G, entéo existe um ciclico C 4 G, com C < H;. Como C' S H;, temos
que |c| # |H;|. Logo, v(G) > p+1+1=p+2.

Se H; ¢é ciclico para todo i e se existe S, com |S| = p tal que S 4 G e, como |H;| =

p3, [{a)| > p? e |S| = p ndo sao conjugados, entdo v(G) > p+2. Se todos S de ordem p sdo
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normais em G, entao 4 (G) < Z(G). Sejam Zy, - - - , Z, 41 subgrupos normais minimais de
G. Se existe i # j tal que G/Z; e G/Z; sao abelianos, temos G' < Z; N Z; = {1} e G
abeliano, que é uma contradi¢@o. Isto implica no maximo existir j tal que G/Z; é abeliano
e, para todo ¢ # j G/Z; é nao-abeliano. Como p > 2, temos que p+ 1 > 3 e podemos
escolher um subgrupo normal Z € G tal que Z € {Zy,--- , Z, 11} \ {Z;, N, ((a))}}.
Como G/Z ¢ nao abeliano existe U/Z 4 G/Z com U 4 G. Sabemos que H; &
ciclico, isto implica N ser o tnico subgrupo de H; de ordem p. Entao Z £ H; e Z £ HY.
Como Z < U e U nao é conjugado com H;, do mesmo modo, como (a) é ciclico, temos
que ©4({(a)) é o tnico subgrupo de ordem p de (a) e Z # Q1({a)). Se U fosse conjugado
com (a), entao terfamos Z < (a), o que é absurdo! Entao U, (a), H; nao sdo conjugados,
para todo, i = 1,--- ,p. Portanto v(G) > p + 2.
]

Finalmente, agora estamos aptos para provar nosso teorema de classificacao de

todos os grupos G com ordem v(G) < p+ 1, onde p denota um ntmero primo.

Teorema 4.11 (Brandl). Seja G um p-grupo de ordem p” com p > 2. Se v(G) < p+1,
entio G possui uma das sequintes caracteristicas:

(1) G é abeliano;

(i) v(G)=1eG=M@P*) = (a,b|a” " =W =1a"=a*") (n>3);
(iii) V(G) =p e G = L(p") = (a,b | a”" " =" =1,a> = a7, (n > 4)
(iv) V(@) =p+1eG=Dp") = (z,y,yla? =y = 2" = [2,2] = [y,2] = Ly =
yz""3 (n > 3).

Demonstracao. Faremos inducao sobre r. Se r < 2, G é abeliano. Se r = 3, entao G é
abeliano, G = M,s ou G = E,3 = D,3. Entao, assumiremos r > 4.

Seja N um subgrupo normal minimal de G, entao temos que v(G/N) < p+1 e,
por indugdo, G/N é um dos tipos (i), (i), (¢i7) ou (iv).

Suponha por absurdo que v(G/N) = p + 1, entdo como v(G) = p + 1, podemos
observar que todos subgrupos nao normais de GG contém N. Logo, todos subgrupos nao
normais de G tem interssecao nao trivial. Por 2.4, temos p = 2, o que contradiz nossa
hipotese. Portanto, nés temos que v(G/N) < p e G/N 2 D,—1. Entao um dos seguintes
casos pode ocorrer:

Caso 1: Todo quociente proprio G/N é abeliano;

Caso 2: Existe quociente proprio nao abeliano e para todo M < G, minimal,
temos que v(G/N) < p;

Caso 3 Existe quociente proprio nao abeliano e existe N < G, minimal, tal que
v(G/N)=pe|§| >p*e|G]>p°.

No caso 1, pelo lema em 4.6, temos que G ¢ abeliano, G = M,» ou G = D,.

No caso 2, usando o lema 4.8 que G = L,». Se r = 4, o caso 3 nao acontece porque nao
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existe um grupo de ordem p?® e v(G) = p. Se r > 5 o lema 4.10 afirma que o caso 3 nio

acontece. Desta forma, completamos a demonstragao. O

A tabela abaixo resume o que foi feito, até o momento, de pesquisas nesta area.

Hipoteses Autor e Ano Resultado
v(G)=0 Dedekind; Baer G abeliano, G = Qg x A x B
v(G) =1 Brandl R.; 95 G = Mpyn
v(G)=pep>2 Fernandéz A.; Leire L.; 10 G=Lnn>4
v(G)=p+lep>2 Brandl R.; 2013 G=Dypn>3

Desse modo, o caso em que v(G) > p+ 1 ainda nao é conhecida uma caracteriza-
¢ao0, tampouco se existe alguma ’salto’ no niimero das classes de conjugacao de subgrupos

nao-normais. Restando assim, muito ainda para ser pesquisado.



Consideracoes Finais

O objetivo geral deste trabalho foi classificar os p-grupos finitos que possuem
"poucas"classes de conjugagao de subgrupos que nao sdo normais, isto é, quando v(G) <
p+ 1, e sendo p um primo impar. O caso em que p = 2 ainda estd em aberto e fica
com uma sugestao para trabalhos futuros. O estudo de classificacao de p-grupos finitos
com poucas classes de conjugacao de subgrupos nao-normais requer detalhes de todos
0S casos provaveis para que possa ser tirada uma conclusao geral, por isso, é um estudo
muito complexo que possui ainda muitas coisas a serem descobertas. Também temos

como sugestao a caracterizagao do grupo G quando v(G) = p + 2.
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