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Salvador, 2015.
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banca, Vı́tor Araújo e Teófilo Nascimento), aos meus coleguinhas “da 18” que viraram

famı́lia ao final, devo minha vida e minha formação a vocês (não colocarei nomes por
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i

Resumo

Apresentamos uma nova aplicação do recentemente popularizado método de acopla-

mentos (ou transporte otimal) para obter decaimento exponencial de correlações. A modo

de introdução, enunciamos os teoremas de Perron-Frobenius e de Ruelle, como versões pre-

vias ao nosso resultado e como objetos de comparação. Nosso objetivo é provar o teorema

de Ruelle num contexto mais geral como sendo as cadeias contáveis topológicas de Markov

randomizadas (completas), para isso vamos introduzir o método de acoplamentos que faz

uso de uma contração da métrica de Wasserstein sobre as medidas de probabilidade defini-

das num espaço de full-shift aleatório. Vamos ver que tal método mostra varias vantagens

em relação aos clássicos métodos conhecidos para provar decaimento de correlações.



ii

Abstract

We present a new application of the recently popularized coupling method (or optimal

transport) in order to get exponential decay of correlations. As an introduction, we will

state the theorems of Perron-Frobenius and Ruelle for comparison to our result. Our

goal is to prove Ruelle’s theorem in the a broader context of random countable Markov

chains, for this we’ll introduce the coupling method. This method uses a contraction

in the Wasserstein metric on probability measures defined in a random full-shift space.

We will see that this method shows several advantages over classical methods known for

proving decay of correlations.
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Glossário

(B)i,j o coeficiente na posição (i, j) da matriz B ;

(ai,j)
N
i,j=1 uma matriz de dimensão N × N , cujo coefi-

ciente na posição (i, j) é ai,j ;

(v)i a coordenada na posição i do vetor v ;

MN(C) o conjunto das matrizes de dimensão N × N
com coeficientes em C ;

MN(R) o conjunto das matrizes de dimensão N × N
com coeficientes em R ;

diam(A) sup{d(x, y) : x, y ∈ A}, onde d é uma métrica ;

ess-inf f sup
{
t ∈ R : P[f−1(−∞, t)] = 0

}
, onde (Ω,P)

é um espaço de medida e f : Ω→ R mens. ;

ess-sup f inf
{
t ∈ R : P[f−1(t,∞)] = 0

}
, onde (Ω,P) é

um espaço de medida e f : Ω→ R mens. ;

N0 o conjunto N ∪ {0} ;

mdc(A) max{k ∈ N : k divide a m, ∀m ∈ A}, onde

A ⊂ Z ;

suppµ
{
x ∈ X : ∃Nx ∈ B vizinhança de x tal que

µ(Nx) > 0
}

, onde (X,B, µ) é um espaço de

medida e B os borelianos sobre o espaço X ;

v



Caṕıtulo 1

Introdução geral

Dada uma matriz A não negativa, o teorema de Perron-Frobenius diz que A possui

um autovalor real, positivo e maximal. Existem vários casos em que um sistema dinâmico

define uma ação natural sobre um espaço de funções, em particular, quando o sistema

dinâmico que estudamos é dado pelo shift, nossa ação natural sobre um certo espaço de

funções é exatamente o operador de Ruelle, o qual deve ser restrito a um certo espaço de

Banach para obter propriedades parecidas às da matriz A ≥ 0. A relação entre os resulta-

dos de Perron e de Ruelle é dada pela matriz de transição que define o sistema dinâmico

do subshift (de tipo finito), pois se tal matriz é topologicamente mixing temos que para

alguma potência ela é positiva, portanto, ela é aperiódica (hipótese forte do teorema de

Perron). Desta forma, fica claro que um teorema é a motivação do outro e em certo sen-

tido, também é uma generalização do outro. De fato, o teorema de Perron-Frobenius é um

resultado para uma matriz não negativa de dimensão finita, a qual pode ser vista como

um operador Ruelle associado a um potencial localmente constante, enquanto o teorema

de Ruelle-Sarig é um resultado para um operador quase compacto agindo em um espaço

de dimensão infinita associado a um potencial Hölder cont́ınuo. Isto explica também a

similitude de algumas das aplicações destos teoremas, como por exemplo, a construção de

medidas/densidades invariantes.

Nosso objetivo principal neste trabalho será enunciar uma generalização dos teoremas

anteriores no contexto de fibrados, provar tal resultado usando o método de acoplamentos

e concluir que o método de cones (usualmente usado para provar o teorema de Perron)

não é um método adequado para este caso, pois precisa de uma sofisticada adaptação para

sua utilização sobre um fibrado aleatório. Neste primeiro caṕıtulo enunciamos o teorema

de Perron-Frobenius e explicamos o método espectral clássico dos cones de Birkhoff para

provar decaimento de correlações. Isso vai permitir-nos fazer uma pequena comparação

em relação ao método de acoplamentos explicado no caṕıtulo 2. É bom deixar claro que

não vamos aprofundar na adaptação do método de cones em fibrados, só vamos explicar

o método clássico usado para mostrar o teorema de Perron (para ver uma adaptação em

fibrados veja [1]).
1
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1.1 Enunciado do teorema de Perron-Frobenius

O teorema de Perron-Frobenius descreve as propriedades dos autovalores maximais e

dos autovetores correspondentes quando A é uma matriz quadrada com entradas reais não

negativas. Um autovalor maximal real ou complexo λ∗ de uma matriz A =
(
ai,j
)N
i,j=1
∈

MN

(
C
)

é tal que |λ| ≤ |λ∗| para cada autovalor λ de A. Além disso, uma matriz A é

não negativa se ai,j ∈ R e ai,j ≥ 0 para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , N} (que denotamos por

A ≥ 0), e positiva se ai,j ∈ R e ai,j > 0 para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , N} (que denotamos

por A > 0). A matriz A é chamada irredut́ıvel se

∀ i, j ∈ {1, 2, . . . , N} ∃ mi,j ∈ N :
(
Ami,j

)
i,j
> 0 ,

isto é, o coeficiente na posição (i, j) da matriz Ami,j é positivo. Se i ∈ {1, 2, . . . , N} é tal

que
(
An
)
i,i

= 0 para cada n ∈ N, então i é chamado um estado desviado . Além disso,

A é chamada aperiódica se existe M ∈ N tal que AM > 0.

1 Definição: Seja A ∈ MN

(
C
)

uma matriz irredut́ıvel e não negativa. Para cada j ∈
{1, 2, . . . , N} definimos o peŕıodo q(j) como

q(j) = mdc
{
n ;
(
An
)
j,j
> 0
}
.

Dizemos que A é uma matriz q-periódica se q = q(j) para cada j ∈ {1, 2, . . . , N} (isto

é, o peŕıodo q(j) não depende de j).

1 Exemplo: Considere A ∈MN

(
R
)

dada por:

A =


0 A1 0 . . . 0

0 0 A2 . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Aq−1

Aq 0 0 . . . 0

 (1.1)

onde q ≥ 2 e Aj ∈ Mm(C) para cada j ∈ {1, 2, . . . , q} são matrices não negativas (com

qm = N) tais que cada produto circular

j+q−1 (mod q)∏
l=j

Al ,

é uma matriz aperiódica para todo j ∈ {1, 2, . . . , q}. A matriz A definida assim é q-

periódica e irredut́ıvel, de fato, basta notar que

Aq =



q (mod q)∏
l=1

Al 0 · · · 0

0
q+1 (mod q)∏

l=2

Al · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · ·
2q−1 (mod q)∏

l=q

Al
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Como todo produto circular é aperiódico, existem k1, k2, . . . , kq ∈ N tais quej+q−1 (mod q)∏
l=j

Al

kj é uma matriz positiva para cada j ∈ {1, 2, . . . , q}.

Seja k = max{ki : i = 1, 2, . . . , q}, então temos que Aqk é uma matriz com cada bloco

(de dimensão m×m) na sua diagonal positivo. Assim, para cada par i, j ∈ {1, 2, . . . , N}
existe n ∈ N tal que

(
Aqk+n

)
i,j
> 0, isto mostra que A é irredut́ıvel. O fato de que A é

q-periódica segue da seguinte proposição.

1 Proposição: Seja A ∈ MN

(
C
)

uma matriz irredut́ıvel não negativa e sejam os peŕıodos

q(j), com j ∈ {1, 2, . . . , N} (veja a definição 1). Então, q = q(j) não depende de j e,

A é aperiódica ⇔ q = 1 .

Se q ≥ 2, dizemos que q é o peŕıodo da matriz irredut́ıvel A.

Prova: Primeiro provemos que o periodo q(j) não depende de j. Como A é irredut́ıvel

existem mi,j,mj,i ∈ N tais que (Ami,j)i,j > 0 e (Amj,i)j,i > 0. Dado m ∈ N, temos que

(Ami,j+m+mj,i)i,i =
N∑

k,l=1

(Ami,j)i,k(A
m)k,l(A

mj,i)l,i ≥ (Ami,j)i,j(A
m)j,j(A

mj,i)j,i .

Assim, concluimos que (Am)j,j > 0 ⇒ (Ami,j+m+mj,i)i,i > 0, em outras palavras, se q(j)

divide m então q(i) divide mi,j +m+mj,i. Agora, suponha que (Ami,j+m+mj,i)i,i > 0, por

um argumento similar ao anterior, temos que

(A2mi,j+m+2mj,i)j,j ≥ (Ami,j)i,j(A
mi,j+m+mj,i)i,i(A

mj,i)j,i > 0 .

Indutivamente obtemos (Akmi,j+m+kmj,i)j,j > 0 para cada k ∈ N, portanto, q(j) divide

k(mi,j +mj,i) +m para cada k ∈ N. Concluimos então que q(j) divide mi,j +mj,i e q(j)

divide m. Pela simetria do argumento anterior, temos que q(i) divide m se e somente se

q(j) divide mi,j +m+mj,i, portanto, q := q(j) não depende de j.

(⇒) Suponha que A é aperiódica, então existe M ∈ N tal que Ak > 0 para cada

k ≥M , assim o periodo q de A divide a cada k ≥M , portanto, q = 1.

(⇐) Seja D(j) :=
{
n ≥ 1 : (An)j,j > 0

}
. Por hipótese, temos que mdc

[
D(j)

]
= q = 1

e pela identidade de Bezout, existem n1, n2, . . . , nm ∈ D(j) e a1, a2, . . . , am ∈ Z tais que

m∑
i=1

ai ni = 1 .

Sem perda de generalidade, vamos supor que existe um inteiro positivo k ≤ m tal que

ai > 0 para cada i ≤ k, e ai < 0 em outro caso. Então, deste modo temos que

K :=
m∑

i=k+1

|ai|ni ⇒ K + 1 =
k∑
i=1

ai ni .
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Como D(j) é fechado por somas e cada ni ∈ D(j), temos que K,K + 1 ∈ D(j). Pelo

algoritmo de divisão, para cada n ≥ K(K − 1), existem q, r ∈ N tais que n = q K + r e

q ≥ K − 1 ≥ r, deste modo

n = q K + r(K + 1−K) = (q − r)K + r(K + 1) .

Como q− r ≥ 0 e K,K+ 1 ∈ D(j), temos que n ∈ D(j). Em outras palavras, concluimos

que N ∩ [K(K − 1),∞) ⊂ D(j), portanto, A é aperiódica. #

Dada uma matriz A ∈MN

(
C
)
, a multiplicidade geométrica mg(λ) de um autovalor

λ ∈ C da matriz A é a dimensão do espaço vetorial Vλ =
{
v ∈ CN : (A − λI)v = 0

}
(ou

auto-espaço de λ), onde I é o operador identidade em CN . A multiplicidade algébrica

ma(λ) de um autovalor λ ∈ C da matriz A é a multiplicidade de λ como zero do polinômio

caracteŕıstico p(z) = det(A− zI). Sabemos que a multiplicidade algébrica coincide com a

dimensão do espaço vetorial V g
λ =

{
v ∈ CN : ∃ d ≥ 1 tal que (A− λI)dv = 0

}
conhecido

como auto-espaço generalizado de λ. No caso geral, sempre vale que mg(λ) ≤ ma(λ).

2 Teorema: (Perron - Frobenius, [3]) Para N ≥ 1, seja A ∈ MN

(
R
)

uma matriz não

negativa e sem estados desviados. Então A admite um autovalor real, positivo e maximal

λA (chamado autovalor de Perron), o qual tem associado um autovetor com coordenadas

não negativas. Se A é irredut́ıvel, então a multiplicidade algébrica de λA é igual a 1, o

correspondente autovetor é positivo e não existem outros autovetores com coordenadas

não negativas para todo autovalor de A. Se A é aperiódica, então λA é o único autovalor

de módulo maximal.

Nós vamos provar o teorema 2 sob condições fortes (matriz aperiódica), o qual foi o

caso tratado por Perron. É posśıvel reduzir as hipóteses via uma decomposição espectral,

questão que não vamos aprofundar neste trabalho. O método vai ser mostrar que um

operador associado a uma matriz aperiódica A tem um único ponto fixo sobre um con-

veniente cone de vetores, pois isto dá uma boa escolha de métrica projetiva. O fator de

contração vai dar uma limitação superior para a distância entre o autovalor maximal de

A e o módulo do(s) seguinte(s) autovalor(es) maior(es). Devemos agora descrever isto da

forma mais simples posśıvel, começando com a discussão da métrica projetiva.

1.2 Métrica projetiva sobre o quadrante não negativo

de RN

Considere a métrica ‖ · ‖1 sobre RN dada por:

‖x ‖1 =
N∑
i=1

|xi| , ∀ x = (x1, x2, . . . , xN) ∈ RN .

Definimos os conjuntos

∆ :=
{
x ∈ RN : xi ≥ 0 para cada i = 1, 2, . . . , N e ‖x ‖1 = 1

}
C :=

{
x ∈ RN : xi ≥ 0 para cada i = 1, 2, . . . , N

}
\ {0} .
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O conjunto ∆ é chamado simplexo não negativo (N − 1)-dimensional e o conjunto

C é chamado cone não negativo em RN sem a origem .

1.2.1 Construção da métrica projetiva

Agora vamos construir uma distância sobre ∆ que chamaremos métrica projetiva.

Note que ∆ pode-se identificar com o conjunto C/ ∼
(
onde x ∼ y ⇔ x = λy para

algum λ ∈ R+, e R+ = {t ∈ R : t > 0}
)

mediante a aplicação bijetora f : C/∼→ ∆ dada

por

f(x̄) =
y

‖ y ‖1

, onde y ∈ x̄ , ∀ x̄ ∈ C/∼ .

Para cada x, y ∈ C definimos

α(x, y) = αC(x, y) := sup
{
λ ∈ R+ : y − λx ∈ C

}
∈ [0,∞[ ,

e definimos

β(x, y) :=
1

α(y, x)
, ∀x, y ∈ C .

1 Observação: Note que

α(x, x) = sup
{
λ ∈ R+ : (1− λ)x ∈ C

}
= 1 ,

e que temos um tipo de “desigualdade triangular”:

α(x, z) ≥ α(x, y)α(y, z) . (1.2)

De fato, como C ∪ {0} é um conjunto fechado, temos que

y − α(x, y)x ∈ C ∪ {0} e z − α(y, z)y ∈ C ∪ {0} .

Como

z − α(x, y)α(y, z)x = z − α(x, y)α(y, z)x+ α(y, z)y − α(y, z)y

= z − α(y, z)y + α(y, z)
(
y − α(x, y)x

)
∈ C ∪ {0} ,

e dado que λ = α(x, z) é o valor supremo tal que z − λx ∈ C ∪ {0}, podemos concluir

que

α(x, z) ≥ α(x, y)α(y, z) .

Para cada x, y ∈ C definimos também

Γ(x, y) = ΓC(x, y) := α(x, y)α(y, x) =
α(x, y)

β(x, y)
. (1.3)
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2 Observação: É claro que Γ(x, y) = Γ(y, x) para cada x, y ∈ C (condição de simetria). A

desigualdade triangular (1.2) para α implica que

Γ(x, z) ≥ Γ(x, y)Γ(y, z) ,

e dado que Γ(x, x) = 1 para cada x ∈ C, então concluimos que

Γ(x, x) = 1 ≥
(
Γ(x, y)

)2 ⇒ Γ(x, y) ≤ 1 , ∀x, y ∈ C .

2 Definição: Dados x, y ∈ C, definimos sua pseudo-distancia projetiva como

ΘC(x, y) := − log Γ(x, y) = log β(x, y)− logα(x, y) ∈ [0,∞] . (1.4)

3 Observação: Notamos que

ΘC(x, y) =∞ ⇔ x, y ∈ ∂C e x̄ 6= ȳ .

Por exemplo, se N = 2, para x = (1, 0) e y = (0, 1) temos que α(x, y) = 0, portanto,

Γ(x, y) = 0 e segue que ΘC(x, y) =∞.
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3 Proposição:
(
∆,ΘC

)
é um espaço métrico.

Prova: Para ver que ΘC é uma distância sobre o quociente ∆ ' C/∼, a única proprie-

dade que precisamos provar é

ΘC(x, y) = 0 ⇔ x̄ = ȳ , (1.5)

ou equivalentemente,

Γ(x, y) = 1 ⇔ x = λy para algum λ ≥ 0 .

Notemos primeiro que se λ1, λ2 > 0 e x, y ∈ C, então

α(λ1x, λ2y) = sup
{
λ ∈ R+ : λ2y − λλ1x ∈ C

}
= sup

{
λ ∈ R+ : λ2

(
y − λλ1

λ2

x

)
∈ C
}

= sup

{
λ ∈ R+ : y − λλ1

λ2

x ∈ C
}

= sup

{
λ
λ2

λ1

∈ R+ : y − λx ∈ C
}

=
λ2

λ1

sup
{
λ ∈ R+ : y − λx ∈ C

}
,
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portanto, concluimos que

α(λ1x, λ2y) =
λ2

λ1

α(x, y) . (1.6)

Além disso, pode-se verificar que a propriedade (1.6) vale também para a função β. A

implicação (⇐) da afirmação (1.5) é dada por

x̄ = ȳ ⇒ y = λx para algum λ ≥ 0

(1.6)⇒
{
α(x, y) = α(x, λx) = λα(x, x) = λ

α(y, x) = α(λx, x) = 1
λ
α(x, x) = 1

λ

⇒ Γ(x, y) = 1 ,

e segue o resultado. Para o rećıproco (⇒) temos que

ΘC(x, y) = 0 ⇒ Γ(x, y) = 1

⇒ α(x, y)α(y, x) = 1
(1.6)⇒ α(λ1x

′, λ2y
′)α(λ2y

′, λ1x
′) = α(x′, y′)α(y′, x′) = 1 ,

onde x′ = x/λ1 e y′ = y/λ2. Esso último diz que podemos assumir: α(x, y) = 1 = α(y, x).

Assim, temos que

x− y ∈ C ∪ {0} e y − x ∈ C ∪ {0} ,

portanto, x−y ∈
(
C ∪{0}

)
∩
(
−C∪{0}

)
= {0}. Logo, vale a afirmação (1.5) e ΘC define

uma distância sobre o conjunto ∆ ' C/∼. #

3 Definição: A distância ΘC definida sobre ∆ é chamada métrica projetiva sobre o cone

positivo C.

4 Observação: Notemos que

{i : xi = 0} 6= {i : yi = 0} ⇒ Γ(x, y) = 0 ,

e que, doutro modo, vale também que

α(x, y) = inf
i : xi 6=0

{
yi
xi

}
⇒ Γ(x, y) = inf

i,j : xiyj 6=0

{
xjyi
xiyj

}
.

1.2.2 Contração dada pela métrica projetiva

4 Definição: Seja A ∈MN

(
R
)

uma matriz não negativa com a propriedade de que nenhuma

das suas colunas é o vetor zero (por exemplo, se A não admite estados desviados), então

A
(
C
)
⊂ C e podemos definir um operador LA : ∆→ ∆ dado por

LAx =
Ax

‖Ax ‖1

.
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5 Observação: O aspecto interessante da métrica projetiva ΘC é que o operador LA define

uma contração em relação desta métrica (portanto, o operador é cont́ınuo): Como x−λy ∈
C implica A(x− λy) = Ax− λAy ∈ C, temos que{

λ ∈ R+ : y − λx ∈ C
}
⊂
{
λ ∈ R+ : A(y − λx) ∈ C

}
,
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Representação gráfica da contenção de cones: A
(
C
)
⊂ C

e pela definição de α:

α(Ax,Ay) = sup
{
λ ∈ R+ : Ay − λAx ∈ C

}
= sup

{
λ ∈ R+ : A(y − λx) ∈ C

}
≥ sup

{
λ ∈ R+ : y − λx ∈ C

}
= α(x, y) .

Uma consequência disso é

α(Ay,Ax) ≥ α(y, x) ⇒ 1

α(Ay,Ax)
≤ 1

α(y, x)
Ssss

⇒ β(Ax,Ay) ≤ β(x, y) ,

e dáı, obtemos que

ΘC
(
LAx, LAy

)
= ΘC

(
Ax

‖Ax ‖1

,
Ay

‖Ay ‖1

)
= log β

(
Ax

‖Ax ‖1

,
Ay

‖Ay ‖1

)
− logα

(
Ax

‖Ax ‖1

,
Ay

‖Ay ‖1

)
(1.6)
= log

(
‖Ax ‖1

‖Ay ‖1

β (Ax,Ay)

)
− log

(
‖Ax ‖1

‖Ay ‖1

α (Ax,Ay)

)
= log

(
‖Ax ‖1

‖Ay ‖1

)
+ log β (Ay,Ax)− log

(
‖Ax ‖1

‖Ay ‖1

)
− logα (Ax,Ay)

≤ log β(x, y)− logα(x, y) = ΘC(x, y) .

Para uma matriz B positiva, obtemos uma desigualdade estrita na propriedade de con-

tração uniforme para LB. Primeiro, observamos que o diâmetro da imagem de ∆ por LB
é finito:

diam
(
LB∆

)
= sup

x,y∈∆

{
ΘC
(
LBx, LBy

)}
<∞ . (1.7)
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Isso é equivalente a mostrar que a transformação LB é projetivamente limitada, isto é,

δ = inf
x,y∈∆

{
ΓC
(
LBx, LBy

)}
> 0 , (1.8)

pois nós temos que

diam
(
LB∆

)
= sup

x,y∈∆

{
ΘC
(
LBx, LBy

)}
= sup

x,y∈∆

{
− log ΓC (Bx,By)

}
= − log

(
inf
x,y∈∆

{
ΓC (Bx,By)

})
= − log δ = log(1/δ) <∞ .

A condição (1.8) coincide com:

δ = min
1≤i,j,r,s≤N

Bi,sBj,r

Bj,sBi,r

> 0 ,

e notemos que isso implica que δ < 1. Para ver o anterior, vemos que

Bx =


N∑
s=1

B1,sxs

...
N∑
s=1

BN,sxs

 ⇒ (Bx)j =
N∑
s=1

Bj,sxs .

Logo, temos que

(Bx)j(By)i =

(
N∑
s=1

Bj,sxs

)(
N∑
r=1

Bi,ryr

)
=

N∑
s=1

N∑
r=1

Bj,sBi,rxsyr

(Bx)i(By)j =

(
N∑
s=1

Bi,sxs

)(
N∑
r=1

Bj,ryr

)
=

N∑
s=1

N∑
r=1

Bi,sBj,rxsyr ,

assim, podemos ver que essa escolha de δ implica que

N∑
s=1

N∑
r=1

Bi,sBj,rxsyr ≥
N∑
s=1

N∑
r=1

δBj,sBi,rxsyr

= δ
N∑
s=1

N∑
r=1

Bj,sBi,rxsyr ,

que é equivalente a

(Bx)i(By)j ≥ δ(Bx)j(By)i ⇒ (Bx)i(By)j
(Bx)j(By)i

≥ δ ,

para cada i, j ∈ {1, 2, . . . , N}. Da observação (4) temos que

inf
x,y∈∆

{
ΓC(Bx,By)

}
= δ = min

1≤i,j≤N

{
(Bx)i(By)j
(Bx)j(By)i

}
> 0 .
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4 Proposição: Seja B ∈ MN

(
R
)

uma matriz positiva. Então o operador LB é uma con-

tração, isto é, existe c ∈ (0, 1) tal que

ΘC
(
LBx, LBy

)
≤ cΘC(x, y) , ∀x, y ∈ ∆ .dd (1.9)

Prova: Para mostrar essa afirmação, fixamos x, y ∈ ∆ e escrevemos

α1 = α(x, y) e α2 = α(y, x) =
1

β(x, y)
,

portanto, com essas notações temos que

ΘC(x, y) = log(β(x, y))− log(α(x, y)) = − log(α2)− log(α1) = − log(α1α2) .

Notemos que é suficiente considerar o caso α1α2 6= 0. Por definição temos que y−α1x ∈ C
e

x

α2

− y =
x

α(y, x)
− y =

1

α(y, x)

(
x− α(y, x)y

)
∈ C ,

a limitação projetiva δ > 0 implica que existem λ1, λ2 ≥ 0 com λ1λ2 ≥ δ tais que

α
(
LB(y − α1x), LB(x/α2 − y)

)
≥ λ1

e α
(
LB(x/α2 − y), LB(y − α1x)

)
≥ λ2 ,

portanto, temos que

LB(x/α2 − y)− λ1LB(y − α1x) ∈ C
e LB(y − α1x)− λ2LB(x/α2 − y) ∈ C .

Dessa forma, fazendo alguns cálculos (veja observação 6), obtemos

LBx−
1 + λ1

1
α2

+ λ1α1

LBy ∈ C

LBy −
α1 + λ2

α2

1 + λ2

LBx ∈ C .

Esso significa que

ΘC
(
LBx, LBy

)
= − log

(
α(LBx, LBy)α(LBy, LBx)

)
≤ − log

(
α1

λ2
+ 1

α2

1 + 1
λ2

· 1 + λ1

1
α2

+ λ1α1

)

= log

(
1

α1α2
+ λ1

1
λ2

+ 1
α1α2

)
− log

(
1 + λ1

1 + 1
λ2

)

=

∫ − log(α1α2)

0

(
λ1 − 1

λ2

)
et(

et + 1
λ2

)
(et + λ1)

dt

≤ − log(α1α2)
1− 1

λ1λ2

1 +
√

1
λ1λ2

≤ 1−
√
δ

1 +
√
δ

ΘC(x, y) ,

e como 0 < δ < 1, provamos a propriedade (1.9) de contração uniforme. #
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6 Observação: Sem perda de generalidade, vamos supor que

‖Bx ‖1 = ‖By ‖1 = 1 .

Lembramos que na prova da proposição 4 temos

B(x/α2 − y)

‖B(x/α2 − y) ‖1

− λ1
B(y − α1x)

‖B(y − α1x) ‖1

∈ C ,

isto implica que

Bx− 1 + λ̃1

1
α2

+ α1λ̃1

By = LBx−
1 + λ̃1

1
α2

+ λ̃1α1

LBy ∈ C ,

onde

λ̃1 =
λ1 ‖B(x/α2 − y) ‖1

‖B(y − α1x) ‖1

.

Analogamente, pode-se mostrar que

LBy −
α1 + λ̃2

α2

1 + λ̃2

LBx ∈ C ,

onde

λ̃2 =
λ2 ‖B(y − α1x) ‖1

‖B(x/α2 − y) ‖1

.

Assim, temos que λ̃1λ̃2 = λ1λ2 ≥ δ.

1.3 Prova do teorema de Perron

Assumimos primeiro que A é aperiódica. Seja M ∈ N tal que B = AM é positiva.

Considere o operador LA : ∆ → ∆ como foi definido antes e note que LB = LMA . Pela

proposição (4) temos que existe c < 1 tal que

ΘC
(
LMA x, L

M

A y
)
≤ cΘC(x, y) , ∀x, y ∈ ∆ .dd (1.10)

Provaremos que a propriedade (1.10) garante que LA possui um único ponto fixo xA no

interior de ∆. Para construir tal ponto fixo, notamos que diam
(
LMA ∆

)
<∞

(
veja (1.7)

)
e observe que

diam
(
LM+n

A ∆
)

= sup
x,y∈LM+n

A ∆

ΘC(x, y) = sup
x,y∈LnA(LMA ∆)

ΘC(x, y)

= sup
x,y∈LMA ∆

ΘC
(
L
n

Ax, L
n

Ay
)
.
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Como n = M ·
⌊
n
M

⌋
+ k

(
k < M e btc denota a parte inteira de t ∈ R

)
temos que

diam
(
LM+n

A ∆
)

= sup
x,y∈LMA ∆

ΘC
(
L
n

Ax, L
n

Ay
)

= sup
x,y∈LMA ∆

ΘC

(
L
M·b nMc+k
A x, L

M·b nMc+k
A y

)
= sup

x,y∈LMA ∆

ΘC

(
L
M·b nMc
A

(
L
k

Ax
)
, L

M·b nMc
A

(
L
k

Ay
))

≤ c
b nMc

sup
x,y∈LMA ∆

ΘC
(
L
k

Ax, L
k

Ay
)

= c
b nMc

sup
x,y∈LM+k

A ∆

ΘC(x, y)

≤ c
b nMc

sup
x,y∈LMA ∆

ΘC(x, y) ,

e concluimos então que

sup
x,y∈LMA ∆

ΘC
(
L
n

Ax, L
n

Ay
)
≤ c
b nMc

sup
x,y∈LMA ∆

ΘC(x, y) ,

portanto, a sequência de diâmetros converge exponencialmente rápido para zero, isto é,

a sequência L
n

A∆ converge para um conjunto unitário {xA} ⊂ ∆ quando n→∞. Assim,

dado ε > 0 existe N ∈ N tal que

ΘC
(
xA, L

n

AxA
)
<

ε

c+ 1
, ∀n ≥ N ,

então, para m > N tem-se que

ΘC
(
xA, LAxA

)
≤ ΘC

(
xA, L

m

A xA
)

+ ΘC
(
L
m

A xA, LAxA
)

≤ ΘC
(
xA, L

m

A xA
)

+ cΘC
(
L
m−1

A xA, xA
)

=
ε

c+ 1
+ c

ε

c+ 1
= ε .

Tomando o limite quando ε→ 0, concluimos que ΘC
(
xA, LAxA

)
= 0 e, portanto, LAxA =

xA. Para ver que xA é o único ponto fixo basta notar que se y 6= xA temos

ΘC
(
LMA xA, L

M

A y
)
< ΘC(xA, y) ⇒ ΘC

(
xA, L

M

A y
)
< ΘC(xA, y)

⇒ LMA y 6= y .

Como todo autovetor v de A no quadrante positivo possui um autovalor λ > 0 (con-

seqüência direta da aperiodicidade de A), temos que v
‖ v ‖ é um ponto fixo do operador

LA e, pelo feito anteriormente, temos que A possui um único autovetor xA no quadrante

positivo, com um autovalor real e positivo λA.

Para ver que todo autovalor de A possui modulo estritamente menor que λA, considere

u ∈ CN tal que Au = µu, para algum µ ∈ C com |µ| ≥ λA. Observe que o vetor u� ∈ RN

dado por u� =
(
|u1|, |u2|, . . . , |uN |

)
satisfaz:

λAu
� ≤ |µ|u� = (µu)� = (Au)� ≤ Au� .
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Já que a matriz transposta At também é aperiódica, o autovetor yA para o autovalor

λA também tem coordenadas positivas (pois λA é autovalor de A se e somente se λA é

autovalor de At). Usando 〈v, w〉 para denotar o produto escalar
∑N

i=1 viwi de dois vetores

v, w ∈ CN , temos por definição de yA,〈
yA, A u

� − λAu�
〉

=
〈
yA, A u

�
〉
−
〈
yA, λAu

�
〉

=
〈
At yA, u

�
〉
−
〈
yA, λAu

�
〉

=
〈
λA yA, u

�
〉
−
〈
yA, λAu

�
〉

= 0 . (1.11)

Já que cada coordenada de yA é positiva e cada coordenada de Au�−λAu� é não negativa,

então (1.11) implica que Au� = λAu
�, em particular u� e xA são colineares. Resumindo,

mostramos que

λAu
� = |µ|u� = (Au)� = Au� ,

portanto, (AMu)� = AMu�, isto é, denotando B := AM > 0, temos que∣∣∣∣∣
N∑
j=1

Bi,juj

∣∣∣∣∣ =
N∑
j=1

Bi,j|uj| , ∀ i ∈ {1, 2, . . . , N} . (1.12)

Dado que uj = zj|uj| para algum zj ∈ C com |zj| = 1 e já que B̄(0; 1) ⊂ C é estritamente

convexo, tem-se por (1.12) que existe z ∈ C com |z| = 1 tal que uj = z|uj|, para cada

j ∈ {1, 2, . . . , N}. Assim, u e xA são colineares e µ = λA. Isto mostra que a multiplicidade

geométrica mg(λA) é igual a 1. Agora, suponha que ma(λA) > 1, isto é, existe x′A com(
λAI− A

)
x′A 6= 0 e

(
λAI− A

)2
x′A = 0 .

Assim, pode-se mostrar que∥∥∥∥ Anx′AλnA

∥∥∥∥
1

=

∥∥∥∥ n

λA
Ax′A − (n− 1)x′A

∥∥∥∥
1

n→∞−→ ∞ ,

e portanto, a norma (como operador) de An/λnA não é limitada. Mas isso é imposśıvel, já

que a matriz “normalizada” Ã dada por

Ãi,j :=
Ai,j(xA)j
λA(xA)i

,

tem a seguinte propriedade: seja w = (1, 1, . . . , 1)t, então para cada i temos,(
Ãw
)
i

=
N∑
j=1

Ai,j(xA)j
λA(xA)i

=
1

λA(xA)i
(AxA)i =

1

λA(xA)i
(λAxA)i = 1 ,

portanto, Ãw = w. Desta forma, concluimos que
∥∥Ãn∥∥ = 1 para cada n ∈ N. Além disso,

notemos que

(An)i,j
λnA

=
(xA)i
(xA)j

(
Ã
)n
i,j
≤
(
Ã
)n
i,j

sup
i,j

(xA)i
(xA)j

<∞ ,

o que contradiz o fato de An/λnA não ser limitado. Isto mostra o teorema de Perron. #

7 Observação: Notemos que a primeira parte desta demonstração é exatamente a prova do

teorema do ponto fixo de Banach.
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1.4 Aplicação: problemas de controle para potências

Nesta seção vamos falar sobre o que são os problemas de controle para potências, como

levá-los a um contexto matricial e como o teorema de Perron-Frobenius ajuda a determi-

nar uma solução para tais problemas.

Para introduzir a definição de um problema de controle para potências, vamos supor

que você está num restaurante com alguns amigos sentados numa mesa. Você quer falar

com todos os seus amigos na mesa, tomara com um ńıvel confortável de voz, mas o barulho

da sua mesa faz que outras pessoas, em outras mesas próximas, precisem falar mais alto

para que eles possam se ouvir uns aos outros de forma mais clara. Esse novo barulho de

mesas próximas faz que se torne mais dif́ıcil ouvir a conversa entre os seus amigos (na sua

mesa), portanto, os seus amigos vão precisar falar ainda mais alto para se comunicar, e

assim por diante. O que nós queremos é achar um ńıvel de voz ótima em cada mesa para

que todos possam falar confortavelmente. Num problema de controle para potências, o

que nós queremos é

pi∑
j 6=i

Gi,j pj
≥ Ri , ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m} , (1.13)

onde Gi,j ≥ 0 denota a porcentagem de aumento ou diminuição que afeta o som vindo à

i-ésima mesa desde a j-ésima mesa. Por exemplo, um valor de 0.5 sugere que o som que

você ouve estando do lado da mesa j perde metade do seu volume no seu caminho para

a mesa i. Além disso, pj > 0 é o ńıvel de voz desejado na j-ésima mesa e Ri é a razão

aceitável de barulho que pessoas na mesa i estão fazendo dividido pelo barulho das outras

mesas que as pessoas na mesa i escutam. A equação (1.13) indica simplesmente que que-

remos que a razão de barulho seja maior ou igual ao valor da razão aceitável, assim todos

na mesa i podem conversar entre si confortavelmente. Se tal razão for inferior ao valor

Ri, então isso significa que as pessoas na mesa i não podem-se ouvir devido ao barulho

causado pelas outras mesas.

Para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}, pela equação (1.13), tem-se que

pi ≥ Ri

∑
j 6=i

Gi,j pj ,

isto significa que podemos reescrever o nosso problema de modo matricial como segue


p1

p2

p3

...

pm

 ≥

R1 0 0 · · · 0

0 R2 0 · · · 0

0 0 0
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · Rm




0 G1,2 G1,3 · · · G1,m

G2,1 0 G2,3 · · · G2,m

G3,1 G3,2 · · · G3,m

...
...

. . .
...

Gm,1 Gm,2 Gm,3 · · · 0




p1

p2

p3

...

pm
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onde a desigualdade se verifica para cada coordenada. Definimos

A :=


R1 0 0 · · · 0

0 R2 0 · · · 0

0 0 0
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · Rm




0 G1,2 G1,3 · · · G1,m

G2,1 0 G2,3 · · · G2,m

G3,1 G3,2 · · · G3,m

...
...

. . .
...

Gm,1 Gm,2 Gm,3 · · · 0


e definimos p = (p1, p2, . . . , pm)T . Sabemos que A é uma matriz com entradas na diagonal

iguais a zero e vamos supor que ela é aperiódica (a menos que determinadas propriedades

de simetria na segunda matriz do produto tenham como consequência que o periodo de

A não seja 1). A equação acima nos diz que Ap ≤ p, e dado que A é uma matriz não

negativa e aperiódica, pelo teorema de Perron-Frobenius existe um vetor positivo v e um

valor real λ > 0 tais que Av = λ v, assim temos que

Av ≤ v ⇔ λ ≤ 1 ,

e portanto, vamos supor que λ ≤ 1. Um teorema útil dado por Semyon Gershgorin vai

nos ajudar a encontrar uma limitação aceitável (por acima) para os Ri’s.

5 Teorema: (Gershgorin,[6]) Seja A = (ai,j)
m
i,j=1 ∈ Mm(C) e para cada i ∈ {1, 2, . . . ,m}

defina

ri :=
∑
j 6=i

|ai,j| ,

então o conjunto dos autovalores de A esta contido na união das m bolas fechadas bi-

dimensionais B̄(ai,i; ri) (chamadas ćırculos de Gershgorin). Além disso, enumerando de

modo certo o conjunto dos autovalores {λi}mi=1, temos que |λi − ai,i| ≤ ri.

2 Exemplo: Considere a matriz

A =

(
3 2

4 1

)
,

e notemos que r1 = 2 e r2 = 4. Os autovalores de A são 5 e −1, e os ćırculos de Gershgorin

são B̄(3; 2) e B̄(1; 4). É claro que 5 ∈ B̄(3; 2) e −1 ∈ B̄(1; 4).

Aplicando o teorema de Gershgorin ao nosso problema de controle para potências, temos

que

|λi − ai,i| = |λi| ≤ ri =
∑
j 6=i

|ai,j| = Ri

∑
j 6=i

Gi,j , ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m} , (1.14)

pois ai,i = 0 para cada i. Pelo teorema de Perron-Frobenius sabemos que λ ≤ 1, onde λ

é o autovalor maximal de A, portanto, temos que |λi| ≤ 1 para cada i.

Se estabelecemos que

Ri ≤
1∑

j 6=1

Gi,j

, ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m} ,
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então podemos ver que isto nos dá uma limitação aceitável para os Ri’s. Pelo anterior e

por (1.14), temos que

|λi| ≤ Ri

∑
j 6=1

Gi,j ≤ 1 , ∀ i ∈ {1, 2, . . . ,m} ,

assim, todas as nossas condições de limitação para os autovalores de A valem, temos uma

limitação para os Ri’s e v é o nosso vetor solução desejado.

Para resumir, se o raio espectral de A é menor ou igual que 1, então o vetor próprio

v da equação Av = λ v vai cumprir com a desigualdade Ap ≤ p e vai ser o vetor solução

que representa a ńıvel de voz desejado. Além disso, isto é verdade se cada Ri não exceda

o valor 1∑
j 6=1

Gi,j
. No caso de não ter esta ultima condição, não temos certeza se a nossa

solução cumpre com o desejado.

1.5 Organização do texto

No caṕıtulo 2 vamos provar uma versão aleatória do teorema de Ruelle determińıstico,

para isso, vamos enunciar uma versão determińıstica de tal teorema (o teorema 6), de-

finir as ferramentas aleatórias para generalizar essa ideia sobre fibrados e enunciar um

importante resultado cuja prova explica o método de acoplamentos (veja o teorema 8).

Os passos anteriores são necessários para provar tal versão aleatória do teorema de Ruelle

(o teorema 11) o qual é o resultado principal deste trabalho.

Finalmente, no caṕıtulo 3 calculamos numéricamente as autofunções do operador de

Ruelle associado a um sistema dinâmico bem comportado e definido por uma aplicação de

Markov. É necessario deixar claro que tal sistema dinâmico não é exatamente aleatório

como os sistemas gerais nos que baseamos a nossa teoria, mas dá para aplicar o nosso

teorema principal e obter uma ideia sobre a convergência das autofunções no sistema

aleatóriamente perturbado quando o suporte da medida de probabilidade tende para um

conjunto unitário.



Caṕıtulo 2

O teorema de Ruelle determińıstico

e aleatório

Apresentamos o resultado que vamos a generalizar no seguinte caṕıtulo: o teorema de

Ruelle. Tal teorema será enunciado em sua versão geral para subshift de tipo contável,

trabalho que foi desenvolvido em grande parte por O. Sarig.

2.1 Ferramentas determińısticas básicas e o teorema

de Ruelle-Sarig

Seja (X,B,m) um espaço de medida. Uma transformação mensurável T : X → X é

não-singular se, dado C ∈ B vale que

m
(
T−1(C)

)
= 0 ⇔ m(C) = 0 .

Frequentemente, se vale a condição anterior, vamos dizer também que a medida m é não

singular em relação T . Dizemos que T preserva a medida se m
(
T−1(C)

)
= m(C)

para cada C ∈ B (em tal caso, se diz que m é T -invariante). Além disso, T é uma

transformação ergódica se

Dado A ∈ B com m
(
T−1(A)4 A

)
= 0 ⇒ m(A) = 0 ou m(Ac) = 0 .

Um conjunto A ∈ B tal que m
(
T−1(A)4 A

)
= 0 é chamado T -invariante.

5 Definição: Seja S um conjunto contável e seja A =
(
Aα,β

)
α,β∈S

∈ MS×S

(
{0, 1}

)
uma

matriz que não tem linhas nem colunas nulas (a matriz A é chamada matriz de transição).

Seja X = SN0 , então o subshift contável (de tipo finito ou enumerável) definido pela

matriz de transição A é a restrição σA da aplicação full-shift σ : X → X ; (xi)i∈N0
7→

(xi+1)i∈N0
ao conjunto fechado e σ-invariante,

XA =
{

(xi)i∈N0
∈ X : Axi,xi+1

= 1 , ∀ i ∈ N0

}
.

O conjunto XA é munido com a topologia gerada pela coleção dos n-cilindros:

[a0, a1, . . . , an−1] :=
{

(xi)i∈N0
∈ XA : xi = ai , ∀ i ∈ [0, n− 1] ∩N0

}
.

O par
(
XA, σA

)
é chamado de cadeia topológica de Markov.

17
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8 Observação: Notemos que a topologia definida sobre XA (a topologia produto) é me-

trizável, de fato, uma métrica que gera tal topologia é

d(x, y) = d
(
(xi)i∈N0

, (yi)i∈N0

)
=

{
2−min{n : xn 6=yn} se x 6= y

0 se x = y .

É um fato conhecido que, com respeito a esta métrica, o espaço XA é completo e separável.

Definimos B ⊂ P(XA) como a σ-álgebra de Borel gerada pelos abertos do espaço

XA . Uma palavra de comprimento n sobre um alfabeto S (contável) é um elemento

(a0, a1, . . . , an−1) ∈ Sn (quando o comprimento não é importante, usamos a notação a para

denotar uma palavra de qualquer comprimento e [a] para denotar um cilindro qualquer).

Uma palavra (a0, a1, . . . , an−1) é chamada A-admisśıvel se

Aa0,a1
· Aa1,a2

· Aa2,a3
· . . . · Aan−2,an−1

= 1 .

Dados a, b ∈ S, usamos a notação a
n→ b para afirmar que existe uma palavra A-admisśıvel

de comprimento n+ 1 que começa em a e termina em b.

6 Definição: Dizemos que o espaço XA é topologicamente mixing se

∀ a, b ∈ S ∃Na,b ∈ N : a
n→ b , para cada n ≥ Na,b .

Além disso, dizemos que uma cadeia topológica de Markov
(
XA, σA

)
possui a proprie-

dade de grandes imagens e pré-imagens (g.i.p.) se o espaço XA é topologicamente

mixing e existe F ⊂ S finito tal que

∀ c ∈ S ∃ a, b ∈ F : as palavras (c, a) e (b, c) são A-admisśıveis.

Seja (XA, σA) uma cadeia topológica de Markov e seja φ : XA → R uma aplicação.

Dizemos que φ é α-Hölder cont́ınua se existe M > 0 tal que

|φ(x)− φ(y)| ≤M
[
d(x, y)

]α
, ∀x, y ∈ XA .

Definimos a n-ésima variação de φ como

varn(φ) = sup
x,y∈XA

t.q. xi=yi
0≤i≤n−1

{
|φ(x)− φ(y)|

}
e dizemos que φ tem variação somável se

∞∑
n=2

varn(φ) <∞

Seja ν uma medida σ-finita e não-singular definida sobre o espaço (XA,B). É posśıvel

definir uma medida ν ◦ σA sobre o espaço XA dada por

(ν ◦ σA)[E] =
∑
a∈S

ν
(
σA(E ∩ [a])

)
, ∀E ∈ B .

Note que, em geral, tem-se que (ν ◦σA)[E] 6= ν
(
σA(E)

)
. Pode-se mostrar que ν � (ν ◦σA)

e pelo teorema de Radon-Nikodym, podemos definir o que é uma medida conforme: Se

φ : XA → R é uma aplicação B-mensurável, dizemos que ν é uma medida φ-conforme

se:
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1. ν
(
[a]
)
<∞ para cada cilindro [a] ⊂ XA;

2. Existe λ > 0 tal que

dν

d(ν ◦ σA)
= λ−1 exp(φ) .

Além disso, o operador de Ruelle associado a φ é definido por

Lφ(f)(x) =
∑
y∈XA

t.q. σA(y)=x

exp
(
φ(y)

)
f(y) , ∀ f ∈ L1(ν) , ∀x ∈ XA .

Se φ é uma aplicação Hölder-cont́ınua, definimos o operador dual de Ruelle associado

a φ como o operador tal que ∫
f dL∗φ(µ) =

∫
Lφ(f) dµ ,

para cada f : XA → [0,∞) cont́ınua e integrável. Essa definição de operador dual garante

que ele é único, por consequência do clássico teorema de Lusin (para uma definição mais

geral do operador dual veja página 32 de [3]).

9 Observação: Quando S é um conjunto infinito, pode acontecer que #{y : σA(y) = x} =

∞ e que a soma na definição de Lφ seja divergente. Pode-se mostrar que o operador de

transferência σ̂A para uma medida não-singular ν (veja [9] para definição e propriedades

de operador de transferência) é o operador de Ruelle associado a φ = log dν
dν◦σA

, e como∫
XA

Lφ(f) dν ≤
∫
XA

∣∣Lφ(f)
∣∣ dν =

∫
XA

∣∣σ̂A(f)
∣∣ dν = ‖ σ̂A(f) ‖1 ≤ ‖ f ‖1 <∞ ,

temos que a soma na definição do operador de Ruelle
(

associado a φ = log dν
dν◦σA

)
é

absolutamente convergente para quase todo x ∈ XA.

7 Definição: Seja XA topologicamente mixing e suponha que φ : XA → R é uma função

B-mensurável que é de variação somável. Definimos a pressão de Gurevich (veja [5])

associada a φ como

PG(φ, a) := lim
n→∞

1

n
log
(
Zn(φ, a)

)
,

onde a ∈ S e

Zn(φ, a) :=
∑

σnA (x)=x

exp

(
n−1∑
k=0

φ ◦ σkA(x)

)
1[a](x) ,

onde 1[a] é a função indicatriz em relação ao cilindro [a]. Pode-se mostrar que PG(φ, a)

existe para cada a ∈ S e que não depende de a, portanto, escrevemos PG(φ) para denotar

a pressão de Gurevich associada a φ.
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6 Teorema: (Ruelle-Sarig, [2], [5]) Sejam
(
XA, σA

)
uma cadeia topológica de Markov

(com XA topologicamente mixing) e φ : XA → R uma função B-mensurável. Suponha que

σA possui a propriedade g.i.p., que a aplicação log φ é Hölder cont́ınua, que ‖Lφ(1) ‖∞ <

∞ e que φ é Hölder cont́ınuo. Então, para ρ = ePG(φ) valem as seguintes afirmações:

1. Existe uma medida de probabilidade ν : B → [0, 1] tal que

L∗φ(ν) = ρ ν ;

2. A medida de probabilidade ν é [ρ/φ]-conforme;

3. Existe uma função h : XA → (0,∞) Hölder-cont́ınua tal que

Lφ(h) = ρ h e

∫
h dν = 1 ;

4. ν e h são unicamente definidas;

5. σA é ergódica em relação à medida ν;

6. Para cada f : XA → R cont́ınua tem-se que∥∥∥∥ Lnφ(f)

ρn h
−
∫
f dν

∥∥∥∥
∞

n→∞−→ 0 ;

7. Para cada a ∈ S existem C > 0 e N ∈ N tais que

1

C
≤ Zn(φ, a) e−nPG(φ) ≤ C ,

para todo n ≥ N ;

No que segue, provaremos uma versão análoga do teorema de Ruelle no contexto de

“cadeias topológicas de Markov contáveis randomizadas”, para isso usamos o método de

acoplamentos ou transporte otimal que descrevemos e aplicamos na seção 2.3.

2.2 Uma versão aleatória do operador de Ruelle

Definimos um sistema fibrado aleatório como uma coleção
(
Y, T,Ω, θ,P, π

)
, onde

Y é polonês, (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade, T : Y → Y uma aplicação cont́ınua,

θ : Ω → Ω uma transformação não singular e π : Y → Ω é mensurável e sobrejetora

satisfazendo π ◦T = θ ◦π (π é semi-conjugação), isto é, que o seguinte diagrama comuta:

Y
T //

π
��

�

Y

π
��

Ω θ // Ω

Assim, T preserva as fibras Yω = π−1
(
{ω}

)
, no sentido que T

(
Yω
)
⊂ Yθ(ω); a restrição de

T n (n ≥ 1) à fibra Yω é denotada por T nω , portanto, T nω : Yω → Yθn(ω).
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8 Definição: Sejam
(
Ω,F ,P

)
um espaço de probabilidade e θ : Ω→ Ω uma transformação

não-singular, invert́ıvel e que preserva a medida. Além disso, consideramos uma variável

aleatória ` : Ω → N≥2 ∪ {∞} e, para quase todo ω ∈ Ω, seja Aω =
(
Ai,j(ω)

)∞
i,j=1

∈
MN×N

(
{0, 1}

)
dada por

Ai,j(ω) = 1[1,`ω [(i) · 1[1,`θω [(j) , ∀ i, j ∈ N ,

isto é,

Aω =


1 1 · · · 1

`θω−1︷ ︸︸ ︷................
0 · · ·

.... 1
. . . .

...
...

1 1 · · · 1 0 · · ·
0 0 . . . 0 0
...

...

. . .


)
.

 `ω−1

e tal que a aplicação ω 7→ Aω é mensurável (onde 1 denota a função indicatriz). Definimos

o espaço de full-shift aleatório em relação a ω ∈ Ω como

Xω =
{

(xi)i∈N0
∈ NN0 : Axi,xi+1

(θiω) = 1 , ∀ i ∈ N0

}
=
{

(xi)i∈N0
∈ NN0 : xi < `θiω , ∀ i ∈ N0

}
.

Como vemos, é posśıvel definir o espaço de full-shift aleatório sem usar a matriz de

transição Aω, mas esta é a forma de generalizar a definição no caso de um espaço de

subshift aleatório. Definimos o shift completo aleatório (ou full-shift aleatório) σω :

Xω → Xθω dado por

σω
(
(xi)i∈N0

)
= (xi+1)i∈N0

.

Seja X =
{

(x, ω) : x ∈ Xω

}
, o anterior dá origem a uma aplicação global σ : X → X

(sistema fibrado aleatório) tal que

σ(x, ω) =
(
σω(x), θω

)
.

Isto define o seguinte diagrama comutativo

X σ //

π

��

X

π

��

Xω
σω //

π

��

Xθω

π

��

	 ## 	

Ω θ // Ω {ω} θ // {θω}

onde π é uma aplicação mensurável e sobrejetora tal que π−1
(
{ω}

)
= Xω para quase

todo ω ∈ Ω. O qúıntuplo (X, σ,Ω,P, θ) é chamado cadeia topológica de Markov

randomizada completa (CMRC).
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9 Definição: Dizemos que um elemento (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Nn é uma palavra finita de

comprimento n (ou n-palavra). Uma n-palavra a = (a0, a1, . . . , an−1) é chamada ω-

admisśıvel se

ai ≤ `θiω − 1 , ∀ i ∈ {0, 1, . . . , n− 1} .

Denotamos por Wn
ω ao conjunto de todas as n-palavras ω-admisśıveis. Dada uma n-

palavra a = (a0, a1, . . . , an−1) e ω ∈ Ω, definimos o cilindro em relação a ω e a:

[a]ω = [a0, a1, . . . , an−1]ω =
{

(xi)i∈N ∈ Xω : xi = ai , ∀ i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}
}
.

Quando o comprimento não é importante, usamos a notação a para denotar uma palavra

de qualquer comprimento e [a]ω para denotar um cilindro qualquer em Xω.

10 Observação: Dada (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC, temos condições (análogas) como topolo-

gicamente mixing e propriedade de grandes imagens e pre-imagens (ver definição 6) que

sempre valem para cada fibra Xω.

Sabemos que Xω é um espaço polonês (espaço métrico separável e completo) em relação

à topologia τc gerada pelos cilindros. Além disso, a topologia τc é metrizável. De fato,

para cada r ∈ (0, 1) a distância (não aleatória) sobre Xω dada por

dr
(
(xi)i∈N, (yi)i∈N

)
= rmin{i : xi 6=yi} ,

é tal que τdr = τc. Por outro lado, a estrutura mensurável do espaço X =
{

(x, ω) : x ∈ Xω

}
depende e é induzida pela estrutura mensurável do espaço NN0 × Ω, portanto, é posśıvel

fazer a seguinte definição:

10 Definição: Para quase todo ω ∈ Ω considere uma medida de probabilidade µω : NN0 →
[0, 1] tal que µω

(
Xω

)
= 1 . Dizemos que µ = {µω}ω∈Ω é uma medida de probabilidade

randomizada se para cada B ∈ B a aplicação ω 7→ µω(B) é mensurável, e µ : B → [0, 1]

é dada por

µ(B) =

∫
µω(B) dP(ω) , ∀B ∈ B ,

onde B é a σ-álgebra de Borel do espaço de full-shift contável NN0
(
neste caso, a matriz

de transição é A = (1)∞i,j=1

)
.

11 Definição: Seja (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e seja φ : X → R uma aplicação mensurável

dada por φ(x, ω) = φω(x), onde cada φω : Xω → R é uma aplicação mensurável (dizemos

que φ = {φω}ω∈Ω definida deste modo é uma aplicação fibrada). Definimos a n-ésima

variação de φ em relação a ω como

varωn(φ) := sup
x,y∈Xω

t.q. xi =yi
0≤i≤n−1

{
|φω(x)− φω(y)|

}
varω0 (φ) := sup

x,y∈Xω

{
|φω(x)− φω(y)|

}
.
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Além disso, dizemos que φ é Hölder cont́ınua com ı́ndice m ∈ N0 e constante r (ou

m-Hölder cont́ınua, quando a constante r seja subentendida) se existem r ∈ (0, 1) e uma

variável aleatória k : Ω→ [0,∞) tal que
∫

log k dP <∞ e

varωn(φ) ≤ kωr
n , ∀n ≥ m, e quase todo ω ∈ Ω .

Além disso, dizemos que φ é Lipschitz se ela é 0-Hölder cont́ınua (note que a definição

de aplicação fibrada m-Hölder cont́ınua é local, exceto quando m = 0).

11 Observação: Lembrando as definições usuais, dado ω ∈ Ω vamos supor que f : Xω → R

é Hölder cont́ınua. Considere x, y ∈ [(v0, v1, . . . , vn−1)]ω, então existem cω > 0 e α ∈ (0, 1)

tais que

|f(x)− f(y)| ≤ cω dr(x, y)α ≤ cω
(
rn
)α

= cω
(
rα
)n
,

como rα ∈ (0, 1), temos que f é Lipschitz sobre o espaço métrico (Xω, drα).

12 Definição: Dada uma aplicação fibrada φ Hölder cont́ınua, para quase todo ω ∈ Ω defi-

nimos o operador de Ruelle associado a φ por

Lωφ(f)(x) =
∑
y∈Xω

t.q. σω(y)=x

exp
(
φω(y)

)
f(y) , ∀x ∈ Xθω ,

onde f : Xω → [0,∞] é Lipschitz (tal aplicação φ, associada ao operador de Ruelle, é

chamada potencial). Analogamente, seja
{
µω
}
ω∈Ω

uma medida de probabilidade ran-

domizada, então para quase todo ω ∈ Ω definimos o operador dual de Ruelle
[
Lωφ
]∗

(associado ao potencial φ) como o operador tal que∫
f d
[
Lωφ
]∗

(µθω) =

∫
Lωφ(f) dµθω ,

para cada f : Xω → [0,∞] Lipschitz.

Dado ω ∈ Ω, definimos a n-ésima composição da transformação σω como sendo

σnω := σθn−1ω ◦ σθn−2ω ◦ . . . ◦ σθω ◦ σω .

Sejam ω ∈ Ω e a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Wn
ω , definimos o homeomorfismo local de σ

composto n vezes em relação a ω e a,

σnω,a := σθn−1ω ◦ σθn−2ω ◦ . . . ◦ σθω ◦ σω
∣∣
[a]ω

,

onde σnω,a : [a]ω → σθn−1ω

(
[an−1]θn−1ω

)
. Notemos que

σθn−1ω

(
[an−1]θn−1ω

)
=
{
y ∈ Xθnω : ∃x ∈ [an−1]θn−1ω com σθn−1ω(x) = y

}
.

Dado qualquer y ∈ Xθnω considere x = (an−1, y) ∈ [an−1]θn−1ω e vale que σθn−1ω(x) = y,

assim temos que σθn−1ω

(
[an−1]θn−1ω

)
= Xθnω, e portanto, σnω,a : [a]ω → Xθnω define um

homeomorfismo.
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12 Observação: Para que a composição do operador de Ruelle também tenha sentido, defi-

nimos [
Lωφ
]n

:= Lθn−1ω
φ ◦ . . . ◦ Lθωφ ◦ Lωφ ,

para cada n ∈ N. Por um argumento de indução, pode-se mostrar que a n-ésima potencia

do operador de Ruelle é dada por[
Lωφ
]n

(f)(x) =
∑

σnω(y)=x

eSnφω(y)f(y) ,

onde f : Xω → R e onde

Snφω :=
n−1∑
i=0

φθiω ◦ σiω ,

para cada potencial φ : X → R. Tal expressão é conhecida como somas de Birkhoff

do potencial φ. Analogamente, definimos a n-ésima potencia do operador dual de Ruelle

como segue ([
Lωφ
]∗)n

:=
[
Lωφ
]n,∗

:=
[
Lωφ
]∗ ◦ . . . ◦ [Lθn−2ω

φ

]∗
◦
[
Lθ

n−1ω
φ

]∗
.

Dada uma aplicação fibrada f : X→ R Lipschitz, podemos achar uma estimação para

as suas somas de Birkhoff Snfω. Sejam m ∈ N e a ∈ Wm
ω , para n ≤ m, x, y ∈ [a]ω e um

potencial f (m−n+1)-Hölder cont́ınuo tal que a sua variável aleatória k associada cumpre

com
∫
k dP <∞, então

∣∣Snfω(x)− Snfω(y)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

fθiω ◦ σiω(x)−
n−1∑
i=0

fθiω ◦ σiω(y)

∣∣∣∣∣
≤

n−1∑
i=0

∣∣fθiω ◦ σiω(x)− fθiω ◦ σiω(y)
∣∣

=
n−1∑
i=0

∣∣fθiω(σiω,a(x)
)
− fθiω

(
σiω,a(y)

)∣∣
≤

n−1∑
i=0

varθ
iω
m−i(f) =

n∑
i=1

varθ
n−iω
m−n+i(f)

≤
n∑
i=1

kθn−iωr
m−n+i ≤ rm−n

n∑
i=1

kθn−iωr
i ≤ rm−n

∞∑
i=1

kθn−iωr
i ......(2.1)

Notemos que o lado direito da última desigualdade é finito P-q.t.p., de fato, pelo teorema

de convergência monótona e dado que P é θ-invariante,∫
rm−n

∞∑
i=1

kθn−iωr
i dP(ω) = rm−n

∞∑
i=1

ri
∫
kθn−iω dP(ω)

= rm−n
r

1− r

∫
kω dP(ω) =

rm−n+1

1− r

∫
k dP <∞ . (2.2)
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Em particular, para um potencial ϕ : X → R Hölder cont́ınuo com ı́ndice menor o igual

a m− n+ 1 (e as considerações feitas acima), temos que[
exp

(
∞∑
i=1

kθn−iωr
i

)]−rm−n
≤ eSnϕω(x)−Snϕω(y) ≤

[
exp

(
∞∑
i=1

kθn−iωr
i

)]rm−n
.

Defina a variável aleatória B : Ω→ (0,∞) dada por

Bω := exp

(
∞∑
i=1

kθ−iωr
i

)
,

e notemos que
∫

logB dP <∞. Assim,(
Bθnω

)−1 ≤
(
Bθnω

)−rm−n ≤ eSnϕω(x)−Snϕω(y) ≤
(
Bθnω

)rm−n ≤ (Bθnω

)
. (2.3)

De (2.1) temos que existe uma constante Lω > 0 tal que
∣∣Snfω(x)− Snfω(y)

∣∣ ≤ Lω rm−n,

isto é, o valor
∣∣Snfω(x) − Snfω(y)

∣∣ está numa vizinhança da origem e, portanto, pelo

teorema de Taylor temos que existe uma constante Cω
n > 0 tal que

Snfω(x)− Snfω(y) ≤ eSnϕω(x)−Snϕω(y) − 1 ≤ Cω
n

(
Snfω(x)− Snfω(y)

)
. (2.4)

Assim, temos que

Cω
n = sup

x,y∈[a]ω

eSnϕω(x)−Snϕω(y) − 1

Snfω(x)− Snfω(y)
.

Como (et − 1)/t define uma função crescente, pela desigualdade (2.3) temos que

Snfω(x)− Snfω(y) ≤ lnBθnω ⇒ Cω
n =

elnBθnω − 1

lnBθnω

=
Bθnω − 1

lnBθnω

.

Concluimos, por (2.3) e (2.4), que

eSnϕω(x)−Snϕω(y) − 1 ≤ Bθnω − 1

lnBθnω

(
Snfω(x)− Snfω(y)

)
≤ Bθnω − 1

lnBθnω

rm−n lnBθnω =
(
Bθnω − 1

)
dr
(
σnω(x), σnω(y)

)
. (2.5)

Dadas estas considerações, agora estamos em posição de definir as ferramentas com as

que vamos trabalhar no que segue. Considere (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial

ϕ : X→ R satisfazendo as propriedades:

1. ϕ é um potencial 2-Hölder cont́ınuo tal que a sua variável aleatória associada k é

tal que
∫
k dP <∞, e varω1 (ϕ) <∞ para quase todo ω ∈ Ω;

2. ω 7→ Lωϕ(1Xω) é uma aplicação integrável.

Se Lωϕ(1Xω) = 1Xθω para quase todo ω ∈ Ω, então as condições 1 e 2 podem ser trocadas

por

1̂. ϕ é um potencial 2-Hölder cont́ınuo e varω1 (ϕ) <∞ para quase todo ω ∈ Ω;

No que segue, o potencial ϕ sera considerado com estas propriedades dependendo das

hipóteses nas que trabalhemos
(
por exemplo, se Lωϕ(1Xω) = 1Xθω , então ϕ cumpre com

1̂).
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2.3 Métrica de Wasserstein e construção do trans-

porte

13 Definição: Seja Y um espaço métrico separável e completo, e sejam µ, ν duas medidas

de probabilidade definidas sobre Y . Dizemos que

Π(µ, ν) :=
{
m ∈P

(
Y 2
)

: π∗1(m) = µ e π∗2(m) = ν
}
,

é o conjunto dos transportes ou acoplamentos de µ e ν, onde P
(
Y 2
)

é o conjunto de

todas as medidas de probabilidade de Borel definidas sobre Y 2 e π∗1, π∗2 são as projeções

canônicas que definem as medidas marginais de cada transporte, isto é,

π∗1(m)(A) = m
(
π−1

1 (A)
)

e π∗2(m)(A) = m
(
π−1

2 (A)
)
,

para cada A ⊂ Y conjunto mensurável.

6

-

6

-

P(Y 2)

µ

ν

•m

7 Proposição: (Villani, [10]) Seja d uma métrica compat́ıvel com a topologia de Y . De-

fina

W (µ, ν) := inf
m∈Π(µ,ν)

∫
Y 2

d(x, y) dm ,

então W define uma métrica sobre o espaço das medidas de probabilidade (de Borel) sobre

Y .

14 Definição: Definimos W como a métrica de Wasserstein (também conhecida como

métrica Kantorovich-Rubinstein) sobre o espaço das medidas de probabilidade (de Borel)

definidas sobre Y .

Pode-se mostrar que a convergência de medidas na métrica de Wasserstein é uma

convergência fraca, isto é uma consequência direta da dualidade de Monge-Kantorovich,

W (µ, ν) = sup
D(f)≤1

{∫
f dµ−

∫
f dν

}
,

onde

D(f) := sup
x,y∈Y

|f(x)− f(y)|
d(x, y)

.
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Uma propriedade muito importante da métrica W é que aquele infimo na sua definição

sempre é atingido por algum transporte chamado transporte otimal, que em geral, não

é único (veja [10]).

2.3.1 O método de acoplamento

A seguinte proposição é o resultado principal deste trabalho e é onde explicamos deta-

lhadamente o método de acoplamento e a adaptação dele às nossas ferramentas aleatórias.

As variáveis aleatórias envolvidas são definidas como segue. Seja β ∈ (0, 1), r dado pela

Hölder continuidade de ϕ e considere Bω como foi definida em (2.3). Para ω ∈ Ω defina

αω :=
Bω

β
e d̃ω(x, y) := min

{
1, αωdr(x, y)

}
.

Isto nos dá um modo de definir a métrica de Wasserstein Wω e o coeficiente de Lipschitz

D̃ω(f) de uma aplicação fibrada f em relação à distância d̃ω sobre o espaço Xω, isto é,

D̃ω(f) := sup
x,y∈Xω

|fω(x)− fω(y)|
d̃ω(x, y)

.

Considere a variável aleatória nω : Ω→ N tal que para quase todo ω ∈ Ω,

nω ≥
⌊
− logαω

log r

⌋
+ 1 ,

e notar que com essa condição tem-se que

nω > −
logαω
log r

⇒ αωr
nω < 1 ,

pois log r < 0 . O próximo resultado nos dá uma contração fibrada pelo operador de

Ruelle.

8 Teorema: Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ : X → R definidos como

antes e tais que Lωϕ(1Xω) = 1Xθω para quase todo ω ∈ Ω. Além disso, suponha que

f = {fω}ω∈Ω é uma aplicação fibrada Lipschitz cont́ınua com constante r igual à constante

de ϕ, e {µω}ω∈Ω, {νω}ω∈Ω duas medidas de probabilidade randomizadas. Então para quase

todo ω ∈ Ω temos que existe tω ∈ (0, 1) tal que

i D̃
([
Lωϕ
]nω+1

(fω)
)
≤ tω · D̃ω(f);

ii Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(µθnω+1ω),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(νθnω+1ω)
)
≤ tωWθnω+1ω

(
µθnω+1ω, νθnω+1ω

)
.

Prova: Primeiro vamos provar a contração [i] para Lωϕ localmente. Para uma aplicação

fibrada f Lipschitz cont́ınua temos para quase todo ω ∈ Ω e todo x, y ∈ Xω,

|fω(x)− fω(y)|
d̃ω(x, y)

≤ |fω(x)− fω(y)|
dr(x, y)

= αω
|fω(x)− fω(y)|
αωdr(x, y)

≤ αω
|fω(x)− fω(y)|

d̃ω(x, y)
,
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assim, concluimos que D̃ω(f) ≤ Dω(f) ≤ αωD̃ω(f). Isto nos diz que fω é também

Lipschitz cont́ınua sobre Xω respeito à métrica d̃ω, para quase todo ω ∈ Ω. Sejam x, y ∈
[a0]θnω para algum a0 ∈ W1

θnω,

SSSSSSSSSSss
∣∣[Lωϕ]n(fω)(x)−

[
Lωϕ
]n

(fω)(y)
∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

σnω,v(z1)=x

v∈Wnω

eSnϕω(z1)fω(z1)−
∑

σnω,v(z2)=y

v∈Wnω

eSnϕω(z2)fω(z2)

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∑
v∈Wnω

∣∣∣eSnϕω◦σ−nω,v(x)fω ◦ σ−nω,v(x)− eSnϕω◦σ
−n
ω,v(y)fω ◦ σ−nω,v(y)

∣∣∣
=
∑
v∈Wnω

∣∣∣eSnϕω◦σ−nω,v(x)fω ◦ σ−nω,v(x)− eSnϕω◦σ
−n
ω,v(x)fω ◦ σ−nω,v(y)

+ eSnϕω◦σ
−n
ω,v(x)fω ◦ σ−nω,v(y)− eSnϕω◦σ

−n
ω,v(y)fω ◦ σ−nω,v(y)

∣∣∣
≤
∑
v∈Wnω

eSnϕω◦σ
−n
ω,v(x)

∣∣fω ◦ σ−nω,v(x)− fω ◦ σ−nω,v(y)
∣∣

+
∑
v∈Wnω

eSnϕω◦σ
−n
ω,v(y)

∣∣fω ◦ σ−nω,v(y)
∣∣ ∣∣∣eSnϕω(σ−nω,v(x))−Snϕω(σ−nω,v(y)) − 1

∣∣∣ .
Notemos que σ−nω,v(x), σ−nω,v(y) ∈ [v]ω, portanto, pela desigualdade (2.5) temos que

∣∣[Lωϕ]n(fω)(x)−
[
Lωϕ
]n

(fω)(y)
∣∣ ≤ ∑

v∈Wnω

eSnϕω◦σ
−n
ω,v(x)

∣∣fω(σ−nω,v(x)
)
− fω

(
σ−nω,v(y)

)∣∣
+
∑
v∈Wnω

eSnϕω◦σ
−n
ω,v(y)

∣∣fω ◦ σ−nω,v(y)
∣∣ (Bθnω − 1) dr(x, y)

≤
∑
v∈Wnω

eSnϕω◦σ
−n
ω,v(x)Dω(f) dr

(
σ−nω,v(x), σ−nω,v(y)

)
+ (Bθnω − 1) dr(x, y)

[
Lωϕ
]n(|fω|)(y)

≤ Dω(f) rndr(x, y)
[
Lωϕ
]n(
1Xω

)
(x)

+‖fω‖∞ (Bθnω − 1) dr(x, y)
[
Lωϕ
]n(
1Xω

)
(y) .

Como Lωϕ(1Xω) = 1Xθω , temos que

∣∣[Lωϕ]n(fω)(x)−
[
Lωϕ
]n

(fω)(y)
∣∣ ≤ (Dω(f) rn + ‖fω‖∞ (Bθnω − 1)

)
dr(x, y) . (2.6)

Pela hipótese, nós temos que Lωϕ(c) = c para cada c ∈ R. Sem perda de generalidade,

podemos supor que inf{fω(x) :x ∈ Xω} = 0. Então

|fω(x)| − |fω(y)| ≤ |fω(x)− fω(y)| ≤ D̃ω(f) d̃ω(x, y) ≤ D̃ω(f) ,
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e concluimos que ‖fω‖∞ ≤ D̃ω(f). Notemos que por construção rnωαω < 1 e supondo que

d̃θnωω(x, y) < 1, da equação (2.6) obtemos que∣∣[Lωϕ]nω(fω)(x)−
[
Lωϕ
]nω

(fω)(y)
∣∣

d̃θnωω(x, y)
≤
(
Dω(f) rnω + ‖fω‖∞ (Bθnωω − 1)

)
dr(x, y)

αθnωωdr(x, y)

=
Dω(f) rnω + ‖fω‖∞ (Bθnωω − 1)

αθnωω

≤ αωD̃ω(f) rnω + D̃ω(f) (Bθnωω − 1)

αθnωω

≤
(
αωr

nω +Bθnωω − 1
)
D̃ω(f)

αθnωω

≤ BθnωωD̃ω(f)

αθnωω
= β D̃ω(f) ,

isto mostra [i] localmente. Agora, dados x, y ∈ Xω vamos contruir um transporte Qωx,y ∈
Π
([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)

com uma limitação inferior uniforme sobre uma vizi-

nhança da diagonal, considerando ramos inversos passando através do cilindro [1]ω. Defina

para quase todo ω ∈ Ω,

Cω := inf
x∈Xθω

eϕω◦σ
−1
ω,1(x) .

Note que

Cω ≤ eϕω◦σ
−1
ω,1(y) ≤

∑
a∈W1

ω

eϕω◦σ
−1
ω,a(y) = Lωϕ

(
1Xω

)
(y) ≤ 1 , (2.7)

para quase todo ω ∈ Ω e todo y ∈ Xθω. Vamos contruir um transporte das medidas[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx) e
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy) mediante uma decomposição do potencial. Para x ∈ Xθnω+1ω

e v = (v0, v1, . . . , vnω−1) ∈ Wnω
ω , defina

φ(1)

(v,1) := inf
y∈Xθnω+1ω

eSnω+1ϕω◦σ
−nω−1
ω,(v,1)

(y) ,

φ(2)

(v,1)(x) := eSnω+1ϕω◦σ
−nω−1
ω,(v,1)

(x) − φ(1)

(v,1) .

Notemos que

φ(1)

(v,1) = inf
y∈Xθnω+1ω

eSnω+1ϕω◦σ
−nω−1
ω,(v,1)

(y)

= inf
y∈Xθnω+1ω

exp

(
nω∑
i=0

ϕθiω ◦ σiω
(
σ−nω−1
ω,(v,1) (y)

))

= inf
y∈Xθnω+1ω

exp

(
ϕθnωω ◦ σnωω

(
σ−nω−1
ω,(v,1) (y)

)
+

nω−1∑
i=0

ϕθiω ◦ σiω
(
σ−nω−1
ω,(v,1) (y)

))
.

Como σ−nω−1
ω,(v,1) (y) ∈ [v, 1]ω, temos que

σnωω
(
σ−nω−1
ω,(v,1)

)
= σnωω ◦

(
σθnωω ◦ σθnω−1ω ◦ . . . ◦ σθω ◦ σω

∣∣
[v,1]ω

)−1

= σnωω ◦ σ−1
ω,v0
◦ σ−1

θω,v1
◦ . . . ◦ σ−1

θnω−1ω,vnω−1︸ ︷︷ ︸
σ−nωω,v

◦σ−1
θnωω,1 = σ−1

θnωω,1 .
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Do mesmo modo,

σ−nω−1
ω,(v,1) = σ−1

ω,v0
◦ σ−1

θω,v1
◦ . . . ◦ σ−1

θnω−1ω,vnω−1
◦ σ−1

θnωω,1

=

(
σθnω−1ω ◦ σθnω−2ω ◦ . . . ◦ σθω ◦ σω

∣∣
[v]ω

)−1

◦ σ−1
θnωω,1

= σ−nωω,v ◦ σ−1
θnωω,1 .

Assim,

φ(1)

(v,1) = inf
y∈Xθnω+1ω

exp

(
ϕθnωω ◦ σ−1

θnωω,1(y) +
nω−1∑
i=0

ϕθiω ◦ σiω
(
σ−nωω,v ◦ σ−1

θnωω,1(y)
))

= inf
y∈Xθnω+1ω

exp
(
ϕθnωω ◦ σ−1

θnωω,1(y) + Snωϕω ◦ σ−nωω,v ◦ σ−1
θnωω,1(y)

)
≥ inf

y∈Xθnω+1ω

exp
(
ϕθnωω ◦ σ−1

θnωω,1(y)
)
· inf
y∈Xθnω+1ω

exp
(
Snωϕω ◦ σ−nωω,v ◦ σ−1

θnωω,1(y)
)

= Cθnωω · inf
y∈[1]θnωω

exp
[
Snωϕω

(
σ−nωω,v (y)

)]
(2.3)

≥ B−1
θnωωCθnωω sup

y∈[1]θnωω

exp
[
Snωϕω

(
σ−nωω,v (y)

)]
. (2.8)

Dados x, y ∈ Xθnω+1ω, definimos a medida de probabilidade Qωx,y sobre Xω × Xω por

Qωx,y :=
∑

v∈Wnω
ω

φ(1)

(v,1)δ
(
σ−nω−1
ω,(v,1)

(x),σ
−nω−1
ω,(v,1)

(y)
)....................................................................

........................................+
1

1−
∑

v∈Wnωω

φ(1)

(v,1)

·
∑

a,b∈Wnω+1
ω

φ(2)

a (x)φ(2)

b (y)δ(σ−nω−1
ω,a

(x),σ
−nω−1
ω,b (y)) .

Assumimos que Qωx,y é uma medida de probabilidade e que é um acoplamento das medidas[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx) e
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy) (veja páginas 353 e 354 de [4]). Por construção, temos

novamente que

d̃ω
(
σ−nωω,v (x),σ

−nω
ω,v (y)

)
≤ αωdr

(
σ−nωω,v (x),σ

−nω
ω,v (y)

)
≤ αωr

nω < 1 , (2.9)

para cada v ∈ Wnω
ω e x, y ∈ [1]θnωω. Assim, por (2.8) e

[
Lωϕ
]nω(

1Xω

)
= 1Xθnωω ,

Qωx,y
(
{(x′, y′) : d̃ω(x′, y′) ≤ αωr

nω}
)

=
∑

v∈Wnω
ω

φ(1)

(v,1) +
1

1−
∑

v∈Wnωω

φ(1)

(v,1)

·
∑

a,b∈Wnω+1
ω

φ(2)

a (x)φ(2)

b (y)

≥ B−1
θnωωCθnωω

∑
v∈Wnω

ω

sup
y∈[1]θnωω

exp
[
Snωϕω

(
σ−nωω,v (y)

)]
≥ B−1

θnωωCθnωω sup
y∈[1]θnωω

∑
v∈Wnω

ω

exp
[
Snωϕω

(
σ−nωω,v (y)

)]
= B−1

θnωωCθnωω sup
y∈[1]θnωω

[
Lωϕ
]nω(

1Xω

)
(y) = B−1

θnωωCθnωω .

Agora, vamos usar essa estimação para obter uma contração uniforme de D̃ω(f). Para

isto, defina

∆ω :=
{

(x′, y′) ∈ X2
ω : d̃ω(x′, y′) ≤ αωr

nω
}
.
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Então, para x, y ∈ Xθnω+1ω temos que

Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)
≤
∫

∆ω

d̃ω(x′, y′) dQωx,y(x′, y′)

................+

∫
X2
ω\∆ω

d̃ω(x′, y′) dQωx,y(x′, y′)

(2.9)

≤ αωr
nωQωx,y

(
∆ω
)

+ 1−Qωx,y
(
∆ω
)

= 1− (1− αωrnω)Qωx,y
(
∆ω
)

≤ 1− (1− αωrnω)B−1
θnωωCθnωω =: sθnωω < 1 .

Pela dualidade de Monge-Kantorovich, para f : X→ R com D̃ω(f) <∞,

SSSSSSSSSSSSSSSS
∣∣[Lωϕ]nω+1

(fω)(x)−
[
Lωϕ
]nω+1

(fω)(y)
∣∣

=

∣∣∣∣∫ [Lωϕ]nω+1
(fω) dδx −

∫ [
Lωϕ
]nω+1

(fω) dδy

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ fω d
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx)−
∫
fω d

[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)

∣∣∣∣
= D̃ω(f)

∣∣∣∣∫ fω

D̃ω(f)
d
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx)−
∫

fω

D̃ω(f)
d
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)

∣∣∣∣
≤ D̃ω(f)Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)

≤ D̃ω(f) sθnωω .

Pelo feito anteriormente, temos que∣∣[Lωϕ]nω+1
(fω)(x)−

[
Lωϕ
]nω+1

(fω)(y)
∣∣

d̃θnω+1ω(x, y)
≤
{
βD̃ω(f) se d̃θnω+1ω(x, y) < 1

sθnωωD̃ω(f) se d̃θnω+1ω(x, y) = 1
(2.10)

Assim, para tω = max{β, sθnωω} temos que

D̃θnω+1ω

([
Lωϕ
]nω+1

(fω)
)
≤ tω · D̃ω(f) ,

o que prova a afirmação [i] do teorema. Para provar [ii] notemos que a dualidade de

Monge-Kantorovich implica que

Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)

= sup
D̃ω(f)≤1

{∫
f d
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx)−
∫
f d
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)

}
= sup

D̃ω(f)≤1

{∫ [
Lωϕ
]nω+1

(f) dδx −
∫ [
Lωϕ
]nω+1

(f) dδy

}
= sup

D̃ω(f)≤1

{[
Lωϕ
]nω+1

(f)(x)−
[
Lωϕ
]nω+1

(f)(y)
}

(2.10)

≤ tω d̃θnω+1ω(x, y) D̃ω(f) ≤ tω d̃θnω+1ω(x, y) . (2.11)

Já que µθnω+1ω e νθnω+1ω são medidas de probabilidade sobre Xθnω+1ω, sabemos que existe

um acoplamento Q ∈ Π
(
µθnω+1ω, νθnω+1ω

)
(um transporte otimal) tal que

Wθnω+1ω

(
µθnω+1ω, νθnω+1ω

)
=

∫
d̃θnω+1ω(x, y) dQ(x, y) .
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Além disso, seja Px,y ∈ Π
([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)

um trasporte otimal das medidas[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx) e
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy). Utilizando uma construção semelhante à feita para Qωx,y,
pode-se mostrar que dado ε > 0 existem δ > 0 e um transporte P ε

x,y ∈ Π
([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx′),[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy′)
)

constrúıdo a partir de Px,y de um modo cont́ınuo, tal que∣∣∣∣∫ d̃θnω+1ω(x, y) dPx,y −
∫
d̃θnω+1ω(x, y) dP ε

x,y

∣∣∣∣ ≤ ε , ∀x′, y′ : dr(x, x
′), dr(y, y

′) < δ .

Em particular, (x′, y′) 7→ Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx′),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy′)
)

é cont́ınua e existe uma

famı́lia localmente cont́ınua de acoplamentos
{
P ε
x′,y′ :x

′, y′ ∈ Xθnω+1ω

}
, a qual esta ε

próxima a tal métrica de Wasserstein. Seja Qε definida por dQε(x, y) := P ε
x,y dQ(x, y),

então pode-se mostrar facilmente que Qε ∈ Π
([
Lωϕ
]nω+1,∗

(µθnω+1ω),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(νθnω+1ω)
)
.

Assim,

Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(µθnω+1ω),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(νθnω+1ω)
)

=

∫
d̃θnω+1ω(x, y) dQε(x, y)

≤
∫∫

d̃θnω+1ω(x, y) dPx,y dQ(x, y) + ε

=

∫
Wω

([
Lωϕ
]nω+1,∗

(δx),
[
Lωϕ
]nω+1,∗

(δy)
)
dQ(x, y)

..............................................................+ ε
(2.11)

≤ tω

∫
d̃θnω+1ω(x, y) dQ(x, y) + ε

= tωWθnω+1ω

(
µθnω+1ω, νθnω+1ω

)
+ ε .

Como ε > 0 é arbitrario, temos que vale a afirmação [ii]. #

13 Observação: A prova revela que o método de acoplamento contrasta com os métodos

espectrais (como aquele usado na prova do teorema de Perron, mas adaptado para fibrados

- veja [1]), pois é imediatamente aplicável a ferramentas sobre fibrados.

9 Corolário: Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ : X → R definidos como

antes e tais que Lωϕ(1Xω) = 1Xθω para quase todo ω ∈ Ω. Então existem constantes

t ∈ (0, 1), c > 0 e sequência aleatória {lωn}n∈N0
⊂ N tais que

i Dadas medidas de probabilidade randomizadas µ, ν e n ∈ N,

Wω

([
Lωϕ
]lωn ,∗(µθlωnω),

[
Lωϕ
]lωn ,∗(νθlωnω)

)
≤ c tnWθl

ω
nω(µθlωnω, νθlωnω) ,

para quase todo ω ∈ Ω.

ii Dada uma aplicação fibrada f e n ∈ N,

D
([
Lωϕ
]lωn (fω)

)
≤ c tnDω(f) ,

para quase todo ω ∈ Ω.

Se Bω é uniformemente limitada, então o corolário vale para c = 2 ess-supω∈ΩBω.
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Prova: Aplicando o teorema 8, escolhemos β = 1/2, C > 0 e B ≥ 1 tais que P
(
ΩB,C

)
>

0, onde

ΩB,C :=
{
ω ∈ Ω : Bω ≤ B,Cω ≥ C

}
.

Note que isto implica que αω = 2Bω. Redefina

nω := min
{
n ∈ N : θnω ∈ ΩB,C , n ≥ b− logr(2αω)c+ 1

}
.

que existe e é finito pela ergodicidade de θ. De (2.7) segue que

t := 1− C

2B
≥ 1− Cω

2B
≥ 1− 1

2B
≥ 1

2
= β ,

além disso, por construção temos que αωr
nω < 1/2, então

t ≥ 1− Cθnωω
2Bθnωω

= 1− 1

2
· Cθ

nωω

Bθnωω

≥ 1− (1− αωrnω)
Cθnωω
Bθnωω

= sθnωω ,

e portanto, concluimos que t ≥ tω para quase todo ω ∈ Ω. A sequência {lωn}n∈N0
é definida

recursivamente como segue:

lω0 := nω

lωn := lωn−1 + n
θ
lωn−1+1

ω
+ 1 .

Assim, considerando ωi := θl
ω
i +1ω temos que

θl
ω
nω = θl

ω
n−1+nωn−1+1ω = θnωn−1

(
θl
ω
n−1+1ω

)
∈ ΩB,C .

Em particular,

αθlωnω = 2Bθl
ω
nω ≤ 2B =: c .

Agora, notemos que

lωn = n+ nω +
n−1∑
i=0

nωi , ∀n ≥ 1 ,

e notemos que[
Lωϕ
]lωn ,∗(µθlωnω) =

[
Lωϕ
]nω+1,∗ ◦

[
Lθnω+1ω
ϕ

]nω0+1,∗ ◦ . . . ◦
[
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ,∗
(
µθlωnω

)
.

Além disso, para uma aplicação fibrada f vale que[
Lωϕ
]lωn (fω) =

[
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ◦
[
Lθ

lωn−2+1ω
ϕ

]nωn−2+1 ◦ . . . ◦
[
Lωϕ
]nω+1

(fω) .

Pela afirmação [ii] do teorema 8, temos que

Wω

([
Lωϕ
]lωn ,∗(µθlωnω),

[
Lωϕ
]lωn ,∗(νθlωnω)

)
≤ tω tω0 tω1 · . . . · tωn−2 ·

Wωn−1

([
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ,∗(µθlωnω),
[
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ,∗(νθlωnω)
)

≤ tn ·
Wωn−1

([
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ,∗(µθlωnω),
[
Lθ

lωn−1+1ω
ϕ

]nωn−1 ,∗(νθlωnω)
)

≤ c tnWθl
ω
nω

(
µθlωnω, νθlωnω

)
.
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Analogamente, mostramos que

D
([
Lωϕ
]lωn (fω)

)
≤ c tnDω(f) ,

e segue o corolário. #

Com esse resultado é posśıvel expressar a contração fibrada mais explicitamente.

10 Corolário: Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ : X → R definidos como

antes e tais que Lωϕ(1Xω) = 1Xθω para quase todo ω ∈ Ω. Então existe uma constante

s ∈ (0, 1) e uma variável aleatória c∗ : Ω→ (0,∞) tais que

Wω

([
Lωϕ
]n,∗

(µθnω),
[
Lωϕ
]n,∗

(νθnω)
)
≤ c∗ω s

nWθnω(µθnω, νθnω) ,

onde µ, ν são medidas de probabilidade randomizadas e n ∈ N.

Prova: Como na prova do corolário anterior, considere o conjunto de medida positiva

ΩB,C e a sequência aleatória {lωn}n∈N. Tomando t = 1− C/(2B) como antes, do corolário

9 tem-se que

Wω

([
Lωϕ
]lωn ,∗(µθlωnω),

[
Lωϕ
]lωn ,∗(νθlωnω)

)
≤ 2B tnWθl

ω
nω(µθlωnω, νθlωnω) .

Dado n ∈ N, escolha k ∈ N tal que lωk ≤ n ≤ lωk+1. Se K :=
⌊
− log(2B)/ log r

⌋
+ 1,

aplicando o teorema ergódico duas vezes e a fórmula de retorno de Kac (veja [13]), tem-se

que

1

n
log tk =

lωk
n

k

lωk
log t

k,n→∞// 1

K P
(
ΩB,C

) log t .

Por outro lado, notemos que se trocamos k por k + 1 o limite não muda. Assim, para

cada s ∈ (0, 1) com log s > log t/
[
K P

(
ΩB,C

)]
, existe uma variável aleatória c∗ tal que

Wω

([
Lωϕ
]n,∗

(µθnω),
[
Lωϕ
]n,∗

(νθnω)
)
≤ c∗ω s

nWθnω(µθnω, νθnω) ,

o que mostra o corolário. #

2.4 Uma versão aleatória do teorema de Ruelle

15 Definição: Dada uma aplicação fibrada g : X → R Lipschitz, para quase todo ω ∈ Ω

defina

‖ gω ‖ωL := Dω(g) + ‖ gω ‖∞ = Dω(g) + sup
x∈Xω

|gω(x)| ,

a norma aleatória de Lipschitz.

11 Teorema: (Stadlbauer, [14]) Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ defini-

dos como antes. Então existe uma variável aleatória λ : Ω→ [0,∞) com
∫

log λ dP <∞,

uma aplicação fibrada h = {hω}ω∈Ω e uma medida de probabilidade randomizada µ =

{µω}ω∈Ω tais que valem:
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i Para quase todo ω ∈ Ω, hω : Xω → R é uma função estritamente positiva que

satisfaz

Lωϕ(hω) = λωhθω e

∫
hω dµω = 1 ;

ii Existe M > 0 tal que |hω(x)| ≤M para quase todo x ∈ Xω. Além disto, existe uma

variável aleatória B : Ω → [1,∞) com
∫

logB dP < ∞ tal que a função log hω é

1-Hölder cont́ınua em relação às constantes Bω − 1 e a mesma constante de Hölder

r de ϕ;

iii Para quase todo ω ∈ Ω, tem-se que[
Lωϕ
]∗

(µθω) = λωµω ;

iv A medida ν de probabilidade definida por

ν(A) =

∫∫
A

hω dµω dP , ∀A ⊂ X mensurável,

é σ-invariante e ergódica;

v µ é a única medida de probabilidade randomizada tal que[
Lωϕ
]∗

(µθω) = λωµω , para quase todo ω ∈ Ω .

Além disso, h é a única aplicação fibrada não trivial positiva (a unicidade com

exceção de mutiplicação por escalar) tal que

Lωϕ(hω) = λωhθω

para quase todo ω ∈ Ω;

vi Existem t ∈ (0, 1), c > 0 e uma sequência aleatória {lωn}n∈N0
tais que para cada

aplicação fibrada f = {fω}ω∈Ω Lipschitz, cada n ∈ N e quase todo ω ∈ Ω, tem-se

que ∥∥∥∥∥
[
Lωϕ
]lωn (fω)

Λlωn (ω)hθlωnω
−
∫
fω dµω

∥∥∥∥∥
θl
ω
nω

L

≤ 2c tnDω(f) ;

vii Existem t ∈ (0, 1), uma variável aleatória K : Ω→ [0,∞) e uma sequência {lωn}n∈N0

tais que para cada aplicação fibrada f = {fω}ω∈Ω Lipschitz, cada n ∈ N e quase

todo ω ∈ Ω, tem-se que∥∥∥∥∥
[
Lωϕ
]lωn (fω)

Λlωn (ω)hθlωnω
−
∫
fω dµω

∥∥∥∥∥
θl
ω
nω

L

≤ cKω · tn ‖ fω ‖ωL ;
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viii Existem s ∈ (0, 1) e duas variáveis aleatórias K, c∗ : Ω→ [0,∞) tais que para cada

aplicação fibrada f = {fω}ω∈Ω Lipschitz, cada n ∈ N e quase todo ω ∈ Ω, tem-se

que ∥∥∥∥∥
[
Lωϕ
]n

(fω)

Λn(ω)hθnω
−
∫
fω dµω

∥∥∥∥∥
θnω

L

≤ c∗ωKωs
n ‖ fω ‖ωL .

Para provar tal teorema precisamos indicar alguns resultados previos.

12 Teorema: ([11], teo. 4.3) Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ definidos

como antes. Então existem uma variável aleatória λ : Ω → [0,∞) com
∫

log λ dP < ∞ e

uma medida de probabilidade randomizada {µω}ω∈Ω, tal que

dµω
d(µθω ◦ σω)

(x) = λ−1
ω eϕω(x) , ∀x ∈ Xω ,

e para cada ω ∈ Ω.

14 Observação: Sejam a ∈ W1
ω e A ⊂ [a]ω, então o teorema anterior implica que

µθω
(
σω(A)

)
= λω

∫
A

e−ϕω dµω ,

para quase todo ω ∈ Ω. Assim, {µω}ω∈Ω é uma medida aleatória conforme. Notamos que

a conformidade neste caso da uma caracterização de {µω}ω∈Ω em relação aos autovalores

do operador
[
Lωϕ
]∗

, o qual atua sobre o espaço de medidas de Radon (ver o teorema 6.1 de

[7]), isto é, [
Lωϕ
]∗

(µθω) = λωµω .

15 Observação: É posśıvel reescrever o teorema anterior em função da pressão de Gurevich

PG(ϕ) adaptada para aplicações fibradas, mas a proposição 5.2 em [7] garante que sob as

nossas condições temos que

PG(ϕ) =

∫
log λω dP(ω) ,

portanto, podemos enunciar os nossos resultados sem introduzir o conceito de pressão.

16 Observação: Seja a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Wn
ω . Da prova do teorema 12 em [11] pode-se

deducir uma estimativa para µω
(
[a]ω
)

(veja observação 4.6 em [11]). Defina

Λn(ω) := λω · λθω · . . . · λθn−1ω .

Assim, para quase todo ω ∈ Ω e cada n ∈ N,

(
Bθnω

)−1 ≤ Λn(ω)
µω
(
[a]ω
)

eSnϕω(x)
≤ Bθnω , ∀x ∈ Xω ,

com Bω definido como antes (ver página 25). O anterior é chamado propriedade de

Gibbs da medida {µω}ω∈Ω numa CMRC.
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Prova: [do teorema 11] A prova de [iii] decorre da observação 15 e [iv] segue da proposição

7.3 em [11], portanto, podemos assumir que λ e µ são conhecidos. Primeiro vamos provar

as condições de regularidade [i] e [ii] para uma aplicação fibrada h que vamos construir

como segue:

(1) Construção de hω. Para ω ∈ Ω e k ∈ N defina

fω,k :=

[
Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
Λk(θ−kω)

.

Dados a ∈ W1
ω e x, y ∈ [a]ω, por um argumento similar ao dado na primeira parte da

prova do teorema 8, temos que

|fω,k(x)− fω,k(y)| = Λk(θ
−kω)−1

∣∣[Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
(x)−

[
Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
(y)
∣∣

≤ Λk(θ
−kω)−1 (Bω − 1) dr(x, y)

[
Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
(y)

= fω,k(y) (Bω − 1) dr(x, y) ,

pela desigualdade anterior e porque
∫

logBω dP <∞ (ver definição de Bω e desigualdade

(2.2)), segue que log fω,k é 1-Hölder cont́ınuo com parâmetro Bω − 1, de fato, temos que

|log fω,k(x)− log fω,k(y)| =
∣∣∣∣log

fω,k(x)

fω,k(y)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣fω,k(x)

fω,k(y)
− 1

∣∣∣∣ ≤ (Bω − 1) dr(x, y) .

Por outro lado, pela observação 16, para quase todo ω ∈ Ω, k ∈ N, a ∈ Wk
θ−kω e x ∈ [a]ω

tem-se que

Λk(θ
−kω)−1 e

Skϕθ−kω◦σ
−k
θ−kω,a

(x) ≤ Bω µθ−kω
(
[a]θ−kω

)
.

Deste modo, temos que[
Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
(x)

Λk(θ−kω)
= Λk(θ

−kω)−1
∑

v∈Wk
θ−kω

e
Skϕθ−kω◦σ

−k
θ−kω,v

(x) ≤ Bω

∑
v∈Wk

θ−kω

µθ−kω
(
[v]θ−kω

)
= Bω µθ−kω

(
Xθ−kω

)
= Bω ,

e assim obtemos que fω,k(x) ≤ Bω para quase todo ω ∈ Ω e k ∈ N. Como consequência

do corolário 4.7 em [11], temos que existe Ω∗ ⊂ Ω tal que fω,k(x) é limitado por embaixo

sempre que θ−kω ∈ Ω∗. Assim, defina a aplicação fibrada h = {hω}ω∈Ω tal que

hω(x) := lim inf
k→∞

θ−kω∈Ω∗

fω,k(x) , ∀x ∈ Xω .

Notemos que hω é limitada por cima e por baixo, para quase todo ω ∈ Ω (a limitação

depende de ω).
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(2) Propriedades de hω. Notemos que para cada x ∈ Xω temos que

Lωϕ(hω)(x)
Fatou

≤ lim inf
k→∞

θ−kω∈Ω∗

Lωϕ(fω,k)(x) = lim inf
k→∞

θ−kω∈Ω∗

Lωϕ

([
Lθ−kωϕ

]k(
1X

θ−kω

)
Λk(θ−kω)

)
(x)

= λω lim inf
k→∞

θ−kω∈Ω∗

[
Lθ−kωϕ

]k+1(
1X

θ−kω

)
(x)

Λk+1(θ−kω)

= λω lim inf
k→∞

θ−k+1ω∈Ω∗

[
Lθ−k+1ω
ϕ

]k(
1X

θ−k+1ω

)
(x)

Λk(θ−k+1ω)

= λω lim inf
k→∞

θ−k+1ω∈Ω∗

fθω,k(x) = λω hθω(x) ,

e assim concluimos que Lωϕ(hω) ≤ λω hθω. Desta forma, para ω ∈ Ω e n ∈ N, pela

conformidade de µ tem-se que∫
hω dµω =

∫
fθnω,n dµθnω =

∫
Λn(ω)−1

[
Lωϕ
]n

(hω) dµθnω

≤
∫

Λn(ω)−1Lθn−1ω
ϕ ◦ . . . ◦ Lθ2ω

ϕ ◦ Lθωϕ (λω hθω) dµθnω

≤
∫

Λn(ω)−1λω · λθω Lθ
n−1ω
ϕ ◦ . . . ◦ Lθ2ω

ϕ (hθ2ω) dµθnω

≤
∫

Λn(ω)−1λω · λθω · . . . · λθn−1ω hθnω dµθnω

=

∫
hθnω dµθnω ≤ Bθnω .

Pela ergodicidade da transformação θ, seque que
∫
hω dµω ≤ ess-infω∈Ω Bω. Pelo mesmo

argumento dado na prova de proposição 7.3 em [7], concluimos que Lωϕ(hω) = λω hθω. Das

estimações anteriores também temos que {log hω}ω∈Ω é 1-Hölder cont́ınua com parâmetro

Bω − 1 e que ‖hω ‖∞ < Bω para quase todo ω ∈ Ω. Para ver que hω > 0, segue da sua

Hölder continuidade que

λθ−1ω hω(x) = Lθ−1ω
ϕ (hθ−1ω)(x) =

∑
σθ−1ω(y)=x

eϕθ−1ω(y) hθ−1ω(y)

≥ inf
y∈[1]θ−1ω

eϕθ−1ω(y) hθ−1ω(y) > 0 .

Assim, inf hω > 0 para quase todo ω ∈ Ω. Combinando as limitações superior e inferior

obtidas anteriormente, e pela positividade de Lωϕ, temos que 0 < inf hω ≤ suphω < ∞,

para quase todo ω ∈ Ω. Isto prova [i] e [ii] do teorema 11.

(3) Normalizando o operador. A parte [ii] implica que log hω é 1-Hölder cont́ınua, e

portanto, log hθω ◦ σω é 2-Hölder cont́ınua. Já que hω é limitada por cima e por baixo,

temos que varωn
(

log hθω ◦ σω(x)
)
< ∞ para quase todo x ∈ Xω. Defina o potencial ϕ̃

como segue,

ϕ̃ω(x) := ϕω(x) + log hω(x)− log hθω ◦ σω(x)− log λω ,
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para cada x ∈ Xω e quase todo ω ∈ Ω. Notemos que este potencial cumpre com a

propriedade (1̂), de fato,

Lωϕ̃(f)(x) =
∑

σω(y)=x

eϕ̃ω(y)f(y) =
1

λω

∑
σω(y)=x

eϕω(y) hω(y)

hθω ◦ σω(y)
f(y)

=
1

λωhθω(x)

∑
σω(y)=x

eϕω(y)hω(y)f(y)

=
1

λωhθω(x)
Lωϕ(hωf)(x) ,

e portanto, concluimos que Lωϕ̃(1) = 1. Deste modo, pode-se mostrar indutivamente que

Λn(ω)hθnω
[
Lωϕ̃
]n

(f) =
[
Lωϕ
]n

(hωf) (2.12)

para quase todo ω ∈ Ω, cada n ∈ N e cada f : Xω → R função Lipschitz e limitada.

Dado que Lωϕ̃(1) = 1, para a medida ν = {νω}ω∈Ω dada por dνω = hω dµω, temos que[
Lωϕ̃
]∗

(νθω) = νω. Sejam t ∈ (0, 1), c > 0 e {lωn}n∈N0
⊂ N como no corolário 9. Para uma

função f : Xω → R Lipschitz com D̃(f) ≤ 1, n ∈ N e x ∈ Xθl
ω
nω, pela dualidade de

Monge-Kantorovich e pela parte [i] do corolário 9, tem-se que∣∣∣∣[Lωϕ̃]lωn (f)(x)−
∫
f dνω

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ f d
[
Lωϕ̃
]lωn ,∗(δx)− ∫ f d

[
Lωϕ̃
]lωn ,∗(νθlωnω)

∣∣∣∣
≤ Wω

([
Lωϕ̃
]lωn ,∗(δx), [Lωϕ̃]lωn ,∗(νθlωnω)

)
≤ c tnWθl

ω
nω(δx, νθlωnω)

≤ c tn
∫
d̃θlωnω(x, y) dνθlωnω(y) ≤ c tn .

Assim, temos que
∥∥ [Lωϕ̃]lωn (f)−

∫
f dνω

∥∥
∞ ≤ c tn. Combinando isto com a parte [ii] do

corolário 9, obtemos [vi] do teorema 11. Além disso, segue da parte [i] do corolário 9 que

ν é a única medida de probabilidade tal que
[
Lωϕ̃
]∗

(νθω) = νω.

(4) Transferindo os resultados. Da igualdade (2.12), temos que[
Lωϕ
]n

(f)

Λn(ω)hθnω
−
∫
f dµω =

[
Lωϕ̃
]n(
f/hω

)
−
∫

f

hω
dνω , (2.13)

para cada f : Xω → R Lipschitz. Assim, é posśıvel provar as partes [vii] e [viii] do teorema

11 estimando D̃
(
f/hω

)
. Então,

D̃(f/hω) ≤ 2 sup
x,y∈Xω

∣∣∣ f(x)
hω(x)

− f(y)
hω(y)

∣∣∣
d̃ω(x, y)

≤
∥∥∥∥ 1

hω

∥∥∥∥
∞

sup
x,y∈Xω

|f(x)− f(y)|
d̃ω(x, y)

+ ‖ f ‖∞ sup
x,y∈Xω

∣∣∣ 1
hω(x)

− 1
hω(y)

∣∣∣
d̃ω(x, y)

= ‖ 1/hω ‖∞

(
D̃(f) + ‖ f ‖∞ sup

x,y∈Xω

∣∣elog hω(x)−log hω(y) − 1
∣∣

d̃ω(x, y)

)
(2.5)

≤ ‖ 1/hω ‖∞ ‖ f ‖
ω
L max

{
1, ‖hω ‖∞ ‖ 1/hω ‖∞ , Bω − 1

}
,
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pois log hω é 1-Hölder cont́ınua. Defina então

Kω := 2 ‖ 1/hω ‖∞ max
{

1, ‖hω ‖∞ ‖ 1/hω ‖∞ , Bω − 1
}
,

para quase todo ω ∈ Ω. Pela igualdade (2.13) e por [vi] temos que∥∥∥∥∥
[
Lωϕ
]lωn(f)

Λlωn (ω)hθlωnω
−
∫
f dνω

∥∥∥∥∥
θl
ω
nω

L

=

∥∥∥∥ [Lωϕ̃]lωn(f/hω)− ∫ f

hω
dνω

∥∥∥∥θl
ω
nω

L

≤ 2c tn D̃
(
f/hω

)
≤ c tnKω ‖ f ‖ωL ,

o que mostra a parte [vii]. Para provar [viii], notamos que dada uma função f : Xω → R

Lipschitz com D(f) ≤ 1, o corolário 10 implica∣∣∣∣[Lωϕ̃]n(f)(x)−
∫
f dνω

∣∣∣∣ ≤ Wω

([
Lωϕ̃
]n,∗

(δx),
[
Lωϕ̃
]n,∗

(νθnω)
)

≤ c∗ω s
nWθnω(δx, νθnω) ≤ c∗ω s

n .

Além disso, temos que∣∣[Lωϕ̃]n(f)(x)−
[
Lωϕ̃
]n

(f)(y)
∣∣ ≤ Wω

([
Lωϕ̃
]n,∗

(δx),
[
Lωϕ̃
]n,∗

(δy)
)

≤ c∗ω s
nWθnω(δx, δy) = c∗ω s

n d̃ω(x, y) ,

portanto, concluimos que D
([
Lωϕ̃
]n

(f)
)
≤ c∗ω s

n. Como consequência das ultimas duas

desigualdades, da igualdade (2.13) e da estimação para D
(
f/hω

)
, temos que vale [viii].

(5) Unicidade. Finalmente, a unicidade da medida µ segue da unicidade da medida ν,

que é Lωϕ̃-invariante. Assim, vale [v] e isto conclui a prova do teorema 11. #



Caṕıtulo 3

Exemplos de aplicação e perspectivas

futuras

Nosso objetivo será usar o teorema 4.1 em [14] (resultado um pouco mais geral ao

desenvolvido neste trabalho) para calcular numericamente as autofunções do operador de

Ruelle associado a uma transformação aleatoriamente perturbada que seja suficientemente

bem comportada. Para aplicar tal teorema é necessário definir alguns conceitos que vão

ser importantes no momento de conectar o problema que queremos solucionar com a nossa

teoria.

3.1 Aplicação ao decaimento de correlações

Sejam (X, σ,Ω,P, θ) uma CMRC e um potencial ϕ : X → R definidos como antes e

tais que Lωϕ(1Xω) = 1Xθω para quase todo ω ∈ Ω. O teorema 11 também permite deduzir

decaimento exponencial de correlações utilizando a seguinte identidade fundamental∫
fω · gθnω ◦ σnω dµω =

∫ [
Lωϕ
]n

(fω) · gθnω dµθnω ,

para quase todo ω ∈ Ω e aplicações fibradas f, g tais que f é Lipschitz e
∫
|gθnω| dµθnω <

∞. O teorema 11 implica que
∥∥[Lωϕ]n(fω) dµω

∥∥
∞ converge para 0 exponencialmente rápido.

Assim, para aplicações fibradas f Lipschitz cont́ınua com
∫
fω dµω = 0 q.t.p. e g com∫

|gω| dµω <∞, nós obtemos a seguinte estimação para o decaimento de correlações:∣∣∣∣∫ fω · gθlωnω ◦ σl
ω
n
ω dµω

∣∣∣∣ ≤ ∫ ∣∣[Lωϕ]lωn (fω) · gθlωnω
∣∣ dµθlωnω

≤
∥∥ [Lωϕ]lωn(fω)

∥∥
∞

∫
|gθlωnω| dµθlωnω

≤ 2c tnDω(f)

∫
|gθlωnω| dµθlωnω .

Tal estimação pode ser muito prática para estimar numéricamente as autofunções hω
quando as hipóteses do problema são suficientemente boas.

41
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Seria bom falar sobre a importância do decaimento de correlações. Geralmente, quando

existe decaimento temos que o sistema dinâmico comporta-se assintoticamente como um

processo independente. Além disso, se a taxa de decaimento é exponencial, o sistema vai

assumir o estado de equiĺıbrio com velocidade exponencial, é posśıvel garantir a existência

de medidas invariantes e dá para mostrar uma versão do teorema de limite central, que é

uma propriedade mais forte que ergodicidade ou mixing (no sentido de medidas).

3.2 Aplicações de Markov no intervalo

Na literatura existem varias definições diferentes do que é uma aplicação de Markov,

a seguinte é a mais adequada para a aplicação que queremos desenvolver.

16 Definição: Uma transformação sobrejetora T : I → I, onde I ⊂ R é um intervalo

(limitado ou não), é chamada uma aplicação de Markov em relação a uma famı́lia

contável {Ik}k∈K de intervalos abertos disjuntos, se e somente se, valem as seguintes

afirmações:

1. T é definida sobre o conjunto I∗, onde

I∗ :=
⋃
k∈K

Ik ,

e tem-se que Ī∗ = I;

2. Para cada k ∈ K, a função Tk := T
∣∣
Ik

é estritamente monótona, diferenciável e T ′k

é localmente Lipschitz tal que pode-se definir sobre Īk;

3. Para cada j, k ∈ K, se T (Ij) ∩ Ik 6= ∅, então Ik ⊂ T (Ij);

4. Para cada (j, k) ∈ K2, existe n ∈ N tal que Ik ⊂ T n(Ij);

5. Existe n ∈ N tal que inft∈I∗
∣∣(T n)′

∣∣(t) > 1 (T é expansora).

17 Observação: Se λ denota a medida de Lebesgue definida sobre I, temos que λ é não

singular em relação a T (pois T é injetora). Se T é uma aplicação de Markov, para

I0, I1, . . . , In−1 ∈ {Ik}k∈K defina

[I0, I1, . . . , In−1] :=
n−1⋂
i=0

T−i(Ii) .

Suponha que [I0, I1, . . . , In−1] 6= ∅, então

T
(
[I0, I1, . . . , In−1]

)
=

n−1⋂
i=0

T−i+1(Ii) = T (I0) ∩

[
n−1⋂
i=1

T−i+1(Ii)

]

=
n−2⋂
i=0

T−i(Ii+1) = [I1, I2, . . . , In−1] ,
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pois I1 ⊂ T (I0). O anterior sugere que existe uma conexão entre uma aplicação de Markov

e uma cadeia topológica de Markov, de fato, a aplicação τ : XA → I tal que

τ(x) = lim
n→∞

[Ix0 , Ix1 , . . . , Ixn−1 ] ,

define uma conjugação entre o sistema dinâmico expansor T e o subshift σA : XA → XA

(onde o espaço de full-shift é X = KN0) de tipo finito com matriz de transição A ∈
MK×K

(
{0, 1}

)
dada por

Aj,k = 1 ⇔ Ik ∩ T (Ij) 6= ∅ ,

para cada par j, k ∈ K. Pode-se mostrar que τ(x) esta bem definido, de fato, é claro que

[Ix0 , Ix1 , . . . , Ixn−1 ] 6= ∅ para cada n ∈ N, e considere y1, y2 ∈ [x0, x1, . . . , xn−1] ⊂ XA tal

que d(y1, y2) = rn (0 < r < 1). Defina t1 := τ(y1) e t2 := τ(y2), deste modo, T i(t1) e

T i(t2) estão no mesmo cilindro [Ixi , Ixi+1
, . . . , Ixn−1 ] para cada i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}. Seja

c > 1 tal que T ′(t) > c para cada t ∈ I∗, então

|τ(y1)− τ(y2)| ≤ diam[Ix0 , Ix1 , . . . , Ixn−1 ] ≤ c−n diam I ,

o que mostra que

diam[Ix0 , Ix1 , . . . , Ixn−1 ]
n→∞−→ 0 .

Assim, concluimos que limn→∞[Ix0 , Ix1 , . . . , Ixn−1 ] é um conjunto unitário e τ esta bem

definida. Além disso, τ é invert́ıvel exceto numa quantidade enumerável de pontos e

τ−1 : I → XA é dada por

τ−1(t) = (xi)i∈N0
, onde xi = k se T i(t) ∈ Ik,

que também esta bem definida. O seguinte diagrama resume o anterior:

XA
σA //

τ

��

XA

τ

��

	

I T // I

Com a ideia da ultima observação queremos generalizar a definição de aplicação de

Markov para o caso de um fibrado aleatório, onde cada fibra é um intervalo. Considere o fi-

brado aleatório
(
Y, T,Ω, θ,P, π

)
tal que Yω = Iω, onde cada Iω ⊂ R é um intervalo. Assim,

dizemos que T é uma aplicação de Markov em relação a uma famı́lia
{
{Iωk }k∈K

}
ω∈Ω

,

com {Iωk }k∈K uma famı́lia contável de intervalos abertos disjuntos para cada ω ∈ Ω, se e

somente se, valem as seguintes afirmações:

1. Tω é definida sobre o conjunto I∗ω, onde

I∗ω :=
⋃
k∈K

Iωk ,

e tem-se que Ī∗ω = Iω;
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2. Para cada k ∈ K, a função Tω,k := Tω
∣∣
Iωk

é estritamente monótona, diferenciável e

T ′ω,k é localmente Lipschitz tal que pode-se definir sobre Īωk ;

3. Para cada j, k ∈ K, se Tω(Iωj ) ∩ Iθωk 6= ∅, então Iθωk ⊂ Tω(Iωj );

4. Para cada (j, k) ∈ K2, existe nω ∈ N tal que Iθ
nωω
k ⊂ T nω (Iωj );

5. Existe nω ∈ N tal que inft∈I∗ω
∣∣(T nωω )′

∣∣(t) > 1;

e as afirmações valem para quase todo ω ∈ Ω. De modo análogo, para cada ω ∈ Ω temos

uma conjugação τω : Xω → Iω tal que

Xω
σω //

τω

��

Xθω

τθω

��

	

Iω
Tω // Iθω

3.3 Solução numérica para um problema particular

Sabemos que é posśıvel identificar o toro unidimensional S1 com o intervalo quoci-

ente [−1, 1]/∼, onde t1 ∼ t2 se e somente se t1 ≡ t2 (mod: 2), em outras palavras só

estamos identificando o -1 com 1 no intervalo. No que segue vamos esquecer a relação

de equivalência ∼ e vamos pensar S1 como [−1, 1] simplesmente. Considere a famı́lia de

aplicações Sα : [−1, 1]→ [−1, 1] (α ∈ [0, 1]) tais que

Sα(x) =


2t+ 2 se t ∈ [−1,−1/2]

τ−1
α (t) se t ∈ (−1/2, 1/2)

2t− 2 se t ∈ [1/2, 1]

onde τα : (−1, 1)→ (−1/2, 1/2) é dado por

τα(t) =

(
1− 1

2
|t|α
)
t .

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1
.0

-0
.5

0.
0

0.
5

1.
0

Gráfico de Sα para parâmetros α = 0.33, 0.66, 1.
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Dados ε > 0 e o espaço de probabilidade (Ω,P), seja ρω : [−1, 1]→ [−1, 1] a rotação/soma

aleatória em ±ε, então para cada ω ∈ Ω defina a trasformação Tω : [−1, 1]→ [−1, 1] dada

por

Tω(t) = ρω ◦ Sα(t) .

Defina Iω := [−1, 1] e considere a seguinte famı́lia de intervalos abertos disjuntos

Pω := {I1, I2, I3, I4} =
{

(−1, 1/2), (−1/2, 0), (0, 1/2), (1/2, 1)
}
.

As propriedades (1) e (2) de uma aplicação de Markov são facilmente comprováveis neste

caso. Notemos que

Tω(I1) ∩ I1 = Tω(I1) ∩ I2 = Tω(I4) ∩ I3 = Tω(I4) ∩ I4 = ∅ ,

e que para cada (i, j) ∈
{

(1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 1), (4, 2)
}

=: D, temos

que

Tω(Ii) ∩ Ij = Ij 6= ∅ ⇒ Ij ⊂ Tω(Ii) ,

portanto, a propriedade (3) também vale. Além disso, T 2
ω(Ii) = [0, 1] para cada i ∈

{1, 2, 3, 4} e temos a propriedade (4). Finalmente, também temos que, para cada ω ∈ Ω,

existe δω > 1 tal que
∣∣(T 2

ω)′
∣∣(t) > δω para cada t ∈ I∗, assim concluimos que T é uma

aplicação de Markov. Usando o conjunto D visto anteriormente é posśıvel definir a matriz

A :=


0 0 1 1

1 1 0 0

0 0 1 1

1 1 0 0


Desta forma, o sistema Tω é conjugado com o subshift de tipo finito σA : XA → XA

(
onde

X = {1, 2, 3, 4}N0
)

mediante a aplicação τω : XA → Iω, para cada ω ∈ Ω. Defina também

o potencial ϕ dado por

ϕω := log |T ′ω ◦ τω| .

Pode-se mostrar que ϕ é Hölder cont́ınua (pois T ′ω é localmente Lipschitz em quase todo

ponto e τω é Hölder cont́ınua). Dadas as considerações anteriores, e tomando ν a medida

de Lebesgue definida sobre XA, temos que para cada a ∈ W1
ω,

ν
(
σA(E)

) [9]
=

∫
E

e−ϕω dν , ∀E ⊂ [a]ω mens. ⇒
[
Lωϕ
]∗

(ν) = 1 · ν ,

O teorema 4.1 em [14] garante unicidade da variável aleatória λ, da medida de probabi-

lidade randomizada µ e do potencial h, portanto, dado o fato anterior, podemos assumir

conhecidos µ = (ν)ω∈Ω e λ ≡ 1. Além disso, existem t ∈ (0, 1), uma variável aleatória

K : Ω→ [0,∞) e uma sequência {lωn}n∈N0
tais que para cada função f : Xω → R Lipschitz,

cada n ∈ N e quase todo ω ∈ Ω, temos que∥∥∥∥∥
[
Lωϕ
]lωn (f)

hθlωnω
−
∫
f dν

∥∥∥∥∥
θl
ω
nω

L

≤ cKω · tn ‖ f ‖ωL . (3.1)
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A vantagem de ter decaimento exponencial de correlações em relação a subsequências é

que as constantes t e c são explicitamente dadas (por exemplo, c não depende de ω), o

que poderia dar origem a uma análise detalhado da estabilidade estocástica de aplicações

aleatóriamente perturbadas, como as estudadas em [12]. Dado que as contrações nos

pontos (6) e (7) do teorema 11 são derivadas dos retornos a um conjunto com parâmetros

limitados, c pode-se escolher como qualquer valor maior que ess-inf 2Bω, mesmo que a

escolha afeta a sequência {lωn}n∈N0
. Em particular, tal sequência só pode ser controlada

em casos especiais, por exemplo, quando trabalhamos numa CMRC e B é uniformemente

limitada. Além disso, notemos que a variável aleatória K não depende da construção

{lωn}n∈N0
, de fato, Kω só depende de Bω e hω como segue:

Kω = 2 ‖ 1/hω ‖∞ ·max
{
‖hω ‖∞ ‖ 1/hω ‖∞ − 1, Bω − 1, 1

}
.

Usando uma estimação como a dada na subseção 3.1, é posśıvel usar também a equação

(3.1) para calcular numericamente as autofunções hω (as constantes Kω também podem

ser estimadas usando o método Monte-Carlo). Os seguintes gráficos mostram à função h∗

(em preto) para o sistema não aleatóriamente perturbado (dada pelo teorema de Ruelle-

Sarig) e mostra as funções hω calculadas numericamente para diferentes valores de suppP,
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A simulação mostra que existe uma convergência “estável” hω → h∗ quando suppP
tende a um conjunto unitário. Concluimos este trabalho com as seguintes perguntas:

Quál será o tipo da convergência hω → h∗? Quál será sua velocidade?
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Índice Remissivo

Acoplamento, 26

Aplicação

de full-shift, 17

de full-shift aleatório, 21

de Markov, 42, 43

de subshift contável, 17

fibrada, 22

Autovalor

maximal, 2

Cadeia topológica

de Markov, 17

de Markov randomizada completa, 21

Cilindro, 17, 22
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