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Resumo

Seja f um difeomorfismo de uma variedade fechada C'*° M. Neste trabalho,
apresentamos a nocao de propriedade de especificacao C'-estdvel para um conjunto f-
invariante A de M, e apresentamos a prova de que f|, satisfaz a propriedade de especi-

ficacdo C'-estavel se e somente se A é um conjunto elementar hiperbdlico.

Palavras-chave: Propriedade de Especificacao; Difeomorfismo; Hiperbolicidade;

Mistura Topoldgica.



Abstract

Let f be a diffeomorphism of a closed C'*° manifold M. In this work, we introduce
the notion of the C'-stable specification property for a closed f-invariant set A of M, and
we present a proof that f|, satisfies a Cl-stable specification property if and only if A is

a hyperbolic elementary set.

Keywords: Property Specification; Diffeomorphism; Hyperbolicity;
Topologically Mixing.
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Introducao

A existéncia de pontos periddicos é muitas vezes necessaria no estudo de siste-
mas dinamicos. Por exemplo, na definigdo de Devaney [5] para sistema caético temos a
exigéncia da densidade de pontos periédicos. A nocao propriedade de especificacao, de-
vida a Bowen [2], pode ser usada para a dedugao de boas propriedades topoldgicas, entre
elas a existéncia de pontos peridédicos, nos dando uma primeira motivacao pra estuda-la.
A propriedade de especificacao tornou-se muito importante no estudo de teoria ergddica
de sistemas dinamicos em espagos métricos compactos (ver [4] e [8]). Neste trabalho,
apresentamos um estudo da propriedade de especificacao do ponto de vista da teoria
geométrica de sistemas dinamicos feito em [12].

A definicao de especificacao pode ser feita de diversas formas equivalentes. A
forma de definir a propriedade de especificacao que escolhemos é apresentada com detalhes
na Secao 1.2. Moralmente, dizemos que uma transformacao f satisfaz a propriedade de
especificacao se dado um erro € > 0, para um numero arbitrario de segmentos de 6rbitas
arbitrariamente grandes, podemos encontrar uma oOrbita periédica que acompanha cada
um dos segmentos com o erro de € e muda de um segmento para outro em uma quantidade
fixa de tempo que depende apenas de e.

Se f satisfaz a propriedade de especificacao, entao f é topologicamente mistura-
dora (na Segao 1.2 apresentamos a definigao de topologicamente misturadora e a prova
deste resultado, a qual também pode ser encontrada em [4]). Prova-se que se f é topolo-
gicamente misturadora, entao é transitiva, isto ¢, ha uma orbita densa.

No caso de transformacoes do intervalo continuas, a propriedade de mistura to-
poldgica implica em especificacao. Este resultado é devido a Blokh [1]. Por outro lado,
Buzzi mostra em [3] que se tirarmos a hip6tese de continuidade, nao temos equivaléncia
entre mistura topolégica e propriedade de especificacao. Em [3] é apresentado o seguinte

contraexemplo: embora todas as transformagoes T : [0, 1] — [0, 1] definidas por:

Ts:x — {Px},

onde {-} € [0, 1] representa a parte fraciondria, sejam topologicamente misturadoras, para
todo f > 1, o conjunto de § > 1 tais que T} satisfaz a propriedade de especificagao é

denso, mas tem medida de Lesbegue nula.
1



Um homeomorfismo f é expansivo se existe uma constante ¢ > 0 de tal modo
que para qualquer z,y € X, d(f"(x), f"(y)) < ¢ (n € Z) implica x = y. E provado
em [4, Preposicao 23.20] que se um homeomorfismo f expansivo tem a propriedade de
sombreamento (para definicdo ver Secao 1.2) e é topologicamente misturador, entdo f
satisfaz a propriedade especificacao.

Seja A C M um conjunto f-invariante fechado. Seja U C M uma vizinhanga

compacta de A, definamos

Ap(U) = () f1(U).

nez
Um conjunto A é localmente maximal em U se houver uma vizinhanca compacta U de A
tal que A = Ay(U). Dizemos que f|, v satisfaz a propriedade de especificacao C Lestdvel
se houver uma vizinhanca compacta U de A e uma C'-vizinhanca U(f) de f tal que A
¢ localmente maximal em U e para qualquer g € U(f), g|a,w) satisfaz a propriedade de
especificacao. No caso A = M, dizemos que [ satisfaz a propriedade de especificacao
Cl-estavel.

Um conjunto localmente maximal A é um conjunto béasico (respectivamente con-
junto elementar) se f|5 é transitiva (respectivamente topologicamente misturadora). Pode-
se mostrar que se A é um conjunto bésico hiperbdlico (ver Segao 1.1), entdo os pontos
periddicos sao densos nele. Cada conjunto elementar é um conjunto basico.

O principal resultado apresentado neste trabalho, demonstrado por Sakai, Sumi,

e Yamamoto em [12], é o seguinte

Teorema A. Seja A um conjunto f-invariante fechado. Entao f| () satisfaz a proprie-

dade de especificacao Cl-estdvel se e somente se A é um conjunto elementar hiperbdlico.

Em [10] este resultado é estendido para transformagoes C'-regulares (transfor-
macoes diferenciaveis nao invertiveis cujas derivadas sao sobrejetivas). Entretanto para
transformacoes nao invertiveis nao podemos aplicar a mesma definicao de hiperbolicidade
que usamos para difeomorfismos. A exigéncia de subespacos estaveis e instaveis invari-
antes é muito forte. Mais precisamente, nao se pode esperar que os subespacos instaveis
se sejam transformados de maneira invariante, visto que pode haver varios pontos com
mesma imagem.

A demonstragao de que se A é um conjunto elementar hiperbélico entao f|a, )
satisfaz a propriedade de especificacao C'-estével, decorre da ja conhecida estabilidade de
conjuntos hiperbdlicos e do fato de hiperbolicidade mais a propriedade de topologicamente
misturadora implicarem na propriedade de especificagdo. Em [12] é feita a demonstragao
de que se f|x ;) satisfaz a propriedade de especificagao Cl-estavel entao A é um conjunto
elementar hiperbdlico. Para tal é utilizado um resultado devido a Mané [9] que afirma

que sob a hipétese de transitividade robusta (ver Se¢ao 2.3) as seguintes condig¢oes sao
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equivalentes:

(1) existe uma C'-vizinhanga U(f) de f tal que para qualquer g € U(f), qualquer ponto

periddico de A,(U) é hiperbdlico e tem o mesmo indice;

(2) existe uma C'-vizinhanga U(f) de f tal que para qualquer g € U(f), A (U) é

hiperbdlico.

Observe que negar (1) é o mesmo que dizer que f pode ser aproximada por transformagoes
C! com pontos periédicos nao hiperbélicos ou com indices distintos. Assim, um roteiro

para a prova da parte do Teorema A feita em [12] é o seguinte:

1 Mostrar que se f|a ;(u) satisfaz a propriedade de especificagao C'-estavel, entdo para
qualquer g C'-préxima de f tal que g () satisfaz a propriedade de especificagao,

entao todo ponto periddico hiperbélico para g em Ay (U) possui o mesmo indice;

2 Mostrar que se existe uma g C'-préxima de f e um ponto periédico p € A,(U) que
nao é hiperbdlico para ¢, entdao podemos encontrar uma ¢ C'-préxima de f com ¢

e g2 pontos periddicos hiperbdlicos para ¢ em A,(U) com indices distintos;

3 Aplicar o resultado de Mafé citado acima e concluir que se f|x, () satisfaz a espe-
cificagao Cl-estdvel, entao existe uma Cl-vizinhanca U(f) de f tal que para toda
g € U(f) gla,w) ¢ hiperbdlica, pois por 1 e 2 teremos que para qualquer g € U(f),

qualquer ponto periddico de A,(U) é hiperbdlico e tem o mesmo indice.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No primeiro capitulo, listamos
defini¢oes e resultados de Dinamica Hiperbdlica necessarios no decorrer do texto. No se-
gundo capitulo, apresentamos a demonstracao do Teorema A, apresentando a estabilidade
de conjuntos hiperbdlicos e a demonstracao de que hiperbolicidade mais a propriedade de
topologicamente misturadora implicarem na propriedade de especificacao e apresentamos
as demonstragoes feitas em [12]. Por fim, no terceiro capitulo comentamos a extensao
do Teorema A para o caso nao invertivel feita em [10] e falamos sobre uma versao da

propriedade de especificacao sobre o ponto de vista da Teoria da Medida.



Capitulo 1
Nocoes preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados de dinamica hiperbdlica
e propriedade de especificagao a serem utilizados neste trabalho. As defini¢oes e resultados

apresentados neste capitulo podem ser encontrados em [7] e [11].

1.1 Hiperbolicidade

Nesta secao a presentamos a definicao de conjunto hiperbdlico e resultados rela-
cionados.

Dizemos que uma transformacao linear A : R™ — R"™ é hiperbdlica se todos os
autovalores de A possuem norma diferente de 1. Portanto um ponto fixo p para uma
transformacao f : M — M ¢ hiperbdlico se Df, for uma transformacao hiperbdlica. Se
todos os autovalores de D f,, tém norma maior do que 1, dizemos que p ¢ hiperbdlico de
tipo fonte. Se todos os autovalores de D f, tém norma menor do que 1, dizemos que p ¢
hiperbdlico de tipo pogo. Se p é hiperbdlico e D f, tem autovalores com norma maior do
que 1 e autovalores com norma menor do que 1, dizemos que p é ponto fixo de tipo sela.
Se p é um ponto periédico de periodo k, dizemos que p é um ponto periédico hiperbdlico
(respectivamente de tipo fonte, poco ou sela) se p é um ponto fixo hiperbélico para f*
(respectivamente de tipo fonte, pogo ou sela).

O conceito de ponto hiperbdlico é extendido para conjuntos com a seguinte de-

finicao.

Definigao 1.1.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e Dif'(M) o espaco de difeo-
morfismos de M dotado da topologia C'. f € Dif'(M). Dizemos que A C M é um

conjunto (uniformemente) hiperbdlico se:

(i) A é compacto e f-invariante;



(ii) existe ¢ > 0 e existe 0 < A < 1 tal que para todo x € A

T.M =FE;® E! decomposi¢ao D f-invariante
Df(z)- B3 = Ej .,
Df(z)- By = Ej

(iii)

I1Df" ()] gl < e A

D7 (@) gy ]l < e A"

b Vn > 1,V e A

Caso A = M dizemos que f é Anosov.

A seguinte proposicao nos diz que existe uma métrica Riemanniana na qual a

constante ¢ da Definicao 1.1.1 pode ser tomada igual a 1.

Proposicao 1.1.2. Seja A C M um conjunto hiperbolico. FExiste uma métrica Rieman-

niana adaptada <,> de forma que:

I1Df"(x)

pell S A" e [[Df"(2)|eyl <A™

Além disso, a métrica pode ser tomada C.
Para uma prova da proposi¢ao 1.1.2 ver [11] Teorema 1.1 sa Secao 7.3.1.

Proposicao 1.1.3. Seja A um conjunto hiperbélico para f : U — M. As dimensoes dos
subespagos B e L sao localmente constantes e estes subespacos variam continuamente

com T.

Demonstracao. Seja dimM = s. Segue da Proposicao 1.1.2 que para quaisquer x € A,
§€eEen>0,

IDFEEN < A"l (1.1.1)

e estas desigualdades caracterizam o subespaco E?. Seja Seja (Zn,)men C M tal que
limy, o0 Z,, = @. Tomando subsequéncias se necessirio podemos assumir que dimFE;

1) ey

¢ igual a uma constante k e escolhemos uma base ortonormal ( o ém ) em cada

E; tais que 5,(7? — €9 e T,M,i=1,...,k. Por continuidade da transformacio D f",

T

tomando o limite em m, as desigualdades (1.1.1) para £ = {T(f;) implicam que

[Df2eD|| < Am|ED) = A", ¥n > 1.

Assim & @) ¢ E;, dimE; > k e, se definirmos lim,, o, £; como sendo o subespaco gerado
por {E€W . £WY B2 D limy, 00 B .



Analogamente, os vetores n € EY sao caracterizados pelas desigualdades

IDf el < A"

para todo n > 0, e uma repeticao do argumento anterior nos da, com uma definicao
analoga para lim,, .o £ ,
E; > lim E} edimE; > s—k.
m—00 m

Isto implica que Ej; = limy, oo £ , B2 = limy, o0 B} . O

Como corolario da proposigao 1.1.3 temos o seguinte resultado sobre transversa-

lidade dos subespacos E¥ e E3.

Corolario 1.1.4. Os subespacos E; e EY sao uniformemente transversais, isto é, existe
ag > 0 tal que para quaisquer x € A, § € ES, n € EY o angulo entre £ e n € pelo menos

Qp.
Para uma demonstracao do Corolario 1.1.4 ver [7] Coroldrio 6.4.5.

Teorema 1.1.5. Seja p um ponto firo hiperbdlico para f € Dif'(M). FEntao existe
U(f) vizinhanga de f na topologia C' tal que todo g € U(f) possui um tunico ponto firo

hiperbolico p, proximo de p. A p, denominamos continuacgao de p.

Uma prova do Teorema 1.1.5 pode ser vista em [11] Teorema 6.4.
Dados x € M e € > 0 defina

Welz, f) ={y e M - d(f"(y), ["(x)) < €Vn =0}

Wiz, f) = {y eM:d (f_"(y),f_"(:zr)) <eVn> 0}.

Para simplificar a notacao, quando a funcao f estiver subentendida, podemos
escrever W2 (z) e W¥(z) no lugar de We(x, f) e W(x, f).

Teorema 1.1.6 (Teorema da Variedade Estdvel). Seja f € Dif*(M) e A C M conjunto

hiperbolico para f. Entao, existe € > 0 tal que:

(i) We(z, f) é um disco C*-mergulhado com mesma dimensao de ES e

T, (We(z, f)) = E;

(ii) W2(z, f) varia continuamente, na topologia C*, em x

(iii) W*(x, f) = Upso [ (WZ (f*(), f)) € uma subvariedade C*-imersa e varia conti-

nuamente com xr em compactos.



Para uma demonstracdo do Teorema 1.1.6 ver [7] Teorema 6.4.9, onde vemos

também que existe um teorema andlogo para W*(z, f). Neste caso definimos

W"(a:, f) - U fn (WES (fin(x% f)) :

n>0

Seja M uma variedade C'*° fechada. Denote por d a distancia em M induzida a
partir de uma métrica Riemanniana sobre o fibrado tangente TM. Sejam f € Dif'(M)
e Per(f) o conjunto de pontos periédicos de f. Denote por Of(p), a f-6rbita periddica
de p € Per(f). Se p € Per(f) é uma sela hiperbdlica com periodo 7(p) > 0, entao
pelo Teorema da Variedade Estavel (Teorema 1.1.6), aplicado a A = Oy(p) que é um
conjunto hiperbdlico, existem a variedade estével local W#(p) e a variedade instavel local
W*(p) de p para algum € = €(p) > 0. Por (iii) do Teorema da Variedade Estavel, se
d(f™(x), f*(p)) < e para qualquer n > 0, entdao z € W*(p) (uma propriedade semelhante
vale também para W*(p) com respeito a f~1). A variedade estavel W?(p) de p é definida
como no Teorema 1.1.6 e a variedade instavel W*(p) de p é definido de modo andlogo. A
dimensao da variedade estavel W#(p) é chamado as vezes o indice de p, e denotamos por

ind(p). Seja p um ponto periédico para f com periodo k, definimos

W O;) = | W ()

W05 p)) = | W ().

Proposigao 1.1.7. Seja A um conjunto hiperbélico para f € Dif'(M). Entao eriste
€ > 0 tal que para quaisquer x,y € A a intersecio W?(x) NWH(y) consiste, no mdzimo de
um ponto [x,y] e existe 6 > 0 tal que sempre que d(x,y) < § para alguns x,y € A temos

We(x) N We(y) # 0.

Demonstra¢ao. Suponha que existam zy,zo € W7 (x) N W*(y) para todo € > 0. Pela
definicao temos
d(f"(zi)f"(x) <eVn>0,1=1,2

d(f™z)f™y) <e Yn>0, i=12.
Pela desigualdade triangular temos que
d(f"(z1), ["(22)) < 2e
para todo n € Z e para todo € > 0. Em particular para n = 0 temos que

d(z1,22) <€ Ve> 0.
7



Fazendo € — 0 temos que z; = zo. Portanto existe € > 0 tal que para quaisquer x,y € A
a intersegao W?(x) N W (y) consiste, no maximo de um ponto.

Agora tome € de maneira que valha o Teorema da variedade Estavel. Temos que

T, (We(x) = B e T, (W (x)) = B

€

Pela Proposigao 1.1.3 tomando § > 0 suficientemente pequeno os subespagos £ e Ej
estarao proximos. Pelo Coroldrio 1.1.4 subespacos E? e E sao transversais, logo teremos
que £ e EJ também serdo transversais se 0 for suficientemente pequeno.

Assim W2 (xz) e W(y) ser@o transversais e se d(x,y) < ¢ teremos que Wk(y) é
uma pequena perturbagao de W*(z). Como W?*(z) intersecta W"(z), temos pela trans-
versalidade que W' (z) e W¥(y) também se intersectam e esta intersegao serd apenas um

ponto. ]

Defini¢ao 1.1.8. Seja A C M um conjunto f-invariante compacto, e denotamos por f|x
a restrigao de f ao conjunto A. Seja U C M uma vizinhanga compacta de A, e ponha
A (U) = () ().
nez

Um conjunto A é localmente maximal em U se houver uma vizinhanga compacta U de A

tal que A = Af(U).

Uma propriedade técnica importante que segue da maximalidade local é a pre-
senca de uma estrutura de produto local: dizemos que um conjunto hiperbolico A tem uma
estrutura de produto local se, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, os pontos de intersecao

dados pela Proposicao 1.1.7 estao sempre contidos em A.

Proposicao 1.1.9. Um conjunto hiperbolico localmente maximal tem uma estrutura de

produto local.

Demonstragao. Tomemos € tal que a e-vizinhanca U de A satisfaz A = Ay(U). Entao

todos os pontos [z, y] obtidos na Proposi¢ao 1.1.7 estao em U e portanto em A. O]

1.2 Especificacao

Nesta secao falamos de sombreamento e apresentamos as defini¢coes de proprie-

dade de especificacao e propriedade de especificacao C''-estavel.

Definigao 1.2.1. Para d > 0, uma sequéncia de pontos {x; g’iﬁ C X ,com ji1,jo € Z e
J1 < j2, é chamada uma 0-pseudo-drbita de f se d(f(z;),z;11) < para todo j; < i < ja,
1 € Z.. Nés dizemos que f possui a propriedade de sombreamento se para todo € > 0,
J2
i=J1

existe § > 0 tal que para qualquer §-pseudo-drbita {z; de f, existe y € X satisfazendo

d(fi(y),z;) < € para todo j; <i < jo, 1 € Z (veja Figura 1.2.1).
8



Figura 1.2.1: Propriedade de sombreamento

Teorema 1.2.2 (Lema de Sombreamento). Seja A C M um conjunto hiperbdlico para f.
Dado € > 0, entao existem 1,9 > 0 tais que se {x; g2=j1 for uma d-pseudo orbita para f
com d(z;, ) < n, entdo existey € M com d(y,\) < n tal que y e-sombreia {x;}. Ademais

se j1 = —00 € Jo = 00, entao y € unico.
Para uma demonstragao do Teorema 1.2.2 ver [11] Teorema 3.1 na Secao 9.3.

Definigao 1.2.3. Seja (X, d) um espago métrico compacto. Um homeomorfismo f :
X — X satisfaz a propriedade de especificacao se para qualquer € > 0 existe um inteiro
M = M(e) > 0 tal que para qualquer k > 2, para todos os k pontos x,za,...,x; € X,
para quaisquer inteiros a1 < by < as < by < -+ < a < by com a; — b;_1 > N para
2 < i < k, existe um ponto y € X tal que d(f7(y), f/(z;)) < eparaa; <j<b,1<i<k
(veja Figura 1.2.2). Além disso, se y pode ser tomando periédico com periodo ¢, para

qualquer ¢ > M + b, — a1, dizemos que f satisfaz a propriedade de especificacao forte.

Figura 1.2.2: Propriedade de especificacao



Em outras palavras, um homeomorfismo satisfaz a propriedade de especificacao
forte se é possivel sombrear segmentos de érbitas, suficientemente espagados, por uma

orbita periodica com um erro pré-definido.

Exemplo 1.2.4. Considere a transformagao de translacao a esquerda o definida no con-
junto ¥ = {1,2,...,7}N que associa cada elemento (z,,) € ¥ ao elemento o ((z,,)) = (yn) €
Y, onde y, = x,11, ou seja, se (x,) = (1, T2, 23,...), entdo o ((z,)) = (w2, T3, 24, ...),
onde z; € {1,2,...,r} para todo i € N*. A transformacao ¢ é também conhecida como

shift unidimensional de r simbolos. Considere a métrica em ¥ dada por

27% se y =y, paral <n < ke Tppr # Yrpr
d((2n), (yn)) =

0 se x, =y, para todo n € IN*.

Podemos verificar que (X, d) é um espago métrico. Vamos mostrar que ¢ possui a pro-
priedade de especificacao. De fato, seja € > 0, tome M € IN* tal que 27M < .
Para qualquer & > 2, dados k pontos z1,xs,...,2; € X e dados quaisquer inteiros
ap < by < ay < by < -+ <a, <b, coma;, —b_; > M. Para facilitar vamos escre-

ver cada x; na forma
i

i i i i
Ty = (T, 05, o Ty ooy Ty Ty g s - -)-

Para construir o ponto y da propriedade de especificagao pomos

Yy = (y17y2a"')

de modo que

yn:xﬁlparaaigngbi%—M.

Observe que desta forma a condi¢ao d(o7(y),07(x;)) < e para a; < j < b;, 1 <i < ké

satisfeita. Vamos verificar para ¢ = 1, os outros casos sao analogos. Temos que

o™ <y> = (ya1+17 Yar1+25 - - )

(xflll+1’ ) x;1 ) ) ‘réﬁ-M’ )
Tays o3 Ty oo s Thats o
.’L";k, 7xllfk7 7xllfk+M> 7)
e ainda que
OU(21) = (T s s oo o s Tyt v s)-

Assim temos as by + M — ay primeiras entradas de 0% (y) e 0% (z1) sao iguais, portanto
d(o?(y), 07 (1)) < 27 CrtM-a1=0) < 9" M ¢ Y0 < j< by —ay.

Repetindo este argumento para T, . . ., T, vemos que y satisfaz d(o’(y), o’ (x;)) < € para

a; <7 <b;,1<1i<ke portanto o satisfaz a propriedade de especificacao.
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Definicao 1.2.5. Dizemos que f é transitiva se para quaisquer abertos nao vazios U,V C
X existe um inteiro N > 0 tal que f¥(U)NV # (. E dizemos que f satisfaz a propriedade
de mistura topoldgica (ou que f é topologicamente misturadora) se para quaisquer abertos

nao vazios U,V C X existe um inteiro N > 0 tal que para qualquer n > N, f*(U)NV # (.

Uma condigao equivalente a f ser transitiva é a existéncia de um ponto z cuja
érbita por f, isto é, o conjunto Of(z) = {f™(x) : n € N}, é densa em X. De fato temos

o seguinte resultado:
Proposicao 1.2.6. Seja X espago métrico compacto, sao equivalentes
(a) f: X — X € transitiva
(b) eziste x € X tal que Of(x) € densa em X
(¢) o conjunto H = {x € X : Of(x) € densa em X} € um conjunto Gs(interse¢cdo enu-

merdvel de abertos) denso em X

Demonstragao. (b) = (a) : se Of(x) é densa em X, e se U,V # ) sdo abertos em X,
existe inteiros m,n tais que f*(x) € U e f™(x) € V. Assim f™™(U)NV # 0.

(c) = (b) é trivial.

(a) = (c) : Sejam {B;}, y uma base enumerdvel de conjuntos abertos para X, e

E = X\H. Se z € E, existe um B; tal que f"(z) ndo pertence a B; para todo n > 1.

E=J ) &x\B).

jeEN neZ

Assim

Os conjuntos J,,.,, f " (B;) sao abertos e densos em X, seus complementos (), ., f~" (X\B;)

sao fechados com interior vazio e, portanto, X\ E' é um conjunto G5 denso. O]

Note que se f satisfaz a propriedade de especificacao, entao f é topologicamente
misturadora. De fato, seja f : X — X satisfazendo a propriedade de especificagao. Sejam
U,V C X abertos nao vazios, p € U e ¢ € V. Tome ¢ > 0 suficientemente pequeno tal
que B.(p) C U e B(q) C V. Temos que existe N = N(e) > 0, como na propriedade de
especificagdo, e seja n > N qualquer. Ponha 21 = p, 2 € f7"({¢q}) (vamos supor que
f é sobrejetiva, mas nao necessariamente injetiva), a3 = by = 0 e a3 = by = n. Pela

propriedade de especificacao, existe y € X tal que

d(f°(y), f'(x1)) = d(y,p) <

d(f"(y), ["(w2)) = d(f"(y), @) <e,
11



ver Figura 1.2.3.

U

X2
Figura 1.2.3: Propriedade de especificagao implica em mistura topoldgica.

Logo temos que f*(U)NV # 0 e, como n foi arbitrario, temos que f é topo-
logicamente misturadora. E facil ver que se f é topologicamente misturadora, entao é

transitiva.

Definigao 1.2.7. Dizemos que f|,, ) satisfaz a propriedade de especificagao C'-estdvel
se houver uma vizinhanga compacta U de A e uma C'-vizinhanca U(f) de f tal que A
¢ localmente maximal em U e para qualquer g € U(f), g|a,w) satisfaz a propriedade de

especificacao. O conjunto

Ag(U) = () g"(U).

nez
¢ chamado a continuagao de Af(U). No caso A = M, dizemos que f satisfaz a propriedade

de especificacao C'-estavel.

Um conjunto localmente maximal A é um conjunto bésico (respectivamente con-
junto elementar) se f|, é transitiva (respectivamente topologicamente misturadora). Cla-

ramente cada conjunto elementar é um conjunto basico.

Teorema 1.2.8 (Lema do Fecho de Anosov). Seja A um conjunto hiperbdlico para f :
M — M e A C U wvizinhanga. Entao existem uma vizinhanga aberta V2O A e C eg > 0
tais que para 0 < € < €y e qualquer e-pseudo-drbita periddica (xo, ..., x,) C V' existe um

ponto y € U tal que f™(y) =y e d(f*(y),z) < Ce para k € {0,...,m — 1}.

Para a demonstracao do Teorema 1.2.8 ver [7] Teorema 6.4.15.

Dizemos que * € M é um ponto nao-errante de f € Dif(M) se para toda
vizinhanca U de z existe n # 0 tal que f*(U) N U # 0. O conjunto dos pontos nao-
errantes de f é denotado por Q(f). O conjunto Per(f) dos pontos periédicos de f esta
sempre contido em Q(f). Dizemos que f € Dif(M) satisfaz o Azioma A se Q(f) é

hiperbdlico e Per(f) = Q(f).
12



Teorema 1.2.9 (Decomposigao espectral). Sejam M uma variedade riemanniana, U C
M um aberto, f: U — M um difeomorfismo e A C U um conjunto hiperbdlico compacto
localmente maximal para f. Entao existem conjuntos fechados disjuntos 2y, ...,8, e uma
permutacio o de {1,...,m} tal que Q(f|a) = UL, Q. f(Q) = Q) € quando o*(i) =i

a transformacgao f*|q, € topologicamente misturadora.

Para demonstracao do Teorema 1.2.9 ver [7] Teorema 18.3.1.

Considere os conjuntos €2; dados pelo Teorema 1.2.9. Dizemos que f nao tem
ciclos se para cada familia €2;,...,€;, tal que a variedade estével de €;; tem intersecao
nao vazia com a variedade instavel de §2; ,, para todo 1 < j < n, tem-se que a variedade
estavel de ; mnao intersecta a variedade instavel de ;. A Figura 1.2.4 mostra um

exemplo de um ciclo.

X1

X2

T3

Figura 1.2.4: Exemplo de um 3-ciclo.

O seguinte resultado é um corolario do Teorema da Decomposi¢ao Espectral.

Corolario 1.2.10. Seja A um conjunto hiperbolico compacto localmente maximal para f.
Se f|a satisfaz a propriedade de mistura topoldgica, entdo os pontos periddicos de f sao

densos em A e a variedade instdvel de qualquer ponto periddico € densa em A.

Para prova do Corolario 1.2.10 ver [7] Corolario 18.3.2.

Um difeomorfismo f é dito ser Kupka-Smale se os pontos periddicos de f sao
hiperbdlicos, e se p,q € Per(f), entao, W*(p) é transversal & W"(q). E bem conhecido que
o conjunto de difeomorfismos Kupka-Smale é C'-residual em Dif'(M) (ver [11] Teorema
1.1 da Secao 10.1).
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1.3 Algumas nocoes de Topologia Diferencial

Nesta secao apresentamos algumas de Topologia Diferencial a serem utilizadas
na demonstracao da estabilidade de conjuntos hiperbdlicos na Secao 2.1.

Sejam M uma variedade diferenciavel e A C M. Definimos os seguintes conjuntos:
I'(A) :={X : A = Ty M campos tais que X (p) = (p,vp), com v, € T, X };

I'*(A) = {campos limitados em T'(A)};
I'°(A) = {campos continuos em I'(A)}.

I'’(A) e TO(A) sao espacos vetoriais completos com a norma || - ||o. Estes espacos

de Banach modelam variedades de espacos de fungoes como definimos a seguir:
A(A) :={F : A - M transformacao} ;

AP(A) = {F : A — M transformacdo limitada} ;

A°(A) = {F : A — M transformagio continua} .

Exemplo 1.3.1. Pondo M = R". E considerando a carta global ® : A°(A) — I'°(A) tal
que ®(F)(z) = F(z) — x (ou seja, uma funcao F define um campo X usando F' —id).

Exemplo 1.3.2 (Caso geral). Seja (M, < -, >) uma variedade Riemanniana. Temos que
para todo p € M e todo v € T,,M existe uma unica 7, geodésica em M tal que 7,(0) = p
e 7,(0) =v.

Defina a aplicagao exponencial exp, : T,M — M, onde exp,(v) = 7,(1), que
é um difeomorfismo local em 0. Consideramos entdao a carta de A°(A) em T°(A) dada
por & : A°(A) — I'°(A), com ®(F) : A — TyM dada por ®(F)(x) = (exp,) " (F(x)),
para todo F' € A°(A) e todo z € A, que estd bem definida caso F seja C°-préxima da

identidade 7. Logo ® é uma carta local na vizinhanca de i,.

14



Capitulo 2
Hiperbolicidade e Especificacao

Neste capitulo apresentamos a prova do principal resultado deste trabalho, que
diz que propriedade de especificacao C'-estdvel é equivalente a propriedade de mistura
topoldgica mais hiperbolicidade. Na primeira se¢ao apresentamos a prova de que conjuntos
hiperbolicos sao estruturalmente estaveis. Na segunda secao apresentamos a prova de
que hiperbolicidade mais mistura topoldgica implicam em especificacao. E na terceira
segao apresentamos a prova feita em [12] de que propriedade de especificagao C'-estdvel
implica em hiperbolicidade. As principais referéncias para os resultados apresentados
neste capitulo foram [6], [7], [9] e [12].

2.1 Estabilidade de conjuntos hiperbdlicos

Nesta secao mostraremos a estabilidade estrutural de conjuntos hiperbélicos.

Lema 2.1.1 (Lema de expansividade). Seja A C M conjunto hiperbélico para f €
Dif'(M). Entao existe e > 0 tal que, se x # y entdo existen € Z tal que d (f"(z), f"(y)) >

€o. A constante €y € dita constante de expansividade de A.

Demonstragao. Utilizaremos o Lema de Sombreamento (Teorema 1.2.2). Seja € > 0

qualquer. Defina 6 = min{d, e}, em que § é dado pelo Lema de Sombreamento, vejamos

que 0 é uma constante de expansividade. Por absurdo, suponha que existam £ y tais

que d(f™(x), f*(y)) < & para todo n € Z. Portanto = sombreia a 6rbita de y. Como
n Jo2=00 , , . . ;.

{f™"(y) oo ¢ uma d0-pseudo 6rbita, pelo Lema de Sombreamento existe um tinico ponto

que a e-acompanha. Mas y sombreia sua propria orbita, logo z = y. O

Teorema 2.1.2 (Robustez de conjuntos hiperbdlicos). Seja A conjunto hiperbélico para
f. Entao, existem U wvizinhanca de A e U(f) C Dif*(M) wvizinhanca de f, tais que se
geU(f) e Ny, CU € compacto g-invariante, entio A, é conjunto hiperbdlico para g.

Uma prova deste resultado pode ser vista em [7] Teorema 18.2.1.
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Teorema 2.1.3 (Estabilidade de conjuntos hiperbélicos). Sejam f € Dif*(M) e A C M
um conjunto hiperbolico para f. Entdo, dado € > 0 existe N' C Dif*(M) vizinhan¢a de

[ tal que: se g € N existe hy : A — M homeomorfismo sobre a imagem tal que

hg of=go hg
hy € e-C°-prézima da identidade

A, = hy(A) € conjunto hiperbdlico.
Ay € chamada de continuagao hiperbdlica de A.

Demonstracao. Aqui iremos utilizar as defini¢goes feitas na Secao 1.3, mais precisamente
com o caso geral apresentado no Exemplo 1.3.2. Como A é f-invariante, temos que
F: A°(A) — A°(A), dada por F(h) = f~'oho f, com h: A — M, tem iy como ponto
fixo. I’ é a candidata para buscar conjugagoes.

Vamos mostrar que I é de classe C'! numa vizinhanca de i,. Para isso, considera-
mos entao a carta de A°(A) em I'°(A) dada por @ : A°(A) — I'%(A), com ®(G) : A — TyM
dada por ®(G)(z) = (exp,) " (G(x)), para todo G € A°(A) e todo & € A, que esté bem
definida caso G seja C°-préxima da identidade i5. Desta forma temos que &' : TO(A) —
A%(A) dada por @71 (H)(x) = exp, (H(x)) estd bem definida numa vizinhanga da identi-
dade ix. Seja F : T9(A) — T°(A), a composta dada por F(X)(z) = @ (F (®1(X))) (z)
(ver figura 2.1.1).

AO(A) A(A)
F
;' =PoFod!
P /\ o
N X F .. F(X)
r(A) r(A)

Figura 2.1.1: Funcao F

Assim temos que

F(X)(@) = @(F (@7 (X(2)))
= o[/ o (X (f(@))]
= (exp,) ! [1 1[expx (X (@))]]
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Como a transformagao (exp,)™' o f~' oexp, : T%A) — T%A) é C*, pois é
composicao de transformacdes C, temos que F é C1, logo F é CL.
Ademais, temos que DF(iy) : T°(A) — T'°(A), com

DF(ir)(X)(x) = Df ™ (f(x)) - X (f(z)) € T M.

Afirmacao 2.1.4. A é conjunto hiperbdlico se, e somente se, 7, € ponto fixo hiperbdlico

para F'.

Demonstragao. (da Afirmagao 2.1.4) Supondo que A é conjunto hiperbdlico, temos que
para todo x € A existe decomposicao T, M = EZ®E", D f-invariante, com as propriedades
de contragao e expansao da definigao de hiperbolicidade. Tome I'°(A) = T'*(A) & T'“(A),
onde

I*(A) = {z €T°(A) : X(2) € E}, Vo € A}

I'“(A) = {2z €I°(A): X(z) € EY, Vz € A}.

Assim sendo, se X € I'(A) temos DF(iy) - X € I'*(A) e

IDF(in) - X (@)l = D7 (f(2)) - X (f(2)) | = A7HX (f(2)) -

Analogamente, se X € I'"(A) entdao DF(iy) - X € T"(A) e

IDF(in) - X ()| = [IDf 7 (f(2)) - X (f (@) || < AX (f(@)) -

Portanto, I'*(A) é diregdo expansora para DF(iy) e I'*(A) é direcao contratora
para DF(iy). Dai iy é ponto fixo hiperbdlico para F'.

Suponhamos agora que ¢, ¢ ponto fixo hiperbdlico para F'. Definamos

E={X(z): X eT*(A)}

E' = {X(z): X € D*(A)}.

Seguindo a prova da parte anterior “de baixo para cima” concluimos a prova da

afirmacgao. O

Continuamos agora a prova do Teorema. Pelo Teorema 1.1.5 aplicado a F' :
A°(A) — A°(A) no ponto fixo hiperbélico i,, sabemos que existe U vizinhanca C' de f
tal que, se G € U, existe g € A°(A) (tinico) ponto fixo hiperbélico para G CO-préxima de
ix. Tome agora F, : A°(A) — A°(A) tal que F,(h)(z) = g~* (h(f(:v)))

Se g é C*-préxima de f entdo F, ¢ C*-préxima de F e podemos aplicar o anterior.
Assim sendo, existe U = viz(f) C Dif*(M) tal que, para todo g € U existe tinico h, C°-

préxima de ix ponto fixo hiperbélico para F,. Deste modo temos, h,o f|x = goh, e como
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A é compacto f-invariante, temos que hy(A) um compacto g-invariante, C%-préximo a A.
Assim pelo Teorema 2.1.2 temos que Ay = hy(A) é conjunto hiperbdlico.

Falta provar que h, : A — hy(A) é homeomorfismo. De fato, como A é compacto
e M é Hausdorff basta provar que h, é bijecao. Como h, : A — hy(A) é claramente

sobrejetiva, vejamos que é injetiva:
hg:gilohgof:ginohgofna
para todo n € Z. Portanto

he(x) = he(y) & he (f"(x)) = he (/" (),

para todo n € Z. Tome ¢ = ¢, onde € ¢ a constante de expansividade de f. Entao, se

hy é e-C -préxima da identidade temos que

d(f"(@), f"(y) < d(f"(@), hy (f"(2))) + d (he (f"(2)) , he (f"(y))) +
+d (he (f"(y)) . f"(y)) < €o,
para todo n € Z. Mas isto implica que z = y. Logo h, ¢ homeomorfismo, o que completa

a prova do Teorema. O

2.2 Hiperbolicidade e Especificacao

Mostramos primeiro que num conjunto hiperbélico topologicamente misturadora

todas as variedades instdveis sao uniformemente densas.

Proposicao 2.2.1. Se A € um conjunto hiperbolico compacto localmente mazximal para f
e fla : A = A € topologicamente misturadora, entdo dado o > 0 existe N = N(a) € N
tal que para x,y € A en > N temos f* (Wh(z)) N WE(y) # 0.

Demonstracao. Relembramos que um conjunto Y num espaco métrico X é dito e-denso se
X é uma e-vizinhanga de Y, ou seja, se para todo y € YV existir x € X tal que d(z,y) < e.
Pela Proposicao 1.1.9, temos uma estrutura de produto local, isto é, existe 0* > 0 tal
que Wy (z) N Wi (y) consiste no maximo de um ponto quando 0 < § < §*, e uma funcao
€(0) tal que d(z,y) < €(0) = Wi(z) N Wi(y) # 0. Seja 6 := min{0*, a/2,e(a/2)/4}.
Para escolhermos N tomemos um conjunto €(«/2)/2-denso {px|k =1,...,r} de pontos
periddicos (com periodo t). Pelo corolario 1.2.10, a variedade instével de cada ponto
periédico em A é densa em A e portanto para todo k existe my tal que f™* (W¥(py))
é €(0)-denso para todo m > myg. Seja N = [[,_, muti e notemos que f~ (W(pg)) é
€(d)-denso para todo o k € {1,...,r}.
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Mostramos agora que N é como pretendido: para z,y € A tomemos j tal que
d(x,p;) < e€(a/2)/2, z € [N (Wg(py)) tal que d(y,z) < €(d) e w € Wg(z) N Wi(y)
(ver figura 2.2.1). Entao f~N(w) € W¥(fN(z)) C Wip;) C Wia2)2(p5) € logo
d(fN(w),z) < e(a/2), pela desigualdade triangular. Assim existe v € Wa o (fM(w))N
W&‘/Q(:z:) e

FY () € 1Y (Waa(x) NWe p(w) © Y (Weiz) N Wealy) # 0,

pois § < a/2 (veja Figura 2.2.1).

! SN ()
f;Ni{J)T 77777777777 @}T 7777777777777777777777777777777777 2w
g y

Figura 2.2.1: Densidade das variedades instaveis e estaveis.

Para z,y € A, n > N notemos que

fr (Wa(2) NWely) D f (Wa (f (@) nWaly) # 0.
O que termina a demonstracao da Proposicao. O]

Teorema 2.2.2 (Teorema de Especificacao). Seja A um conjunto hiperbolico compacto
localmente mazimal para um difeomorfismo f e f|x € topologicamente misturadora. Entao

Jia possui a propriedade de especificagao.

Demonstragao. Seja € > 0. Pela Proposi¢ao 1.1.9 existe 6* > 0 tal que Wy (z) N Wi (y)

consiste no maximo de um ponto quando 0 < § < 6*, e uma funcao €(J) tal que
d(z,y) < e(0) = W5(x) N Wi(y) # 0.

Para 8 < min{e¢, 6"} e @ = /3 tomamos o N = N(«) dado pela Proposi¢ao 2.2.1. Seja
M > N tal que M < 1/2, onde A é como na definigao de hiperbolicidade (Defini¢ao

1.1.1). Considere m pontos quaisquer xy,Zs, ..., T, € A e quaisquer inteiros
o <bp<ay<by<---<a,,<b,

tais que a; —b;_1 > M para 2 < i < m. Sejay; = x1 e definimos ¥y, ys, . . . , Y, do seguinte

modo: dado yg, pela Proposicao 2.2.1 existe yxy1 tal que

fak+1 (yk+1> c f&k+1—bk (Ws (fbk (yk))) N Was (fakH (Ik-i-l)) ’
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pois a1 — by > N por hipdtese (ver figura 2.2.2).

[ (1)

,”’;‘\\\\\\\\ y2

f2(y2)

Figura 2.2.2: Construcao dos pontos y1,va, .- ., Ym-

Para mostrar que a érbita de y := y,, € como desejamos notamos que

d(f"(yn), f" (@) = d (f" (), [ (F* (20)) < a = B3,

uma vez que por construgao f*(yi) € W2 (f*%(z)). Ficard entdo demonstrado o preten-

dido usando a desigualdade triangular assim que mostrarmos a seguinte:

Afirmagao 2.2.3. d(f"(y), ["(yr)) < 28/3 paraap < n <bg, k=1,...,m.
Demonstracio. (da Afirmagdio 2.2.3) Mostraremos que f%(y) € 55/3 (f*(yx)). Como
DM <Y (1/2) <2

e a = [3/3, isto segue se tivermos

fbk (ykl+7‘) € W;L+a)\M+...+a)\M(r71) (fbk (yk)) .

Para 7 = 1 isto ¢ valido por construcdo. Como [P+ (ypir1) € W2 (for+ (yrer)) €
bigr — b > 1M, temos fo (ypirs1) € W s (fb’“(ykﬂ)) e logo obtemos a afirmacao por

inducao. [

Continuando a prova do Teorema 2.2.2, para mostrarmos que a érbita que som-
breia pode ser tomada periédica assumimos que § < min{e/2C|¢,26*}/2, onde C' é como
Lema do Fecho de Anosov (Teorema 1.2.8) e tomamos M correspondente como anterior-

mente. Seja ¢ > M + b, — a; o periodo desejado, vamos considerar mais um seguimento
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de érbita para sombrearmos juntamente com os m segmentos iniciais. Tome x,,,1 = 1,
Umy1 = a1 + q € by > a Obtemos assim um ponto y' := f*(y) € A tal que
a a €
Ay, f1(y)) < d (' [ (22)) +d ([, [ (1)) < 55
e portanto, pelo Lema do Fecho de Anosov, um ponto z € A com periodo ¢ tal que
d(f"ta(z), f"(y')) < €/2 para todo 0 < n < ¢. O teorema segue da desigualdade

triangular. n

2.3 Robustez da propriedade de especificacao

Nesta se¢ao apresentamos o principal resultado demonstrado em [12].

Teorema A. Seja A um conjunto f-invariante fechado. Entao f|,, ) satisfaz a proprie-

dade de especificaciao C'-estével se e somente se A é um conjunto elementar hiperbdlico.

Definigao 2.3.1. Sejam M uma variedade C* fechada e f € Dif'(M). Seja A um
conjunto f-invariante fechado. Um conjunto Af(U) é robustamente transitivo se A é
localmente maximal em U e existe uma C'-vizinhanca U(f) de f tal que para qualquer

g €U(f), gla,w) é transitiva.

Lembre-se que cada sistema dinamico satisfazendo a propriedade de especificacao
é transitivo. Observe neste ponto que nao ha pocos e fontes para um homeomorfismo
transitivo.

O seguinte resultado devido a Mané [9] ¢é utilizado na demonstracao do Teorema

A:

Teorema 2.3.2. Seja Ap(U) robustamente transitivo. Entdo as sequintes condi¢oes sdo

equivalentes:

(1) existe uma C'-vizinhanca U(f) de f tal que para qualquer g € U(f), qualquer ponto

periodico de Ny(U) € hiperbdlico e tem o mesmo indice;

(2) existe uma C'-vizinhanga U(f) de f tal que para qualquer g € U(f), Ay(U) € hi-

perbolico.

Vamos explicar o resultado com mais precisdo. Denote por A;(f) o fecho do
conjunto de pontos periddicos hiperbdlicos de f com indice 7. Na verdade, é provado
em [9, Teorema B| que se houver uma C'-vizinhanga U(f) de f tal que para qualquer
g € U(f), todos os pontos periédicos de g sao hiperbélicos e A;(f) N A;(f) = 0 para
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0 <i# j <dim M, entao, f satisfaz tanto o Axioma A e a condi¢ao de nao possuir
ciclos. Como a prova ¢ desenvolvida em uma vizinhanca de [J&a™ A;(f), podemos ver
que o resultado vale também para o nosso sistema dindmico semi-local f| ;). Assim,
a afirmacao (1) implica a afirmagao (2) uma vez que g|a, @) € transitiva para todos g
Cl-préxima de f.

Observe que a prova de que se A é um conjunto elementar hiperbdlico entao f| H(U)
satisfaz a propriedade de especificacao C''-estavel do Teorema A prontamente decorre da
estabilidade local de um conjunto hiperbdlico. Assim, para provar o Teorema 2.3, pelo

Teorema 2.3.2, é suficiente mostrar a seguinte proposicao, cuja demonstragao sera feita

na préxima secao.

Proposigao 2.3.3. Se f[s,w) satisfaz a propriedade de especificagao Cl-estdvel, entdo
existe uma Cl-vizinhan¢a U(f) de f tal que para qualquer g € U(f), qualquer ponto

periodico de g|a,wy € hiperbdlico e tem o mesmo indice.

2.3.1 Especificagao robusta e indices de pontos periddicos

Provemos a Proposicao 2.3.3, preparamos alguns lemas que precisamos. Nesta

secao, sejam f € Dif'(M) e A um conjunto f-invariante fechado.

Lema 2.3.4. Sejam p,q € AN Per(f) selas hiperbdlicas. Se f|p satisfaz a propriedade
de especificagao, entio, W*(O¢(p)) NW*(O¢(q)) # 0.

Demonstragao. Sejam p,q € AN Per(f) selas hiperbdlicas, e sejam €(p) e €(q) > 0 como
no Teorema da Variedade Estével para p e g, respectivamente. Fixe e = min {e(p), €(q)},
e seja N = N(¢) > 0 como na defini¢ao da propriedade de especificacao aplicada a f|,.
Para qualquer n > N definimos z; = f~"(p), 2o = f~V""(q), e colocamos a; = 0, b; = n,
ay = N +n e by =N + 2n. Claramente, as — b; = N. Como f|, satisfaz a propriedade

de especificacao, para qualquer n > N existe z, € A tal que

(i) d(f?(za), f7(f7"(p))) < e para 0 < j < m,
(it) d(f7(zn), f7(f7¥7"(q))) < e paran < j < N + 2n.

Em outras palavras, temos que z, sombreia f~"(p) por n iterados e depois de N iterados
sombreia f~V7"(q) também por n iterados.

O item (7) implica que

dlf 7 (f"(z0), 2 (f"(p)) < epara 0 <i<n

e (ii) implica que

d(f'(fY(f"(za))), f1(@) < € para 0 < i < .
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Ponha w,, = f"(z,) e seja w = lim w,, tomando uma subsequéncia se necessério
n—o0
(ver figura 2.3.1).

Figura 2.3.1: Construgao da sequéncia wy,.

Entao, uma vez que

d(f ™ (wn), f7(p)) < € < e(p) e d(f' (S (wn)), f1(@) < € < elq)

para 0 < i < n, como n foi tomado arbitrariamente, temos que w € W[, (p) C W*(p) e
N(w) e Wi (@), isto é, w € We(f~N(q)) (veja figura 2.3.2).

Figura 2.3.2: Intersecao das variedades instavel e estavel de érbitas de selas hiperbélicas.

Dai
w e WH(p) NW(F~(g)) € WOy (p) N WOy ()

O préximo Lema foi demonstrado em [12].
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Lema 2.3.5. Seja f|a,w) satisfazendo o propriedade de especificagao Cl-estdvel, e seja
U(f) uma C-vizinhanga de f tal que para qualquer g € U(f), gla,w) satisfaz a propri-
edade de especificacdo. Entao, para quaisquer selas hiperbdlicas p,q € Ay(U) N Per(g),
com g € U(f), vale ind(p) = ind(q).

Demonstragdo. Seja f|a, vy satisfazendo a propriedade de especificacao C'l-estével, e seja
U(f) uma C'-vizinhanca de f tal que para qualquer g € U(f), g|a,w) satisfaz a pro-
priedade de especificacao. Fixe g € U(f) qualquer, e sejam p,q € Ay(U) N Per(g) selas
hiperbélicas. Pelo Teorema 1.1.5 existe uma Cl-vizinhanga V(g) C U(f) de g tal que,
para qualquer ¢ € V(g), existem as continuagoes p, e g, (de p e ¢) em A,(U), respec-
tivamente. Note que como Af(U) = A C int U, podemos supor que A,(U) C intU para
qualquer g € U(f), reduzindo U(f) se necessério.

A prova do lema é feita por contradigdo. Suponhamos que ind(p) < ind(q),
e, portanto, dimW?*(p, g) + dimW*(q,g9) < dimM (o outro caso é semelhante). Aqui
W=(p,g) e W*(q,g) sdo as variedades estével e instavel de p e ¢ com respeito a g. Tome
um difeomorfismo Kupka-Smale ¢ € V(g), tal difeomorfismo existe, pois, como foi dito
na Se¢ao 1.2, tais difeomorfismos formam um conjunto residual em Dif*(M). Sejam p,
e ¢, as continuacoes de p e ¢ em A, (U). Entao, W*(p,, ) e W*(qy,, ¢) sdo transversais,
logo

W?(pg, 0) N W*(qy, 0) =0

visto que dimW?(p, g) = dimW?*(p,, ¢) e dimW"(q, g) = dimW"(q,, ), pois ¢ é uma
pequena perturbagao de g. Por outro lado, uma vez que ¢ € U(f), ¢|a @) satisfaz a
propriedade de especificagdo de maneira que W*(p,,, ) N W*(q,, ¢) # 0 pelo Lema 2.3.5.

Esta é uma contradicao. O

A existéncia de pontos periddicos nao hiperbélicos de f facilmente nos dé dois
pontos periddicos hiperbélicos com indices diferentes para alguma g C!'—préxima de f
(ver Lema 2.3.7 abaixo). Para mostrar este fato usamos o seguinte resultado perturbativo

na topologia C! conhecido como Lema de Franks.

Lema 2.3.6 (Franks, [6]). Sejam M variedade compacta e f : M — M um difeomorfismo.
Seja 6 um congunto finito de pontos em M, seja Q@ = ® T, M e seja Q" = & Ty M. Se
zel zeb

€
€ > 0 € suficientemente pequeno e G : QQ — Q' € um isomorfismo tal que |G — df|| < 0
entdo existe um difeomorfismo g : M — M, e-prézimo de f na topologia C*, tal que
dg, = G|r,m para qualquer x € 0. Ademais se R é um conjunto compacto de M disjunto

de 0, podemos exigir que f(x) = g(z) para x € R.

Demonstracao. Vamos assumir por simplicidade que a métrica Riemanniana em M vem

de um mergulho M — R™ e da métrica usual no R™. Seja exp a restricao a Q U @)’
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da transformagao exponencial de TM para M determinada pela métrica (exp sempre
representa exp, para algum x € 0 U f(0), esta notacao facilitard a notacao da derivada
da transformagcao exp,). Seja R é um conjunto compacto de M disjunto de 6.
Agora escolhemos ¢ > 0 satisfazendo as seguintes condigoes:
1. Se 0 U f(0) = {x:}", e B; = {vjv € Ty,M e ||v| < 8} entdo exp : B; — M é um
mergulho, e se B; = exp(B\i) entao B; e B; sao disjuntos quando ¢ # j. Também

fazemos ¢ tao pequeno que, para todo i, R é disjunto de B;.

2. ||exp(v) —v|| < 1—60 sev € B; (lembrando que || - || é a norma em R™ na qual M é
mergulhada).

3. ||dexp, || < 1+1—60 sev € B;e |dexp;!| < 1+% se x € B;.

4. f: B; — Q' definida por ]/‘:(v) = exp ! of oexp(v) satisfaz ||G(u) —f(u)” < 1i0||u|| e
||G(U)—dfu(v)|] < 1—€OHUH quando u € B; e B; C Q (isto é possivel porque df,, = df;i

€
— df,. —).

€

10K se u,v GEZ».

5. Se K = sup||df.|| entdo ||dexp, —dexp, || <
zeM

Escolhamos uma fungdo o C'* de valores reais tal que 0 < o(x) <1, o(z) =0 se
J 2
lz| > 6, o(x) = 1 se |z| < 7 ° 0<d(z) < 5 para todo z. A Figura 2.3.3 nos dd uma
ideia de como pode ser a func¢ao o.

o(x)

|
[e%)
W= o
w1 L
(=%
8

Figura 2.3.3: A fungao o é dita ser do tipo funcao de relevo.

Seja p : TM — R definida por p(v) = o(||v]|). Definamos a funcdo g : |J B; —

x; €0
TM por
9(v) = p(v)G(v) + (1 = p(v)) f(v) (2.3.1)
e definimos a funcao g : M — M por
g(z) = expogoexp () (2.3.2)
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se x € |J B;eg(x) = f(xr) caso contrario. Vamos mostrar que g é e-proxima de f na
x; €0
topologia C.

Sex ¢ | By, f(z) =g(z) ese xz € | B;, pela condigao (2)

1‘1'69 x¢€9
1f(z) —g(z)[| = |lexpofoexp™(z) —expogoexp ' (z)|
= |lexpofoexp t(z) — foexp H(z) + foexp !(x)

—expogoexp () +goexp t(z) —goexp (z)]
= |lexpofoexp™(z) — foexp~!(z)]

-

J/

<€/10

+| expogoexp™i(z) + goexp (z)]

-~

<€/10
+H|foexp™(z) — goexp~'(z)|
€ i -~ _
£+ |Foexn () —goe (@)

IN

Assim, se v = exp~!(z),

1 () = g(@)] = §+ 1F () = G(w)]
= =+ [f ) = p)G(v) = (1= p(v)) ]

= £ +p@)f(v) =G|

< e, lollp(v) < e (por (4)).

510
Vamos agora checar a diferenca das derivadas. Se v € | R-,
zel

~

dg,(u) = p(v)G () + dpu(w)G(v) + (1 — p(v)) df,(u) — dp,(u) f(v).
Entao

ldfow) = gl = llo() (dfu(w) = Glu)) + dpo() (Fl0) = G(0)) |
< p()ldf(w) = Gl + lldpu(u) (Flv) = G@)) I

Se ||[v|| > 6, p(v) = 0; se ||v]| < 0, por (4) temos
ldf,(w) = Gl < 15llull

2
Se [|vl| 2 0, dp.(u) = 0; se [lo]] <4, [ldp.|l < 5 e

1dFo(u) — Gu)|| < <|ful| < <.

Assim
| ouw) (Fe) -~ G(v)Q)GH < 2 ul) = Sl



Portanto
ldFa(w) — dgu)] < < llull + Slull = 2l
o (U) —dgy(u)]| < —|lu —l|ul| = —||u||.
g 10 10

~

Sejam y = exp (z), z = f(y) e w = g(y). Agora por (3) e (5)

dfz(v) = dg=(v)]|

ldexp, odf, o exp;! (v) — dexp,, odg, o exp; ' (v))

< |dexp, odf, o exp;!(v) — dexp,, odf, o exp;(v)]
+||d exp,, odﬁ/ o exp, '(v) — dexp,, odg, o exp,* (v)]|
€ €\ e
< S K|dexp;! (14 5) Solidexp; ()]l
Assim
€ €\ € €
df.(v) — dg(v)|| < | = (1 —)—(1 —> .
Id6.00) = daa(o)] < |5+ (14 55) 5] (14 55) Tl <l
Deste modo encontramos uma fungdo g C'-préxima de f tal que dg, = Gn,m para

qualquer = € 6 e g(z) = f(x) para todo x fora de um compacto R disjunto de 6. O que

encerra a demonstracao do Lema. O]

2
Note que na demonstracao Lema 2.3.6 foi importante que a cota 5 para a o’ fosse
pequena. Um enunciado para o Lema 2.3.6 envolvendo topologia C? envolveria a segunda
derivada de o que teria uma cota ruim, ja que o é pequeno.

O préximo Lema foi demonstrado em [12].

Lema 2.3.7. Seja A localmente mazimal em U. Seja U(f) vizinhanga de f dada e tome
g € U(f). Sep e Ay(U)N Per(g) nio € hiperbdlico, entdo existe ¢ € U(f) possuindo

pontos periddicos hiperbdlicos qi e ga em A, (U) com diferentes indices.

Demonstragao. Seja A localmente maximal em U, e seja U(f) uma C'-vizinhanga de f
dada e tome g € U(f) (observe que U(f) também é uma C'-vizinhanga de g). Suponha
que p € Ay(U) N Per(g) nao é hiperbdlico. Mostramos que existe ¢ € U(f) possuindo
uma curva C! ¢*-invariante em U (para algum k > 0), cujos pontos extremos sao ambos

hiperbdlicos com indices diferentes.

Afirmacao 2.3.8. Com uma pequena modificacdo do mapa g com respeito a topologia
C', podemos assumir que Sp(D,g"") N St = {)\,X}, onde Sp(D,g™™) é o conjunto dos
autovalores de ng”(”) e S é a esfera unitaria em C (e, portanto, os outros autovalores
de D,g™® sdao com mdédulo inferior a 1 ou superior a 1).

Demonstracao. (da Afirmagao 2.3.8) De fato, como p é periddico de periodo 7(p), existe
uma decomposi¢ao em autoespagos T, M = &) E(v). Escreva

YESp(Dpg™(®))

Sp(Dyg™) N S* = {Ay,..., A}
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Sabemos que para um operador linear qualquer A, se v € Sp(A) entao 7 € Sp(A), entao
podemos assumir sem perda de generalidade que A = A;. Sejam d,e > 0 de modo que

0 < |1 = ¢€l[[Dyrwm-1(9ll < d. Defina o operador L : T,M — T,M como

L|EB»YE(’Y) = Dgw(p)—l(p)g com 7y c Sp(ngﬂ(p))\{/\g, ey )\k}

L|@"yE(’AY) = € Dgw(p)—l(p)g com ’3/ c {)\3, N /\k:}
E fécil ver que ||L — Dyrm-1)gll = |1 — €] - | Dygrwy-1(gll < d. Assim, se d é pequeno,
podemos aplicar o Lema 2.3.6 a g no ponto g™ ~1 (p) e encontramos uma fungao § préxima

de g tal que j = g fora de uma vizinhanca U de g™ ~!(p) e D grw)-1()g = L. Note que
podemos tomar U de forma que ¢'(p) ¢ U para i # w(p) — 1. Além disso temos que

g7 (p) = g™ (p), logo
@O ®) =3 (" p) =9 (™" ) = (p) = p.
Dado v € T,M, temos que

ngﬂ'(p) v = Dgn-(p)fl(p)g ‘ Dgw(p)72(p)§ tee .t Dg(p)g . ng v

= L-Dygmy200g - Dyyg - Dpg - v.
Logo se v € E(y) com v € Sp(Dpg™®)\{ s, ..., A}, temos que

ngﬂ’(p) = L . Dgﬂ(p>72(p)g . Dg(p)g . ng -
Dgrwr-1)9 " Dgrr-25)9 + - -+ Dyy9 © Dpg - v
= .

Eseve E(§) com 4 € {);,..., \¢}, temos que

ngﬂ(p) v = L- Dgw(m_z(p)g oo Dypgo Dypg - v
- €- Dgﬂ(p)fl(p)g : Dgﬂ'(p)72(p)g Sl " Dg(p)g . ng U
= €y.

Dai os tunicos autovalores de ngﬂ(p) com médulo igual a 1 sao \; e Ay e g satisfaz a

afirmacao. Isto conclui a demonstragao da Afirmagao 2.3.8 O

Observe que que se existir um autovalor real A podemos concluir que Sp(D, g™ )N
St = {\}, pois neste caso, A = \.

Denote por £ o autoespago correspondente aos autovalores com médulo inferior
a 1, por £ o autoespago correspondente a A, e por E 0 autoespago correspondente aos
valores proprios com médulo maior do que 1. Desta forma T,M = E; & E5 © Ej.

Dividimos a prova em dois casos: dim E; = 1, isto ¢, o autovalor A é real; ou

dim Ej = 2, isto €, o autovalor A é complexo.
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Caso 1. dim EJ = 1, isto ¢, o autovalor A é real com médulo igual a 1.
Neste caso, supoe-se, ainda, que A = 1 para simplicidade (o outro caso é se-

melhante). Entao, pelo Lema 2.3.6, existem ¢y > 0 e ¢ € U(f) de tal modo que
TP (p) = g™ P (p) =pe

-1
pla) = expgir(p) © Dyipg © expyi, ()
se x € B (g'(p)) para 0 < i < m(p) —2, e
p(r) = exp, 0D yr(m)-1(;)g © exp;wl(mfl(p) (x)

se 7 € Bey (977 (p)-
Visto que o autovalor A de ngﬁéf) ¢ 1, existe um pequeno arco Z, C B (p) N
p

exp, (ES(eg)) contendo p tal que ¢"#)(Z,) = Z,. Aqui ES(¢) denota a ep-bola em ES com

centro na origem 0, (ver figura 2.3.4).

B B!
M E: M E:

B D, g )

S‘Qﬂ-(p) = epr OngTr(p) le) exp;1

Figura 2.3.4: O intervalo Z, é deixado invariante por ¢.

Podemos supor que Z,, C A, (U), reduzindo tanto U( f) e €, se necessario (observe
que A é localmente maximal). Denote por ¢; e g, os dois pontos extremos de Z,. Observe
que

ingpg‘g) = nggg) =1

para i = 1,2. Assim, pelo Lema 2.3.6, com uma C*-modificacao do mapa ¢ nas

extremidades, podemos ter que ambos os pontos sao hiperbédlicos com diferentes indices;

isto é, ind(q1) # ind(g2) em relagao a .
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Caso 2. dimE} = 2, e os autovalores correspondentes, sao conjugados complexos,

A, A, com médulo igual a 1.

Afirmacgao 2.3.9. Com uma pequena modificacao do mapa ¢, podemos supor que existe

[ > 0 (o nimero minimo) tal que D, (g”(p))l v = v para qualquer v € exp;l(B60 (p))NES.

Demonstragao. (da Afirmagao 2.3.9) De fato, seja B = {ej, ea} uma base ortonormal do
subespaco F(A). Sabemos que existem \ e [ tais que, A =1 e o angulo a entre \ e A
na base base B é suficientemente pequeno de modo que, considerando a rotagao R, de
angulo a na dire¢ao do subespago E(\) (estamos assumindo que R, (\) = 5\), temos que
HDgﬁ(p)fl(p)g - R, - Dgﬁ(pH(p)gH < d, onde d é como no Lema 2.3.6 aplicado a ¢ no ponto
g™~ (p). Assim aplicando o Lema 2.3.6 encontramos uma funcdo § préxima de g tal
que § = g fora de uma vizinhanca U de g™ ~(p) (note que podemos tomar U de forma
que g'(p) ¢ U para i # 1(p) — 1), Dy-19 = Ra - Dystor1y € 5P (p) = p. Assim

temos que, dado v tal que ng“(p) -V = A,

ngﬂ'(p) )] = Dg”(p)*l(p)g . Dgﬂ'(p)*Q(p)g C et Dg(p)g . ng - U

R, - Dgw(p)—l(p)g . Dgﬂ(p)_z(p)g “oo  Dypyg - Dpg - v
Ry - D,g™® v

= R, -\

= .

Dado [ > 0 temos que (f]”(p))l (p) = p, dai

=T l T iy T
D, (g (p)) o= D(gﬂ_(p))lfl(p)g ®. . D) ()9 @ . D,g™®) v
— ngw(p) . ngw(p) .ngw(p) -V
Ay
= 0.

Assim podemos supor que existe [ > 0 (o minimo) tal que D, (g”(p))l -U = v para

qualquer v € exp, (B, (p)) N ES. O que termina a demonstracio da Afirmacao 2.3.9. [

Note que se m(p) > 1, entdo p é um ponto fixo para ¢"®). Portanto, na prova do
segundo caso, para evitar complexidade notacional, consideramos apenas o caso g(p) = p.
Tal como no primeiro caso, pelo Lema 2.3.6, existem ¢y > 0 e ¢ € U(f) tais que p(p) =
gp)=pe

p(x) = expy,) 0Dpg o exp,* (x)
se x € B, (p).

Tome v € exp, ' (B, (p)) N ES tal que [|vg| = %0, e escreva

Jp:expp<{t-vozlgt§1+%}>.

Entao, J, C A,(U) é um arco de tal modo que
30



o V(J)Ni(Jy) =0se0<i#j<Il—1 (verfigura 2.3.5),

o VI(J,)=1J,e cpfjp ¢ o mapa identidade.

(Y
7 Dy’ R

E,

expp¢ @) = expy, oDpg’ exp, ¢expp

Figura 2.3.5: o'(J,)N?(J,) =0se 0 <i#j<Il—1.

Tal como no primeiro caso, com uma C'-modificacio do mapa nos pontos de
extremidade ¢; e go de J,, temos que ambos os pontos sao hiperbdlicos com diferentes

indices. Isto termina a demonstracao do Lema 2.3.7 O]

Fim da prova da Proposicao 2.3.3.

Seja f|a,(v) satisfazendo a propriedade de especificagao Cl-estével, e seja U(f)
como em tal propriedade. Pelo Lema 2.3.5, para chegar a conclusao, é suficiente mostrar
que todo p € Ay(U) N Per(g) (g9 € U(f)) é hiperbdlico.

Por contradicao, suponha que p € Ay(U) N Per(g) (9 € U(f)) nao é hiperbdlico.
Entao, pelo Lema 2.3.7, existe ¢ € U(f) possuindo pontos periddicos, hiperbdlicos ¢; e
¢2 em A,(U) com diferentes indices, ou seja, ind(¢;) # ind(gz). Esta é uma contradicao
novamente por Lema 2.3.5 visto que f|a ;) satisfaz a propriedade de especificagao COl-
estavel.

Portanto todos os pontos periédicos sao do mesmo indice. Isto finaliza a prova

da proposicao.

31



Capitulo 3

Resultados Recentes e Perspectivas

Futuras

Neste capitulo comentamos a extensao do Teorema A para o caso nao invertivel
e falamos sobre uma versao da propriedade de especificagao sobre o ponto de vista da

Teoria da Medida. Aqui utilizamos [10] e [13] como referéncias.

3.1 Caso Nao Invertivel

Em [10] é provado que o Teorema A também é vélido para transformagoes C'-
regulares (transformagoes diferencidveis nao invertiveis cujas derivadas s@o sobrejetivas).
Entretanto para transformacoes nao invertiveis nao podemos aplicar a mesma definicao
de hiperbolicidade que usamos para difeomorfismos. A exigéncia de subespacgos estaveis
e instaveis invariantes é muito forte. Mais precisamente, nao se pode esperar que os
subespacos instaveis se sejam transformados de maneira invariante, visto que pode ha-
ver varios pontos com mesma imagem. Desta forma estudando apenas difeomorfismos
conseguimos entender bem a relacao entre hiperbolicidade e propriedade de especificagao.

Em [10] também é provado que existe um subconjunto residual R no espago das
transformagoes C'-regulares munido da topologia C! tal que para f € R, f|s satisfaz a

propriedade de especificacao se e somente se A é um conjunto elementar hiperbdlico.

3.2 Especificacao Nao-Uniforme

Sob o ponto de vista da Teoria da Medida, temos uma outra nogao de especi-

ficacao. Para X espaco métrico e f : X — X, utilizaremos a seguinte notacao
Bi(z,n,e) = {y € X :d(f*(z), ff(y)) < e com 0 < k < n}.
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Definigao 3.2.1. Dizemos que (f, ) satisfaz a propriedade de especifica¢io nao-uniforme
se existe  tal que para p-quase todo ponto z e todo 0 < € < § existe um inteiro p(x, n, €) >

1 satisfazendo

bl p(z,n,€)
imlimsup ————= =0
=0 pooo n
e assim vale o seguinte: dados pontos xi,...,z; em um conjunto de p-medida total e
inteiros positivos ny, ..., ng, se p; > p(z;,n, €) entdo existe z que e-sombreia as 6rbitas de

cada x; durante n; iterados com um salto de tempo de p(x;, n, €) entre [ (x;) e x;41, isto
é
z € B(xy,ny,€) e frtptedniatpion () € B(x;, ny,e)

para todo 2 <1 < k.

Em outras palavras, esta nocao significa que quase todo pedaco finito de érbitas é
aproximado por uma orbita tal que o intervalo de tempo entre dois pedacos consecutivos
¢ uma proporcao pequena do tamanho do pedaco de orbita sendo sombreado.

Um estudo da propriedade de especificacao nao-uniforme é feito em [13] para a
obtencao de limites de grandes desvios superiores e inferiores.

Dizemos que f satisfaz a propriedade de especificacio C'-robusta se existe uma
vizinhanca aberta U de f tal que para todo g € U, toda medida de probabilidade g-
invariante satisfaz a propriedade de especificagao nao-uniforme.

Neste contexto, a seguinte questao continua em aberto:

Questao. Se (f, i) satisfaz a propriedade de especifica¢do nao-uniforme para toda medida

i f-invariante, entao f satisfaz a propriedade de especificacao?
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