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Universidade Federal da Bahia como requisito

parcial para obtenção do t́ıtulo de Mestre em

Matemática.
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Matemática, aprovada em 25 de fevereiro de

2013.

Banca examinadora:

Prof. Dr. Paulo César Rodrigues Pinto Varandas (Orientador)

UFBA
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Resumo

Seja f um difeomorfismo de uma variedade fechada C∞ M . Neste trabalho,

apresentamos a noção de propriedade de especificação C1-estável para um conjunto f -

invariante Λ de M , e apresentamos a prova de que f |Λ satisfaz a propriedade de especi-

ficação C1-estável se e somente se Λ é um conjunto elementar hiperbólico.

Palavras-chave: Propriedade de Especificação; Difeomorfismo; Hiperbolicidade;

Mistura Topológica.



Abstract

Let f be a diffeomorphism of a closed C∞ manifold M . In this work, we introduce

the notion of the C1-stable specification property for a closed f -invariant set Λ of M , and

we present a proof that f |Λ satisfies a C1-stable specification property if and only if Λ is

a hyperbolic elementary set.

Keywords: Property Specification; Diffeomorphism; Hyperbolicity;

Topologically Mixing.
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Introdução

A existência de pontos periódicos é muitas vezes necessária no estudo de siste-

mas dinâmicos. Por exemplo, na definição de Devaney [5] para sistema caótico temos a

exigência da densidade de pontos periódicos. A noção propriedade de especificação, de-

vida a Bowen [2], pode ser usada para a dedução de boas propriedades topológicas, entre

elas a existência de pontos periódicos, nos dando uma primeira motivação pra estudá-la.

A propriedade de especificação tornou-se muito importante no estudo de teoria ergódica

de sistemas dinâmicos em espaços métricos compactos (ver [4] e [8]). Neste trabalho,

apresentamos um estudo da propriedade de especificação do ponto de vista da teoria

geométrica de sistemas dinâmicos feito em [12].

A definição de especificação pode ser feita de diversas formas equivalentes. A

forma de definir a propriedade de especificação que escolhemos é apresentada com detalhes

na Seção 1.2. Moralmente, dizemos que uma transformação f satisfaz a propriedade de

especificação se dado um erro ε > 0, para um número arbitrário de segmentos de órbitas

arbitrariamente grandes, podemos encontrar uma órbita periódica que acompanha cada

um dos segmentos com o erro de ε e muda de um segmento para outro em uma quantidade

fixa de tempo que depende apenas de ε.

Se f satisfaz a propriedade de especificação, então f é topologicamente mistura-

dora (na Seção 1.2 apresentamos a definição de topologicamente misturadora e a prova

deste resultado, a qual também pode ser encontrada em [4]). Prova-se que se f é topolo-

gicamente misturadora, então é transitiva, isto é, há uma órbita densa.

No caso de transformações do intervalo cont́ınuas, a propriedade de mistura to-

pológica implica em especificação. Este resultado é devido a Blokh [1]. Por outro lado,

Buzzi mostra em [3] que se tirarmos a hipótese de continuidade, não temos equivalência

entre mistura topológica e propriedade de especificação. Em [3] é apresentado o seguinte

contraexemplo: embora todas as transformações Tβ : [0, 1]→ [0, 1] definidas por:

Tβ : x 7→ {βx},

onde {·} ∈ [0, 1[ representa a parte fracionária, sejam topologicamente misturadoras, para

todo β > 1, o conjunto de β > 1 tais que Tβ satisfaz a propriedade de especificação é

denso, mas tem medida de Lesbegue nula.
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Um homeomorfismo f é expansivo se existe uma constante c > 0 de tal modo

que para qualquer x, y ∈ X, d(fn(x), fn(y)) ≤ c (n ∈ Z) implica x = y. É provado

em [4, Preposição 23.20] que se um homeomorfismo f expansivo tem a propriedade de

sombreamento (para definição ver Seção 1.2) e é topologicamente misturador, então f

satisfaz a propriedade especificação.

Seja Λ ⊂ M um conjunto f -invariante fechado. Seja U ⊂ M uma vizinhança

compacta de Λ, definamos

Λf (U) =
⋂
n∈Z

fn(U).

Um conjunto Λ é localmente maximal em U se houver uma vizinhança compacta U de Λ

tal que Λ = Λf (U). Dizemos que f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-estável

se houver uma vizinhança compacta U de Λ e uma C1-vizinhança U(f) de f tal que Λ

é localmente maximal em U e para qualquer g ∈ U(f), g|Λg(U) satisfaz a propriedade de

especificação. No caso Λ = M , dizemos que f satisfaz a propriedade de especificação

C1-estável.

Um conjunto localmente maximal Λ é um conjunto básico (respectivamente con-

junto elementar) se f |Λ é transitiva (respectivamente topologicamente misturadora). Pode-

se mostrar que se Λ é um conjunto básico hiperbólico (ver Seção 1.1), então os pontos

periódicos são densos nele. Cada conjunto elementar é um conjunto básico.

O principal resultado apresentado neste trabalho, demonstrado por Sakai, Sumi,

e Yamamoto em [12], é o seguinte

Teorema A. Seja Λ um conjunto f -invariante fechado. Então f |Λf (U) satisfaz a proprie-

dade de especificação C1-estável se e somente se Λ é um conjunto elementar hiperbólico.

Em [10] este resultado é estendido para transformações C1-regulares (transfor-

mações diferenciáveis não invert́ıveis cujas derivadas são sobrejetivas). Entretanto para

transformações não invert́ıveis não podemos aplicar a mesma definição de hiperbolicidade

que usamos para difeomorfismos. A exigência de subespaços estáveis e instáveis invari-

antes é muito forte. Mais precisamente, não se pode esperar que os subespaços instáveis

se sejam transformados de maneira invariante, visto que pode haver vários pontos com

mesma imagem.

A demonstração de que se Λ é um conjunto elementar hiperbólico então f |Λf (U)

satisfaz a propriedade de especificação C1-estável, decorre da já conhecida estabilidade de

conjuntos hiperbólicos e do fato de hiperbolicidade mais a propriedade de topologicamente

misturadora implicarem na propriedade de especificação. Em [12] é feita a demonstração

de que se f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-estável então Λ é um conjunto

elementar hiperbólico. Para tal é utilizado um resultado devido a Mañé [9] que afirma

que sob a hipótese de transitividade robusta (ver Seção 2.3) as seguintes condições são
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equivalentes:

(1) existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer g ∈ U(f), qualquer ponto

periódico de Λg(U) é hiperbólico e tem o mesmo ı́ndice;

(2) existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer g ∈ U(f), Λg(U) é

hiperbólico.

Observe que negar (1) é o mesmo que dizer que f pode ser aproximada por transformações

C1 com pontos periódicos não hiperbólicos ou com ı́ndices distintos. Assim, um roteiro

para a prova da parte do Teorema A feita em [12] é o seguinte:

1 Mostrar que se f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-estável, então para

qualquer g C1-próxima de f tal que g|Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação,

então todo ponto periódico hiperbólico para g em Λg(U) possui o mesmo ı́ndice;

2 Mostrar que se existe uma g C1-próxima de f e um ponto periódico p ∈ Λg(U) que

não é hiperbólico para g, então podemos encontrar uma ϕ C1-próxima de f com q1

e q2 pontos periódicos hiperbólicos para ϕ em Λϕ(U) com ı́ndices distintos;

3 Aplicar o resultado de Mañé citado acima e concluir que se f |Λf (U) satisfaz a espe-

cificação C1-estável, então existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para toda

g ∈ U(f) g|Λg(U) é hiperbólica, pois por 1 e 2 teremos que para qualquer g ∈ U(f),

qualquer ponto periódico de Λg(U) é hiperbólico e tem o mesmo ı́ndice.

Este trabalho está organizado da seguinte forma. No primeiro caṕıtulo, listamos

definições e resultados de Dinâmica Hiperbólica necessários no decorrer do texto. No se-

gundo caṕıtulo, apresentamos a demonstração do Teorema A, apresentando a estabilidade

de conjuntos hiperbólicos e a demonstração de que hiperbolicidade mais a propriedade de

topologicamente misturadora implicarem na propriedade de especificação e apresentamos

as demonstrações feitas em [12]. Por fim, no terceiro caṕıtulo comentamos a extensão

do Teorema A para o caso não invert́ıvel feita em [10] e falamos sobre uma versão da

propriedade de especificação sobre o ponto de vista da Teoria da Medida.
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Caṕıtulo 1

Noções preliminares

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos e resultados de dinâmica hiperbólica

e propriedade de especificação a serem utilizados neste trabalho. As definições e resultados

apresentados neste caṕıtulo podem ser encontrados em [7] e [11].

1.1 Hiperbolicidade

Nesta seção a presentamos a definição de conjunto hiperbólico e resultados rela-

cionados.

Dizemos que uma transformação linear A : Rn → Rn é hiperbólica se todos os

autovalores de A possuem norma diferente de 1. Portanto um ponto fixo p para uma

transformação f : M → M é hiperbólico se Dfp for uma transformação hiperbólica. Se

todos os autovalores de Dfp têm norma maior do que 1, dizemos que p é hiperbólico de

tipo fonte. Se todos os autovalores de Dfp têm norma menor do que 1, dizemos que p é

hiperbólico de tipo poço. Se p é hiperbólico e Dfp tem autovalores com norma maior do

que 1 e autovalores com norma menor do que 1, dizemos que p é ponto fixo de tipo sela.

Se p é um ponto periódico de peŕıodo k, dizemos que p é um ponto periódico hiperbólico

(respectivamente de tipo fonte, poço ou sela) se p é um ponto fixo hiperbólico para fk

(respectivamente de tipo fonte, poço ou sela).

O conceito de ponto hiperbólico é extendido para conjuntos com a seguinte de-

finição.

Definição 1.1.1. Sejam M uma variedade Riemanniana e Dif 1(M) o espaço de difeo-

morfismos de M dotado da topologia C1. f ∈ Dif 1(M). Dizemos que Λ ⊂ M é um

conjunto (uniformemente) hiperbólico se:

(i) Λ é compacto e f -invariante;

4



(ii) existe c > 0 e existe 0 < λ < 1 tal que para todo x ∈ Λ
TxM = Es

x ⊕ Eu
x

Df(x) · Es
x = Es

f(x)

Df(x) · Eu
x = Eu

f(x);

decomposição Df -invariante

(iii)  ‖Dfn(x)|Esx‖ ≤ c.λn

‖Df−n(x)|Eux‖ ≤ c.λn
, ∀n ≥ 1,∀x ∈ Λ.

Caso Λ = M dizemos que f é Anosov.

A seguinte proposição nos diz que existe uma métrica Riemanniana na qual a

constante c da Definição 1.1.1 pode ser tomada igual a 1.

Proposição 1.1.2. Seja Λ ⊂ M um conjunto hiperbólico. Existe uma métrica Rieman-

niana adaptada <,> de forma que:

‖Dfn(x)|Esx‖ ≤ λn e ‖Df−n(x)|Eux‖ ≤ λn.

Além disso, a métrica pode ser tomada C∞.

Para uma prova da proposição 1.1.2 ver [11] Teorema 1.1 sa Seção 7.3.1.

Proposição 1.1.3. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f : U → M . As dimensões dos

subespaços Eu
x e Es

x são localmente constantes e estes subespaços variam continuamente

com x.

Demonstração. Seja dimM = s. Segue da Proposição 1.1.2 que para quaisquer x ∈ Λ,

ξ ∈ Es
x e n ≥ 0,

‖Dfnx ξ‖ ≤ λn‖ξ‖ (1.1.1)

e estas desigualdades caracterizam o subespaço Es
x. Seja Seja (xm)m∈N ⊂ M tal que

limm→∞ xm = x. Tomando subsequências se necessário podemos assumir que dimEs
xm

é igual a uma constante k e escolhemos uma base ortonormal
(
ξ

(1)
m , . . . , ξ

(k)
m

)
em cada

Es
xm tais que ξ

(i)
m → ξ(i) ∈ TxM , i = 1, . . . , k. Por continuidade da transformação Dfn,

tomando o limite em m, as desigualdades (1.1.1) para ξ = ξ
(i)
m implicam que

‖Dfnx ξ(i)‖ ≤ λn‖ξ(i)‖ = λn, ∀n ≥ 1.

Assim ξ(i) ∈ Es
x, dimEs

x ≥ k e, se definirmos limm→∞E
s
xm como sendo o subespaço gerado

por {ξ(1), . . . , ξ(k)}, Es
x ⊃ limm→∞E

s
xm .

5



Analogamente, os vetores η ∈ Eu
x são caracterizados pelas desigualdades

‖Df−nx ξ‖ ≤ λn‖ξ‖

para todo n ≥ 0, e uma repetição do argumento anterior nos dá, com uma definição

análoga para limm→∞E
u
xm ,

Eu
x ⊃ lim

m→∞
Eu
xm e dimEu

x ≥ s− k.

Isto implica que Es
x = limm→∞E

s
xm , Eu

x = limm→∞E
u
xm .

Como corolário da proposição 1.1.3 temos o seguinte resultado sobre transversa-

lidade dos subespaços Eu
x e Es

x.

Corolário 1.1.4. Os subespaços Es
x e Eu

x são uniformemente transversais, isto é, existe

α0 > 0 tal que para quaisquer x ∈ Λ, ξ ∈ Es
x, η ∈ Eu

x o ângulo entre ξ e η é pelo menos

α0.

Para uma demonstração do Corolário 1.1.4 ver [7] Corolário 6.4.5.

Teorema 1.1.5. Seja p um ponto fixo hiperbólico para f ∈ Dif 1(M). Então existe

U(f) vizinhança de f na topologia C1 tal que todo g ∈ U(f) possui um único ponto fixo

hiperbólico pg próximo de p. A pg denominamos continuação de p.

Uma prova do Teorema 1.1.5 pode ser vista em [11] Teorema 6.4.

Dados x ∈M e ε > 0 defina

W s
ε (x, f) = {y ∈M : d (fn(y), fn(x)) ≤ ε,∀n ≥ 0}

W u
ε (x, f) =

{
y ∈M : d

(
f−n(y), f−n(x)

)
≤ ε,∀n ≥ 0

}
.

Para simplificar a notação, quando a função f estiver subentendida, podemos

escrever W s
ε (x) e W u

ε (x) no lugar de W s
ε (x, f) e W u

ε (x, f).

Teorema 1.1.6 (Teorema da Variedade Estável). Seja f ∈ Difk(M) e Λ ⊂M conjunto

hiperbólico para f . Então, existe ε > 0 tal que:

(i) W s
ε (x, f) é um disco Ck-mergulhado com mesma dimensão de Es

x e

Tx (W s
ε (x, f)) = Es

x

(ii) W s
ε (x, f) varia continuamente, na topologia Ck, em x

(iii) W s(x, f) =
⋃
n≥0 f

−n (W s
ε (fn(x), f)) é uma subvariedade Ck-imersa e varia conti-

nuamente com x em compactos.
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Para uma demonstração do Teorema 1.1.6 ver [7] Teorema 6.4.9, onde vemos

também que existe um teorema análogo para W u
ε (x, f). Neste caso definimos

W u(x, f) =
⋃
n≥0

fn
(
W s
ε

(
f−n(x), f

))
.

Seja M uma variedade C∞ fechada. Denote por d a distância em M induzida a

partir de uma métrica Riemanniana sobre o fibrado tangente TM . Sejam f ∈ Dif 1(M)

e Per(f) o conjunto de pontos periódicos de f . Denote por Of (p), a f -órbita periódica

de p ∈ Per(f). Se p ∈ Per(f) é uma sela hiperbólica com peŕıodo π(p) > 0, então

pelo Teorema da Variedade Estável (Teorema 1.1.6), aplicado a Λ = Of (p) que é um

conjunto hiperbólico, existem a variedade estável local W s
ε (p) e a variedade instável local

W u
ε (p) de p para algum ε = ε(p) > 0. Por (iii) do Teorema da Variedade Estável, se

d(fn(x), fn(p)) ≤ ε para qualquer n ≥ 0, então x ∈ W s(p) (uma propriedade semelhante

vale também para W u(p) com respeito a f−1). A variedade estável W s(p) de p é definida

como no Teorema 1.1.6 e a variedade instável W u(p) de p é definido de modo análogo. A

dimensão da variedade estável W s(p) é chamado às vezes o ı́ndice de p, e denotamos por

ind(p). Seja p um ponto periódico para f com peŕıodo k, definimos

W u(Of (p)) :=
k−1⋃
n=0

W u(fn(p))

W s(Of (p)) :=
k−1⋃
n=0

W s(fn(p)).

Proposição 1.1.7. Seja Λ um conjunto hiperbólico para f ∈ Dif 1(M). Então existe

ε > 0 tal que para quaisquer x, y ∈ Λ a interseção W s
ε (x)∩W u

ε (y) consiste, no máximo de

um ponto [x, y] e existe δ > 0 tal que sempre que d(x, y) < δ para alguns x, y ∈ Λ temos

W s
ε (x) ∩W u

ε (y) 6= ∅.

Demonstração. Suponha que existam z1, z2 ∈ W s
ε (x) ∩ W u

ε (y) para todo ε > 0. Pela

definição temos

d(fn(zi)f
n(x)) < ε ∀n ≥ 0, i = 1, 2

e

d(f−n(zi)f
−n(y)) < ε ∀n ≥ 0, i = 1, 2.

Pela desigualdade triangular temos que

d(fn(z1), fn(z2)) < 2ε

para todo n ∈ Z e para todo ε > 0. Em particular para n = 0 temos que

d(z1, z2) < ε ∀ε > 0.
7



Fazendo ε→ 0 temos que z1 = z2. Portanto existe ε > 0 tal que para quaisquer x, y ∈ Λ

a interseção W s
ε (x) ∩W u

ε (y) consiste, no máximo de um ponto.

Agora tome ε de maneira que valha o Teorema da variedade Estável. Temos que

Tx (W s
ε (x)) = Es

x e Tx (W u
ε (x)) = Eu

x .

Pela Proposição 1.1.3 tomando δ > 0 suficientemente pequeno os subespaços Eu
x e Eu

y

estarão próximos. Pelo Corolário 1.1.4 subespaços Es
x e Eu

x são transversais, logo teremos

que Eu
x e Eu

y também serão transversais se δ for suficientemente pequeno.

Assim W s
ε (x) e W u

ε (y) serão transversais e se d(x, y) < δ teremos que W u
ε (y) é

uma pequena perturbação de W u
ε (x). Como W s(x) intersecta W u(x), temos pela trans-

versalidade que W s
ε (x) e W u

ε (y) também se intersectam e esta interseção será apenas um

ponto.

Definição 1.1.8. Seja Λ ⊂M um conjunto f -invariante compacto, e denotamos por f |Λ
a restrição de f ao conjunto Λ. Seja U ⊂M uma vizinhança compacta de Λ, e ponha

Λf (U) =
⋂
n∈Z

fn(U).

Um conjunto Λ é localmente maximal em U se houver uma vizinhança compacta U de Λ

tal que Λ = Λf (U).

Uma propriedade técnica importante que segue da maximalidade local é a pre-

sença de uma estrutura de produto local : dizemos que um conjunto hiperbólico Λ tem uma

estrutura de produto local se, para ε > 0 suficientemente pequeno, os pontos de interseção

dados pela Proposição 1.1.7 estão sempre contidos em Λ.

Proposição 1.1.9. Um conjunto hiperbólico localmente maximal tem uma estrutura de

produto local.

Demonstração. Tomemos ε tal que a ε-vizinhança U de Λ satisfaz Λ = Λf (U). Então

todos os pontos [x, y] obtidos na Proposição 1.1.7 estão em U e portanto em Λ.

1.2 Especificação

Nesta seção falamos de sombreamento e apresentamos as definições de proprie-

dade de especificação e propriedade de especificação C1-estável.

Definição 1.2.1. Para d > 0, uma sequência de pontos {xi}j2i=j1 ⊂ X , com j1, j2 ∈ Z e

j1 ≤ j2, é chamada uma δ-pseudo-órbita de f se d(f(xi), xi+1) < δ para todo j1 ≤ i < j2,

i ∈ Z. Nós dizemos que f possui a propriedade de sombreamento se para todo ε > 0,

existe δ > 0 tal que para qualquer δ-pseudo-órbita {xi}j2i=j1 de f , existe y ∈ X satisfazendo

d(f i(y), xi) < ε para todo j1 ≤ i < j2, i ∈ Z (veja Figura 1.2.1).
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f (y)

y

ε x1

f 2(y)

x2

f (x1)
f (x2)

x3
f 3(y)

δ δ

ε

ε

Figura 1.2.1: Propriedade de sombreamento

Teorema 1.2.2 (Lema de Sombreamento). Seja Λ ⊂M um conjunto hiperbólico para f .

Dado ε > 0, então existem η, δ > 0 tais que se {xi}j2i=j1 for uma δ-pseudo órbita para f

com d(xi,Λ) < η, então existe y ∈M com d(y,Λ) < η tal que y ε-sombreia {xi}. Ademais

se j1 = −∞ e j2 =∞, então y é único.

Para uma demonstração do Teorema 1.2.2 ver [11] Teorema 3.1 na Seção 9.3.

Definição 1.2.3. Seja (X, d) um espaço métrico compacto. Um homeomorfismo f :

X → X satisfaz a propriedade de especificação se para qualquer ε > 0 existe um inteiro

M = M(ε) > 0 tal que para qualquer k ≥ 2, para todos os k pontos x1, x2, . . . , xk ∈ X,

para quaisquer inteiros a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < · · · < ak ≤ bk com ai − bi−1 ≥ N para

2 ≤ i ≤ k, existe um ponto y ∈ X tal que d(f j(y), f j(xi)) ≤ ε para ai ≤ j ≤ bi, 1 ≤ i ≤ k

(veja Figura 1.2.2). Além disso, se y pode ser tomando periódico com peŕıodo q, para

qualquer q ≥M + bm − a1, dizemos que f satisfaz a propriedade de especificação forte.

x3

fa1(x1)

fa1(y)
y

x1

f b1(y)

f b2(y)

f b2(x2)

f b1(x1)

fa3(x3)

fa3(y)

f b3(x3)

fa2(x2)

fa2(y)

f b3(y)

x2

Figura 1.2.2: Propriedade de especificação
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Em outras palavras, um homeomorfismo satisfaz a propriedade de especificação

forte se é posśıvel sombrear segmentos de órbitas, suficientemente espaçados, por uma

órbita periódica com um erro pré-definido.

Exemplo 1.2.4. Considere a transformação de translação à esquerda σ definida no con-

junto Σ = {1, 2, . . . , r}N que associa cada elemento (xn) ∈ Σ ao elemento σ ((xn)) = (yn) ∈
Σ, onde yn = xn+1, ou seja, se (xn) = (x1, x2, x3, . . .), então σ ((xn)) = (x2, x3, x4, . . .),

onde xi ∈ {1, 2, . . . , r} para todo i ∈ N∗. A transformação σ é também conhecida como

shift unidimensional de r śımbolos. Considere a métrica em Σ dada por

d((xn), (yn)) =

2−k se xn = yn para 1 ≤ n ≤ k e xk+1 6= yk+1

0 se xn = yn para todo n ∈ N∗.

Podemos verificar que (Σ, d) é um espaço métrico. Vamos mostrar que σ possui a pro-

priedade de especificação. De fato, seja ε > 0, tome M ∈ N∗ tal que 2−M < ε.

Para qualquer k ≥ 2, dados k pontos x1, x2, . . . , xk ∈ Σ e dados quaisquer inteiros

a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < · · · < ak ≤ bk com ai − bi−1 ≥ M . Para facilitar vamos escre-

ver cada xi na forma

xi = (xi1, x
i
2, . . . , x

i
ai
, . . . , xibi , . . . , x

i
bi+N

, . . .).

Para construir o ponto y da propriedade de especificação pomos

y = (y1, y2, . . .)

de modo que

yn = xin para ai ≤ n ≤ bi +M.

Observe que desta forma a condição d(σj(y), σj(xi)) ≤ ε para ai ≤ j ≤ bi, 1 ≤ i ≤ k é

satisfeita. Vamos verificar para i = 1, os outros casos são análogos. Temos que

σa1(y) = (ya1+1, ya1+2, . . .)

= (x1
a1+1, . . . , x

1
b1
, . . . , x1

b1+M , . . . ,

x2
a2
, . . . , x2

b2
, . . . , x2

b2+M , . . . ,

xkak , . . . , x
k
bk
, . . . , xkbk+M , . . . , )

e ainda que

σa1(x1) = (x1
a1+1, . . . , x

1
b1
, . . . , x1

b1+M , . . . , ).

Assim temos as b1 +M − a1 primeiras entradas de σa1(y) e σa1(x1) são iguais, portanto

d(σj(y), σj(x1)) ≤ 2−(b1+M−a1−j) ≤ 2−M < ε, ∀0 ≤ j ≤ b1 − a1.

Repetindo este argumento para x2, . . . , xk, vemos que y satisfaz d(σj(y), σj(xi)) ≤ ε para

ai ≤ j ≤ bi, 1 ≤ i ≤ k e portanto σ satisfaz a propriedade de especificação.
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Definição 1.2.5. Dizemos que f é transitiva se para quaisquer abertos não vazios U, V ⊂
X existe um inteiro N > 0 tal que fN(U)∩V 6= ∅. E dizemos que f satisfaz a propriedade

de mistura topológica (ou que f é topologicamente misturadora) se para quaisquer abertos

não vazios U, V ⊂ X existe um inteiro N > 0 tal que para qualquer n ≥ N , fn(U)∩V 6= ∅.

Uma condição equivalente a f ser transitiva é a existência de um ponto x cuja

órbita por f , isto é, o conjunto Of (x) = {fn(x) : n ∈ N}, é densa em X. De fato temos

o seguinte resultado:

Proposição 1.2.6. Seja X espaço métrico compacto, são equivalentes

(a) f : X → X é transitiva

(b) existe x ∈ X tal que Of (x) é densa em X

(c) o conjunto H = {x ∈ X : Of (x) é densa em X} é um conjunto Gδ(interseção enu-

merável de abertos) denso em X

Demonstração. (b) ⇒ (a) : se Of (x) é densa em X, e se U, V 6= ∅ são abertos em X,

existe inteiros m,n tais que fn(x) ∈ U e fm(x) ∈ V . Assim fm−n(U) ∩ V 6= ∅.
(c)⇒ (b) é trivial.

(a)⇒ (c) : Sejam {Bj}j∈N uma base enumerável de conjuntos abertos para X, e

E = X\H. Se x ∈ E, existe um Bj tal que fn(x) não pertence a Bj para todo n ≥ 1.

Assim

E =
⋃
j∈N

⋂
n∈Z

f−n (X\Bj) .

Os conjuntos
⋃
n∈Z f

−n (Bj) são abertos e densos emX, seus complementos
⋂
n∈Z f

−n (X\Bj)

são fechados com interior vazio e, portanto, X\E é um conjunto Gδ denso.

Note que se f satisfaz a propriedade de especificação, então f é topologicamente

misturadora. De fato, seja f : X → X satisfazendo a propriedade de especificação. Sejam

U, V ⊂ X abertos não vazios, p ∈ U e q ∈ V . Tome ε > 0 suficientemente pequeno tal

que Bε(p) ⊂ U e Bε(q) ⊂ V . Temos que existe N = N(ε) > 0, como na propriedade de

especificação, e seja n ≥ N qualquer. Ponha x1 = p, x2 ∈ f−n({q}) (vamos supor que

f é sobrejetiva, mas não necessariamente injetiva), a1 = b1 = 0 e a2 = b2 = n. Pela

propriedade de especificação, existe y ∈ X tal que

d(f 0(y), f 0(x1)) = d(y, p) ≤ ε

e

d(fn(y), fn(x2)) = d(fn(y), q) ≤ ε,

11



ver Figura 1.2.3.

x2

q
fn

V

y

fn(y)

ε
ε

U

x1 = p

fn

Figura 1.2.3: Propriedade de especificação implica em mistura topológica.

Logo temos que fn(U) ∩ V 6= ∅ e, como n foi arbitrário, temos que f é topo-

logicamente misturadora. É fácil ver que se f é topologicamente misturadora, então é

transitiva.

Definição 1.2.7. Dizemos que f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-estável

se houver uma vizinhança compacta U de Λ e uma C1-vizinhança U(f) de f tal que Λ

é localmente maximal em U e para qualquer g ∈ U(f), g|Λg(U) satisfaz a propriedade de

especificação. O conjunto

Λg(U) =
⋂
n∈Z

gn(U).

é chamado a continuação de Λf (U). No caso Λ = M , dizemos que f satisfaz a propriedade

de especificação C1-estável.

Um conjunto localmente maximal Λ é um conjunto básico (respectivamente con-

junto elementar) se f |Λ é transitiva (respectivamente topologicamente misturadora). Cla-

ramente cada conjunto elementar é um conjunto básico.

Teorema 1.2.8 (Lema do Fecho de Anosov). Seja Λ um conjunto hiperbólico para f :

M → M e Λ ⊂ U vizinhança. Então existem uma vizinhança aberta V ⊃ Λ e C, ε0 > 0

tais que para 0 < ε < ε0 e qualquer ε-pseudo-órbita periódica (x0, . . . , xm) ⊂ V existe um

ponto y ∈ U tal que fm(y) = y e d(fk(y), xk) < Cε para k ∈ {0, . . . ,m− 1}.

Para a demonstração do Teorema 1.2.8 ver [7] Teorema 6.4.15.

Dizemos que x ∈ M é um ponto não-errante de f ∈ Dif(M) se para toda

vizinhança U de x existe n 6= 0 tal que fn(U) ∩ U 6= ∅. O conjunto dos pontos não-

errantes de f é denotado por Ω(f). O conjunto Per(f) dos pontos periódicos de f está

sempre contido em Ω(f). Dizemos que f ∈ Dif(M) satisfaz o Axioma A se Ω(f) é

hiperbólico e Per(f) = Ω(f).
12



Teorema 1.2.9 (Decomposição espectral). Sejam M uma variedade riemanniana, U ⊂
M um aberto, f : U → M um difeomorfismo e Λ ⊂ U um conjunto hiperbólico compacto

localmente maximal para f . Então existem conjuntos fechados disjuntos Ω1, . . . ,Ωm e uma

permutação σ de {1, . . . ,m} tal que Ω(f |Λ) =
⋃m
i=1 Ωi , f(Ωi) = Ωσ(i) e quando σk(i) = i

a transformação fk|Ωi é topologicamente misturadora.

Para demonstração do Teorema 1.2.9 ver [7] Teorema 18.3.1.

Considere os conjuntos Ωi dados pelo Teorema 1.2.9. Dizemos que f não tem

ciclos se para cada famı́lia Ωi1 , . . . ,Ωin tal que a variedade estável de Ωij tem interseção

não vazia com a variedade instável de Ωij+1
para todo 1 ≤ j < n, tem-se que a variedade

estável de Ωin não intersecta a variedade instável de Ωi1 . A Figura 1.2.4 mostra um

exemplo de um ciclo.

x2

x1

x3

Figura 1.2.4: Exemplo de um 3-ciclo.

O seguinte resultado é um corolário do Teorema da Decomposição Espectral.

Corolário 1.2.10. Seja Λ um conjunto hiperbólico compacto localmente maximal para f .

Se f |Λ satisfaz a propriedade de mistura topológica, então os pontos periódicos de f são

densos em Λ e a variedade instável de qualquer ponto periódico é densa em Λ.

Para prova do Corolário 1.2.10 ver [7] Corolário 18.3.2.

Um difeomorfismo f é dito ser Kupka-Smale se os pontos periódicos de f são

hiperbólicos, e se p, q ∈ Per(f), então, W s(p) é transversal à W u(q). É bem conhecido que

o conjunto de difeomorfismos Kupka-Smale é C1-residual em Dif 1(M) (ver [11] Teorema

1.1 da Seção 10.1).
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1.3 Algumas noções de Topologia Diferencial

Nesta seção apresentamos algumas de Topologia Diferencial a serem utilizadas

na demonstração da estabilidade de conjuntos hiperbólicos na Seção 2.1.

Sejam M uma variedade diferenciável e Λ ⊂M . Definimos os seguintes conjuntos:

Γ(Λ) := {X : Λ→ TΛM campos tais que X(p) = (p, vp), com vp ∈ TpX} ;

Γb(Λ) = {campos limitados em Γ(Λ)} ;

Γ0(Λ) = {campos cont́ınuos em Γ(Λ)} .

Γb(Λ) e Γ0(Λ) são espaços vetoriais completos com a norma ‖ · ‖∞. Estes espaços

de Banach modelam variedades de espaços de funções como definimos a seguir:

A(Λ) := {F : Λ→M transformação} ;

Ab(Λ) = {F : Λ→M transformação limitada} ;

A0(Λ) = {F : Λ→M transformação cont́ınua} .

Exemplo 1.3.1. Pondo M = Rn. E considerando a carta global Φ : A0(Λ)→ Γ0(Λ) tal

que Φ(F )(x) = F (x)− x (ou seja, uma função F define um campo X usando F − id).

Exemplo 1.3.2 (Caso geral). Seja (M,< ·, · >) uma variedade Riemanniana. Temos que

para todo p ∈M e todo v ∈ TpM existe uma única γv geodésica em M tal que γv(0) = p

e γ′v(0) = v.

Defina a aplicação exponencial expp : TpM → M , onde expp(v) = γv(1), que

é um difeomorfismo local em 0. Consideramos então a carta de A0(Λ) em Γ0(Λ) dada

por Φ : A0(Λ) → Γ0(Λ), com Φ(F ) : Λ → TΛM dada por Φ(F )(x) = (expx)
−1 (F (x)),

para todo F ∈ A0(Λ) e todo x ∈ Λ, que está bem definida caso F seja C0-próxima da

identidade iΛ. Logo Φ é uma carta local na vizinhança de iΛ.
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Caṕıtulo 2

Hiperbolicidade e Especificação

Neste caṕıtulo apresentamos a prova do principal resultado deste trabalho, que

diz que propriedade de especificação C1-estável é equivalente a propriedade de mistura

topológica mais hiperbolicidade. Na primeira seção apresentamos a prova de que conjuntos

hiperbolicos são estruturalmente estáveis. Na segunda seção apresentamos a prova de

que hiperbolicidade mais mistura topológica implicam em especificação. E na terceira

seção apresentamos a prova feita em [12] de que propriedade de especificação C1-estável

implica em hiperbolicidade. As principais referências para os resultados apresentados

neste caṕıtulo foram [6], [7], [9] e [12].

2.1 Estabilidade de conjuntos hiperbólicos

Nesta seção mostraremos a estabilidade estrutural de conjuntos hiperbólicos.

Lema 2.1.1 (Lema de expansividade). Seja Λ ⊂ M conjunto hiperbólico para f ∈
Dif 1(M). Então existe ε0 > 0 tal que, se x 6= y então existe n ∈ Z tal que d (fn(x), fn(y)) >

ε0. A constante ε0 é dita constante de expansividade de Λ.

Demonstração. Utilizaremos o Lema de Sombreamento (Teorema 1.2.2). Seja ε > 0

qualquer. Defina δ̃ = min{δ, ε}, em que δ é dado pelo Lema de Sombreamento, vejamos

que δ̃ é uma constante de expansividade. Por absurdo, suponha que existam x 6= y tais

que d(fn(x), fn(y)) < δ̃ para todo n ∈ Z. Portanto x sombreia a órbita de y. Como

{fn(y)}j2=∞
j1=−∞ é uma δ-pseudo órbita, pelo Lema de Sombreamento existe um único ponto

que a ε-acompanha. Mas y sombreia sua própria órbita, logo x = y.

Teorema 2.1.2 (Robustez de conjuntos hiperbólicos). Seja Λ conjunto hiperbólico para

f . Então, existem U vizinhança de Λ e U(f) ⊂ Dif 1(M) vizinhança de f , tais que se

g ∈ U(f) e Λg ⊂ U é compacto g-invariante, então Λg é conjunto hiperbólico para g.

Uma prova deste resultado pode ser vista em [7] Teorema 18.2.1.
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Teorema 2.1.3 (Estabilidade de conjuntos hiperbólicos). Sejam f ∈ Difk(M) e Λ ⊂M

um conjunto hiperbólico para f . Então, dado ε > 0 existe N ⊂ Difk(M) vizinhança de

f tal que: se g ∈ N existe hg : Λ→M homeomorfismo sobre a imagem tal que
hg ◦ f = g ◦ hg

hg é ε-C0-próxima da identidade

Λg = hg(Λ) é conjunto hiperbólico.

Λg é chamada de continuação hiperbólica de Λ.

Demonstração. Aqui iremos utilizar as definições feitas na Seção 1.3, mais precisamente

com o caso geral apresentado no Exemplo 1.3.2. Como Λ é f -invariante, temos que

F : A0(Λ) → A0(Λ), dada por F (h) = f−1 ◦ h ◦ f , com h : Λ → M , tem iΛ como ponto

fixo. F é a candidata para buscar conjugações.

Vamos mostrar que F é de classe C1 numa vizinhança de iΛ. Para isso, considera-

mos então a carta de A0(Λ) em Γ0(Λ) dada por Φ : A0(Λ)→ Γ0(Λ), com Φ(G) : Λ→ TΛM

dada por Φ(G)(x) = (expx)
−1 (G(x)), para todo G ∈ A0(Λ) e todo x ∈ Λ, que está bem

definida caso G seja C0-próxima da identidade iΛ. Desta forma temos que Φ−1 : Γ0(Λ)→
A0(Λ) dada por Φ−1(H)(x) = expx (H(x)) está bem definida numa vizinhança da identi-

dade iΛ. Seja F̃ : Γ0(Λ) → Γ0(Λ), a composta dada por F̃ (X)(x) = Φ (F (Φ−1(X))) (x)

(ver figura 2.1.1).

A0(Λ) A0(Λ)

iΛ iΛ

∼
F = Φ ◦ F ◦ Φ−1

∼
F

0 0

Γ0(Λ) Γ0(Λ)

F

Φ Φ

∼
F (X)X

Figura 2.1.1: Função F̃

Assim temos que

F̃ (X)(x) = Φ (F (Φ−1(X(x))))

= Φ
[
f−1
[
Φ−1

(
X (f(x))

)]]
= (expx)

−1
[
f−1
[

expx
(
X (f(x))

)]]
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Como a transformação (expx)
−1 ◦ f−1 ◦ expx : Γ0(Λ) → Γ0(Λ) é C1, pois é

composição de transformações C1, temos que F̃ é C1, logo F é C1.

Ademais, temos que DF (iΛ) : Γ0(Λ)→ Γ0(Λ), com

DF (iΛ)(X)(x) = Df−1 (f(x)) ·X (f(x)) ∈ TxM.

Afirmação 2.1.4. Λ é conjunto hiperbólico se, e somente se, iΛ é ponto fixo hiperbólico

para F .

Demonstração. (da Afirmação 2.1.4) Supondo que Λ é conjunto hiperbólico, temos que

para todo x ∈ Λ existe decomposição TxM = Es
x⊕Eu

x , Df -invariante, com as propriedades

de contração e expansão da definição de hiperbolicidade. Tome Γ0(Λ) = Γs(Λ) ⊕ Γu(Λ),

onde

Γs(Λ) =
{
x ∈ Γ0(Λ) : X(x) ∈ Es

x, ∀x ∈ Λ
}

Γu(Λ) =
{
x ∈ Γ0(Λ) : X(x) ∈ Eu

x , ∀x ∈ Λ
}
.

Assim sendo, se X ∈ Γs(Λ) temos DF (iΛ) ·X ∈ Γs(Λ) e

‖DF (iΛ) ·X(x)‖ = ‖Df−1 (f(x)) ·X (f(x)) ‖ ≥ λ−1‖X (f(x)) ‖.

Analogamente, se X ∈ Γu(Λ) então DF (iΛ) ·X ∈ Γu(Λ) e

‖DF (iΛ) ·X(x)‖ = ‖Df−1 (f(x)) ·X (f(x)) ‖ ≤ λ‖X (f(x)) ‖.

Portanto, Γs(Λ) é direção expansora para DF (iΛ) e Γu(Λ) é direção contratora

para DF (iΛ). Dáı iΛ é ponto fixo hiperbólico para F .

Suponhamos agora que iΛ é ponto fixo hiperbólico para F . Definamos

Es
x = {X(x) : X ∈ Γu(Λ)}

Eu
x = {X(x) : X ∈ Γs(Λ)} .

Seguindo a prova da parte anterior “de baixo para cima” conclúımos a prova da

afirmação.

Continuamos agora a prova do Teorema. Pelo Teorema 1.1.5 aplicado a F :

A0(Λ) → A0(Λ) no ponto fixo hiperbólico iΛ, sabemos que existe Û vizinhança C1 de f

tal que, se G ∈ Û , existe g ∈ A0(Λ) (único) ponto fixo hiperbólico para G C0-próxima de

iΛ. Tome agora Fg : A0(Λ)→ A0(Λ) tal que Fg(h)(x) = g−1
(
h
(
f(x)

))
.

Se g é Ck-próxima de f então Fg é Ck-próxima de F e podemos aplicar o anterior.

Assim sendo, existe U = viz(f) ⊂ Difk(M) tal que, para todo g ∈ U existe único hg C
0-

próxima de iΛ ponto fixo hiperbólico para Fg. Deste modo temos, hg ◦f |Λ = g ◦hg e como
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Λ é compacto f -invariante, temos que hg(Λ) um compacto g-invariante, C0-próximo a Λ.

Assim pelo Teorema 2.1.2 temos que Λg = hg(Λ) é conjunto hiperbólico.

Falta provar que hg : Λ→ hg(Λ) é homeomorfismo. De fato, como Λ é compacto

e M é Hausdorff basta provar que hg é bijeção. Como hg : Λ → hg(Λ) é claramente

sobrejetiva, vejamos que é injetiva:

hg = g−1 ◦ hg ◦ f = g−n ◦ hg ◦ fn,

para todo n ∈ Z. Portanto

hg(x) = hg(y)⇔ hg (fn(x)) = hg (fn(y)) ,

para todo n ∈ Z. Tome ε = ε0
3

, onde ε0 é a constante de expansividade de f . Então, se

hg é ε-C0-próxima da identidade temos que

d (fn(x), fn(y)) ≤ d (fn(x), hg (fn(x))) + d (hg (fn(x)) , hg (fn(y))) +

+d (hg (fn(y)) , fn(y)) < ε0,

para todo n ∈ Z. Mas isto implica que x = y. Logo hg é homeomorfismo, o que completa

a prova do Teorema.

2.2 Hiperbolicidade e Especificação

Mostramos primeiro que num conjunto hiperbólico topologicamente misturadora

todas as variedades instáveis são uniformemente densas.

Proposição 2.2.1. Se Λ é um conjunto hiperbólico compacto localmente maximal para f

e f |Λ : Λ → Λ é topologicamente misturadora, então dado α > 0 existe N = N(α) ∈ N
tal que para x, y ∈ Λ e n ≥ N temos fn (W u

α (x)) ∩W s
α(y) 6= ∅.

Demonstração. Relembramos que um conjunto Y num espaço métrico X é dito ε-denso se

X é uma ε-vizinhança de Y , ou seja, se para todo y ∈ Y existir x ∈ X tal que d(x, y) < ε.

Pela Proposição 1.1.9, temos uma estrutura de produto local, isto é, existe δ∗ > 0 tal

que W s
δ (x) ∩W u

δ (y) consiste no máximo de um ponto quando 0 < δ < δ∗, e uma função

ε(δ) tal que d(x, y) < ε(δ) ⇒ W s
δ (x) ∩ W u

δ (y) 6= ∅. Seja δ := min {δ∗, α/2, ε(α/2)/4}.
Para escolhermos N tomemos um conjunto ε(α/2)/2-denso {pk|k = 1, . . . , r} de pontos

periódicos (com peŕıodo tk). Pelo corolário 1.2.10, a variedade instável de cada ponto

periódico em Λ é densa em Λ e portanto para todo k existe mk tal que fmtk (W u
δ (pk))

é ε(δ)-denso para todo m ≥ mk. Seja N =
∏r

k=1mktk e notemos que fN (W u
δ (pk)) é

ε(δ)-denso para todo o k ∈ {1, . . . , r}.
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Mostramos agora que N é como pretendido: para x, y ∈ Λ tomemos j tal que

d(x, pj) < ε(α/2)/2, z ∈ fN (W u
δ (pj)) tal que d(y, z) ≤ ε(δ) e w ∈ W u

δ (z) ∩ W s
δ (y)

(ver figura 2.2.1). Então f−N(w) ∈ W u
δ

(
f−N(z)

)
⊂ W u

2δ(pj) ⊂ W u
ε(α/2)/2(pj) e logo

d
(
f−N(w), x

)
≤ ε(α/2), pela desigualdade triangular. Assim existe v ∈ W s

α/2

(
f−N(w)

)
∩

W u
α/2(x) e

fN(v) ∈ fN
(
W u
α/2(x)

)
∩W s

α/2(w) ⊂ fN (W u
α (x)) ∩W s

α(y) 6= ∅,

pois δ < α/2 (veja Figura 2.2.1).

f−N(w)

v x

pj

fN(v)

wz

y

Figura 2.2.1: Densidade das variedades instáveis e estáveis.

Para x, y ∈ Λ, n ≥ N notemos que

fn (W u
α (x)) ∩W s

α(y) ⊃ fN
(
W u
α

(
fn−N(x)

))
∩W s

α(y) 6= ∅.

O que termina a demonstração da Proposição.

Teorema 2.2.2 (Teorema de Especificação). Seja Λ um conjunto hiperbólico compacto

localmente maximal para um difeomorfismo f e f |Λ é topologicamente misturadora. Então

f|Λ possui a propriedade de especificação.

Demonstração. Seja ε > 0. Pela Proposição 1.1.9 existe δ∗ > 0 tal que W s
δ (x) ∩W u

δ (y)

consiste no máximo de um ponto quando 0 < δ < δ∗, e uma função ε(δ) tal que

d(x, y) < ε(δ)⇒ W s
δ (x) ∩W u

δ (y) 6= ∅.

Para β ≤ min{ε, δ∗} e α = β/3 tomamos o N = N(α) dado pela Proposição 2.2.1. Seja

M ≥ N tal que λM < 1/2, onde λ é como na definição de hiperbolicidade (Definição

1.1.1). Considere m pontos quaisquer x1, x2, . . . , xm ∈ Λ e quaisquer inteiros

a1 ≤ b1 < a2 ≤ b2 < · · · < am ≤ bm

tais que ai−bi−1 ≥M para 2 ≤ i ≤ m. Seja y1 = x1 e definimos y2, y3, . . . , ym do seguinte

modo: dado yk, pela Proposição 2.2.1 existe yk+1 tal que

fak+1(yk+1) ∈ fak+1−bk
(
W u
α

(
f bk(yk)

))
∩W s

α (fak+1(xk+1)) ,
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pois ak+1 − bk ≥ N por hipótese (ver figura 2.2.2).

y1
f b1(y1)

fa1(x1)
y2

fa2(y2)

fa2(x2)

f b2(y2)

fa2−b1

Figura 2.2.2: Construção dos pontos y1, y2, . . . , ym.

Para mostrar que a órbita de y := ym é como desejamos notamos que

d (fn(yk), f
n(xk)) = d

(
fn(yk), f

n−ak (fak(xk))
)
≤ α = β/3,

uma vez que por construção fak(yk) ∈ W s
α (fak(xk)). Ficará então demonstrado o preten-

dido usando a desigualdade triangular assim que mostrarmos a seguinte:

Afirmação 2.2.3. d (fn(y), fn(yk)) ≤ 2β/3 para ak ≤ n ≤ bk, k = 1, . . . ,m.

Demonstração. (da Afirmação 2.2.3) Mostraremos que f bk(y) ∈ W u
2β/3

(
f bk(yk)

)
. Como∑

λMj <
∑

(1/2)j < 2

e α = β/3, isto segue se tivermos

f bk(yk+r) ∈ W u
α+αλM+···+αλM(r−1)

(
f bk(yk)

)
.

Para r = 1 isto é válido por construção. Como f bk+r(yk+r+1) ∈ W u
α

(
f bk+r(yk+r)

)
e

bk+r − bk ≥ rM , temos f bk(yk+r+1) ∈ W u
αλMr

(
f bk(yk+r)

)
e logo obtemos a afirmação por

indução.

Continuando a prova do Teorema 2.2.2, para mostrarmos que a órbita que som-

breia pode ser tomada periódica assumimos que β ≤ min{ε/2C, ε, 2δ∗}/2, onde C é como

Lema do Fecho de Anosov (Teorema 1.2.8) e tomamos M correspondente como anterior-

mente. Seja q ≥M + bm − a1 o peŕıodo desejado, vamos considerar mais um seguimento
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de órbita para sombrearmos juntamente com os m segmentos iniciais. Tome xm+1 = x1,

am+1 = a1 + q e bm+1 ≥ a Obtemos assim um ponto y′ := fa1(y) ∈ Λ tal que

d (y′, f q(y′)) ≤ d (y′, fa1(x1)) + d (f q(y′), fa1(x1)) ≤ ε

2C

e portanto, pelo Lema do Fecho de Anosov, um ponto z ∈ Λ com peŕıodo q tal que

d (fn+a1(z), fn(y′)) < ε/2 para todo 0 ≤ n ≤ q. O teorema segue da desigualdade

triangular.

2.3 Robustez da propriedade de especificação

Nesta seção apresentamos o principal resultado demonstrado em [12].

Teorema A. Seja Λ um conjunto f -invariante fechado. Então f |Λf (U) satisfaz a proprie-

dade de especificação C1-estável se e somente se Λ é um conjunto elementar hiperbólico.

Definição 2.3.1. Sejam M uma variedade C∞ fechada e f ∈ Dif 1(M). Seja Λ um

conjunto f -invariante fechado. Um conjunto Λf (U) é robustamente transitivo se Λ é

localmente maximal em U e existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer

g ∈ U(f), g|Λg(U) é transitiva.

Lembre-se que cada sistema dinâmico satisfazendo a propriedade de especificação

é transitivo. Observe neste ponto que não há poços e fontes para um homeomorfismo

transitivo.

O seguinte resultado devido a Mañé [9] é utilizado na demonstração do Teorema

A:

Teorema 2.3.2. Seja Λf (U) robustamente transitivo. Então as seguintes condições são

equivalentes:

(1) existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer g ∈ U(f), qualquer ponto

periódico de Λg(U) é hiperbólico e tem o mesmo ı́ndice;

(2) existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer g ∈ U(f), Λg(U) é hi-

perbólico.

Vamos explicar o resultado com mais precisão. Denote por Λi(f) o fecho do

conjunto de pontos periódicos hiperbólicos de f com ı́ndice i. Na verdade, é provado

em [9, Teorema B] que se houver uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer

g ∈ U(f), todos os pontos periódicos de g são hiperbólicos e Λi(f) ∩ Λj(f) = ∅ para
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0 ≤ i 6= j ≤ dim M , então, f satisfaz tanto o Axioma A e a condição de não possuir

ciclos. Como a prova é desenvolvida em uma vizinhança de
⋃dimM
i=0 Λi(f), podemos ver

que o resultado vale também para o nosso sistema dinâmico semi-local f |Λf (U). Assim,

a afirmação (1) implica a afirmação (2) uma vez que g|Λg(U) é transitiva para todos g

C1-próxima de f .

Observe que a prova de que se Λ é um conjunto elementar hiperbólico então f |Λf (U)

satisfaz a propriedade de especificação C1-estável do Teorema A prontamente decorre da

estabilidade local de um conjunto hiperbólico. Assim, para provar o Teorema 2.3, pelo

Teorema 2.3.2, é suficiente mostrar a seguinte proposição, cuja demonstração será feita

na próxima seção.

Proposição 2.3.3. Se f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-estável, então

existe uma C1-vizinhança U(f) de f tal que para qualquer g ∈ U(f), qualquer ponto

periódico de g|Λg(U) é hiperbólico e tem o mesmo ı́ndice.

2.3.1 Especificação robusta e ı́ndices de pontos periódicos

Provemos a Proposição 2.3.3, preparamos alguns lemas que precisamos. Nesta

seção, sejam f ∈ Dif 1(M) e Λ um conjunto f -invariante fechado.

Lema 2.3.4. Sejam p, q ∈ Λ ∩ Per(f) selas hiperbólicas. Se f |Λ satisfaz a propriedade

de especificação, então, W u(Of (p)) ∩W s(Of (q)) 6= ∅.

Demonstração. Sejam p, q ∈ Λ ∩ Per(f) selas hiperbólicas, e sejam ε(p) e ε(q) > 0 como

no Teorema da Variedade Estável para p e q, respectivamente. Fixe ε = min {ε(p), ε(q)},
e seja N = N(ε) > 0 como na definição da propriedade de especificação aplicada a f |Λ.

Para qualquer n ≥ N definimos x1 = f−n(p), x2 = f−N−n(q), e colocamos a1 = 0, b1 = n,

a2 = N + n e b2 = N + 2n. Claramente, a2 − b1 = N . Como f |Λ satisfaz a propriedade

de especificação, para qualquer n ≥ N existe zn ∈ Λ tal que

(i) d(f j(zn), f j(f−n(p))) ≤ ε para 0 ≤ j ≤ n,

(ii) d(f j(zn), f j(f−N−n(q))) ≤ ε para n ≤ j ≤ N + 2n.

Em outras palavras, temos que zn sombreia f−n(p) por n iterados e depois de N iterados

sombreia f−N−n(q) também por n iterados.

O item (i) implica que

d(f−i(fn(zn)), f j(f−i(p))) ≤ ε para 0 ≤ i ≤ n

e (ii) implica que

d(f i(fN(fn(zn))), f i(q)) ≤ ε para 0 ≤ i ≤ n.
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Ponha wn = fn(zn) e seja w = lim
n→∞

wn, tomando uma subsequência se necessário

(ver figura 2.3.1).

ε ε fn(q)

fN+2n(zn)

p
ε

fn(zn) = wnzn

ε
x1

x2
fN+n

fn

fn

fN+n(zn)

q

Figura 2.3.1: Construção da sequência wn.

Então, uma vez que

d(f−i(wn), f−i(p)) ≤ ε ≤ ε(p) e d(f i(fN(wn)), f i(q)) ≤ ε ≤ ε(q)

para 0 ≤ i ≤ n, como n foi tomado arbitrariamente, temos que w ∈ W u
ε(p)(p) ⊂ W u(p) e

fN(w) ∈ W s
ε(q)(q), isto é, w ∈ W s(f−N(q)) (veja figura 2.3.2).

p

w f−N(q)

f−N

q

Figura 2.3.2: Interseção das variedades instável e estável de órbitas de selas hiperbólicas.

Dáı

w ∈ W u(p) ∩W s(f−N(q)) ⊂ W u(Of (p)) ∩W s(Of (q)).

O próximo Lema foi demonstrado em [12].
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Lema 2.3.5. Seja f |Λf (U) satisfazendo o propriedade de especificação C1-estável, e seja

U(f) uma C1-vizinhança de f tal que para qualquer g ∈ U(f), g|Λg(U) satisfaz a propri-

edade de especificação. Então, para quaisquer selas hiperbólicas p, q ∈ Λg(U) ∩ Per(g),

com g ∈ U(f), vale ind(p) = ind(q).

Demonstração. Seja f |Λf (U) satisfazendo a propriedade de especificação C1-estável, e seja

U(f) uma C1-vizinhança de f tal que para qualquer g ∈ U(f), g|Λg(U) satisfaz a pro-

priedade de especificação. Fixe g ∈ U(f) qualquer, e sejam p, q ∈ Λg(U) ∩ Per(g) selas

hiperbólicas. Pelo Teorema 1.1.5 existe uma C1-vizinhança V(g) ⊂ U(f) de g tal que,

para qualquer ϕ ∈ V(g), existem as continuações pϕ e qϕ (de p e q) em Λϕ(U), respec-

tivamente. Note que como Λf (U) = Λ ⊂ intU , podemos supor que Λg(U) ⊂ intU para

qualquer g ∈ U(f), reduzindo U(f) se necessário.

A prova do lema é feita por contradição. Suponhamos que ind(p) < ind(q),

e, portanto, dimW s(p, g) + dimW u(q, g) < dimM (o outro caso é semelhante). Aqui

W s(p, g) e W u(q, g) são as variedades estável e instável de p e q com respeito a g. Tome

um difeomorfismo Kupka-Smale ϕ ∈ V(g), tal difeomorfismo existe, pois, como foi dito

na Seção 1.2, tais difeomorfismos formam um conjunto residual em Dif 1(M). Sejam pϕ

e qϕ as continuações de p e q em Λϕ(U). Então, W s(pϕ, ϕ) e W u(qϕ, ϕ) são transversais,

logo

W s(pϕ, ϕ) ∩W u(qϕ, ϕ) = ∅

visto que dimW s(p, g) = dimW s(pϕ, ϕ) e dimW u(q, g) = dimW u(qϕ, ϕ), pois ϕ é uma

pequena perturbação de g. Por outro lado, uma vez que ϕ ∈ U(f), ϕ|Λϕ(U) satisfaz a

propriedade de especificação de maneira que W s(pϕ, ϕ)∩W u(qϕ, ϕ) 6= ∅ pelo Lema 2.3.5.

Esta é uma contradição.

A existência de pontos periódicos não hiperbólicos de f facilmente nos dá dois

pontos periódicos hiperbólicos com ı́ndices diferentes para alguma g C1−próxima de f

(ver Lema 2.3.7 abaixo). Para mostrar este fato usamos o seguinte resultado perturbativo

na topologia C1 conhecido como Lema de Franks.

Lema 2.3.6 (Franks, [6]). Sejam M variedade compacta e f : M →M um difeomorfismo.

Seja θ um conjunto finito de pontos em M , seja Q = ⊕
x∈θ
TxM e seja Q′ = ⊕

x∈θ
Tf(x)M . Se

ε > 0 é suficientemente pequeno e G : Q→ Q′ é um isomorfismo tal que ‖G− df‖ < ε

10
então existe um difeomorfismo g : M → M , ε-próximo de f na topologia C1, tal que

dgx = G|TxM para qualquer x ∈ θ. Ademais se R é um conjunto compacto de M disjunto

de θ, podemos exigir que f(x) = g(x) para x ∈ R.

Demonstração. Vamos assumir por simplicidade que a métrica Riemanniana em M vem

de um mergulho M → Rm e da métrica usual no Rm. Seja exp a restrição a Q ∪ Q′
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da transformação exponencial de TM para M determinada pela métrica (exp sempre

representa expx para algum x ∈ θ ∪ f(θ), esta notação facilitará a notação da derivada

da transformação expx). Seja R é um conjunto compacto de M disjunto de θ.

Agora escolhemos δ > 0 satisfazendo as seguintes condições:

1. Se θ ∪ f(θ) = {xi}ni=1 e B̂i = {v|v ∈ TxiM e ‖v‖ ≤ δ} então exp : B̂i → M é um

mergulho, e se Bi = exp(B̂i) então Bi e Bj são disjuntos quando i 6= j. Também

fazemos δ tão pequeno que, para todo i, R é disjunto de Bi.

2. ‖ exp(v) − v‖ < ε

10
se v ∈ B̂i (lembrando que ‖ · ‖ é a norma em Rm na qual M é

mergulhada).

3. ‖d expv ‖ < 1 +
ε

10
se v ∈ B̂i e ‖d exp−1

x ‖ < 1 +
ε

10
se x ∈ Bi.

4. f̂ : B̂i → Q′ definida por f̂(v) = exp−1 ◦f ◦exp(v) satisfaz ‖G(u)− f̂(u)‖ < ε

10
‖u‖ e

‖G(v)−df̂u(v)‖ < ε

10
‖v‖ quando u ∈ B̂i e B̂i ⊂ Q (isto é posśıvel porque dfxi = df̂xi

e , ‖G− dfxi‖ <
ε

10
).

5. Se K = sup
x∈M
‖dfx‖ então ‖d expu−d expv ‖ <

ε

10K
se u, v ∈ B̂i.

Escolhamos uma função σ C∞ de valores reais tal que 0 ≤ σ(x) ≤ 1, σ(x) = 0 se

|x| ≥ δ, σ(x) = 1 se |x| ≤ δ

4
, e 0 ≤ σ′(x) <

2

δ
para todo x. A Figura 2.3.3 nos dá uma

ideia de como pode ser a função σ.

−δ
4

−δ δδ

4

1

σ(x)

x

Figura 2.3.3: A função σ é dita ser do tipo função de relevo.

Seja ρ : TM → R definida por ρ(v) = σ(‖v‖). Definamos a função ĝ :
⋃
xi∈θ

B̂i →

TM por

ĝ(v) = ρ(v)G(v) + (1− ρ(v)) f̂(v) (2.3.1)

e definimos a função g : M →M por

g(x) = exp ◦ĝ ◦ exp−1(x) (2.3.2)
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se x ∈
⋃
xi∈θ

Bi e g(x) = f(x) caso contrário. Vamos mostrar que g é ε-próxima de f na

topologia C1.

Se x /∈
⋃
xi∈θ

Bi, f(x) = g(x) e se x ∈
⋃
xi∈θ

Bi, pela condição (2)

‖f(x)− g(x)‖ = ‖ exp ◦f̂ ◦ exp−1(x)− exp ◦ĝ ◦ exp−1(x)‖
= ‖ exp ◦f̂ ◦ exp−1(x)− f̂ ◦ exp−1(x) + f̂ ◦ exp−1(x)

− exp ◦ĝ ◦ exp−1(x) + ĝ ◦ exp−1(x)− ĝ ◦ exp−1(x)‖
= ‖ exp ◦f̂ ◦ exp−1(x)− f̂ ◦ exp−1(x)‖︸ ︷︷ ︸

<ε/10

+‖ exp ◦ĝ ◦ exp−1(x) + ĝ ◦ exp−1(x)‖︸ ︷︷ ︸
<ε/10

+‖f̂ ◦ exp−1(x)− ĝ ◦ exp−1(x)‖
≤ ε

5
+ ‖f̂ ◦ exp−1(x)− ĝ ◦ exp−1(x)‖.

Assim, se v = exp−1(x),

‖f(x)− g(x)‖ =
ε

5
+ ‖f̂(v)− ĝ(v)‖

=
ε

5
+ ‖f̂(v)− ρ(v)G(v)− (1− ρ(v)) f̂‖

=
ε

5
+ ρ(v)‖f̂(v)−G(v)‖

≤ ε

5
+

ε

10
‖v‖ρ(v) < ε (por (4)).

Vamos agora checar a diferença das derivadas. Se v ∈
⋃
x∈θ
B̂i,

dĝv(u) = ρ(v)G(u) + dρv(u)G(v) + (1− ρ(v)) df̂v(u)− dρv(u)f̂(v).

Então

‖df̂v(u)− dĝv(u)‖ = ‖ρ(v)
(
df̂v(u)−G(u)

)
+ dρv(u)

(
f̂(v)−G(v)

)
‖

≤ ρ(v)‖df̂v(u)−G(u)‖+ ‖dρv(u)
(
f̂(v)−G(v)

)
‖.

Se ‖v‖ > δ, ρ(v) = 0; se ‖v‖ ≤ δ, por (4) temos

‖df̂v(u)−G(u)‖ < ε

10
‖u‖.

Se ‖v‖ ≥ δ, dρv(u) = 0; se ‖v‖ < δ, ‖dρv‖ <
2

δ
e

‖df̂v(u)−G(u)‖ < ε

10
‖u‖ < εδ

10
.

Assim ∥∥∥dρv(u)
(
f̂(v)−G(v)

)∥∥∥ < 2

δ

εδ

10
‖u‖ =

ε

5
‖u‖.
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Portanto

‖df̂v(u)− dĝv(u)‖ ≤ ε

10
‖u‖+

ε

5
‖u‖ =

3ε

10
‖u‖.

Sejam y = exp−1(x), z = f̂(y) e w = ĝ(y). Agora por (3) e (5)

‖dfx(v)− dgx(v)‖ = ‖d expz ◦df̂y ◦ exp−1
x (v)− d expw ◦dĝy ◦ exp−1

x (v)‖
≤ ‖d expz ◦df̂y ◦ exp−1

x (v)− d expw ◦df̂y ◦ exp−1
x (v)‖

+‖d expw ◦df̂y ◦ exp−1
x (v)− d expw ◦dĝy ◦ exp−1

x (v)‖

≤ ε

10K
K‖d exp−1

x (v)‖+
(

1 +
ε

10

) 3ε

10
‖d exp−1

x (v)‖.

Assim

‖dfx(v)− dgx(v)‖ ≤
[
ε

10
+
(

1 +
ε

10

) 3ε

10

](
1 +

ε

10

)
‖v‖ < ε‖v‖.

Deste modo encontramos uma função g C1-próxima de f tal que dgx = G|TxM para

qualquer x ∈ θ e g(x) = f(x) para todo x fora de um compacto R disjunto de θ. O que

encerra a demonstração do Lema.

Note que na demonstração Lema 2.3.6 foi importante que a cota
2

δ
para a σ′ fosse

pequena. Um enunciado para o Lema 2.3.6 envolvendo topologia C2 envolveria a segunda

derivada de σ que teria uma cota ruim, já que δ é pequeno.

O próximo Lema foi demonstrado em [12].

Lema 2.3.7. Seja Λ localmente maximal em U . Seja U(f) vizinhança de f dada e tome

g ∈ U(f). Se p ∈ Λg(U) ∩ Per(g) não é hiperbólico, então existe ϕ ∈ U(f) possuindo

pontos periódicos hiperbólicos q1 e q2 em Λϕ(U) com diferentes ı́ndices.

Demonstração. Seja Λ localmente maximal em U , e seja U(f) uma C1-vizinhança de f

dada e tome g ∈ U(f) (observe que U(f) também é uma C1-vizinhança de g). Suponha

que p ∈ Λg(U) ∩ Per(g) não é hiperbólico. Mostramos que existe ϕ ∈ U(f) possuindo

uma curva C1 ϕk-invariante em U (para algum k > 0), cujos pontos extremos são ambos

hiperbólicos com ı́ndices diferentes.

Afirmação 2.3.8. Com uma pequena modificação do mapa g com respeito à topologia

C1, podemos assumir que Sp(Dpg
π(p)) ∩ S1 =

{
λ, λ
}

, onde Sp(Dpg
π(p)) é o conjunto dos

autovalores de Dpg
π(p) e S1 é a esfera unitária em C (e, portanto, os outros autovalores

de Dpg
π(p) são com módulo inferior a 1 ou superior a 1).

Demonstração. (da Afirmação 2.3.8) De fato, como p é periódico de peŕıodo π(p), existe

uma decomposição em autoespaços TpM = ⊕
γ∈Sp(Dpgπ(p))

E(γ). Escreva

Sp(Dpg
π(p)) ∩ S1 = {λ1, . . . , λk} .
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Sabemos que para um operador linear qualquer A, se γ ∈ Sp(A) então γ ∈ Sp(A), então

podemos assumir sem perda de generalidade que λ2 = λ1. Sejam d, ε > 0 de modo que

0 < |1− ε|‖Dgπ(p)−1(p)g‖ < d. Defina o operador L : TpM → TpM comoL|⊕γE(γ) = Dgπ(p)−1(p)g com γ ∈ Sp(Dpg
π(p))\{λ3, . . . , λk}

L|⊕γ̂E(γ̂) = ε ·Dgπ(p)−1(p)g com γ̂ ∈ {λ3, . . . , λk}.

É fácil ver que ‖L − Dgπ(p)−1(p)g‖ = |1 − ε| · ‖Dgπ(p)−1(p)g‖ < d. Assim, se d é pequeno,

podemos aplicar o Lema 2.3.6 a g no ponto gπ(p)−1(p) e encontramos uma função g̃ próxima

de g tal que g̃ = g fora de uma vizinhança U de gπ(p)−1(p) e Dgπ(p)−1(p)g̃ = L. Note que

podemos tomar U de forma que gi(p) /∈ U para i 6= π(p) − 1. Além disso temos que

g̃π(p)−1(p) = gπ(p)−1(p), logo

g̃
(
g̃π(p)−1(p)

)
= g̃

(
gπ(p)−1(p)

)
= g

(
gπ(p)−1(p)

)
= gπ(p)(p) = p.

Dado v ∈ TpM , temos que

Dpg̃
π(p) · v = Dg̃π(p)−1(p)g̃ ·Dg̃π(p)−2(p)g̃ · . . . ·Dg̃(p)g̃ ·Dpg̃ · v

= L ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ·Dpg · v.

Logo se v ∈ E(γ) com γ ∈ Sp(Dpg
π(p))\{λ3, . . . , λk}, temos que

Dpg̃
π(p) · v = L ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ·Dpg · v

= Dgπ(p)−1(p)g ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ◦Dpg · v
= γv.

E se v ∈ E(γ̂) com γ̂ ∈ {λ3, . . . , λk}, temos que

Dpg̃
π(p) · v = L ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ◦Dpg · v

= ε ·Dgπ(p)−1(p)g ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ·Dpg · v
= εγ̂v.

Dáı os únicos autovalores de Dpg̃
π(p) com módulo igual a 1 são λ1 e λ2 e g̃ satisfaz a

afirmação. Isto conclui a demonstração da Afirmação 2.3.8

Observe que que se existir um autovalor real λ podemos concluir que Sp(Dpg
π(p))∩

S1 = {λ}, pois neste caso, λ = λ.

Denote por Es
p o autoespaço correspondente aos autovalores com módulo inferior

a 1, por Ec
p o autoespaço correspondente a λ, e por Eu

p o autoespaço correspondente aos

valores próprios com módulo maior do que 1. Desta forma TpM = Es
p ⊕ Ec

p ⊕ Eu
p .

Dividimos a prova em dois casos: dim Ec
p = 1, isto é, o autovalor λ é real; ou

dim Ec
p = 2, isto é, o autovalor λ é complexo.
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Caso 1. dim Ec
p = 1, isto é, o autovalor λ é real com módulo igual a 1.

Neste caso, supõe-se, ainda, que λ = 1 para simplicidade (o outro caso é se-

melhante). Então, pelo Lema 2.3.6, existem ε0 > 0 e ϕ ∈ U(f) de tal modo que

ϕπ(p)(p) = gπ(p)(p) = p e

ϕ(x) = expgi+1(p) ◦Dgi(p)g ◦ exp−1
gi(p)

(x)

se x ∈ Bε0(g
i(p)) para 0 ≤ i ≤ π(p)− 2, e

ϕ(x) = expp ◦Dgπ(p)−1(p)g ◦ exp−1
gπ(p)−1(p)

(x)

se x ∈ Bε0(g
π(p)−1(p)).

Visto que o autovalor λ de Dpg
π(p)
|Ecp

é 1, existe um pequeno arco Ip ⊂ Bε0(p) ∩
expp

(
Ec
p(ε0)

)
contendo p tal que ϕπ(p)(Ip) = Ip. Aqui Ec

p(ε0) denota a ε0-bola em Ec
p com

centro na origem 0p (ver figura 2.3.4).

p

M

p

TpM

ε0

expp

M

expp(E
c
p)

Ip
expp(E

s
p)

expp(E
u
p )

Dpg
π(p)

Es
p

Eu
p

TpM
Eu
p

Es
p

Ec
p

ϕπ(p) = expp ◦Dpg
π(p) ◦ exp−1

p

expp

expp(E
c
p)

Ip

Ec
p

expp(E
s
p)

expp(E
u
p )

ε0

ε0

gπ(p)

0p 0p

ε0

Figura 2.3.4: O intervalo Ip é deixado invariante por ϕ.

Podemos supor que Ip ⊂ Λϕ(U), reduzindo tanto U(f) e ε0, se necessário (observe

que λ é localmente maximal). Denote por q1 e q2 os dois pontos extremos de Ip. Observe

que

Dqiϕ
π(p)
|Ecp

= Dpg
π(p)
|Ecp

= 1

para i = 1, 2. Assim, pelo Lema 2.3.6, com uma C1-modificação do mapa ϕ nas

extremidades, podemos ter que ambos os pontos são hiperbólicos com diferentes ı́ndices;

isto é, ind(q1) 6= ind(q2) em relação a ϕ.
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Caso 2. dimEc
p = 2, e os autovalores correspondentes, são conjugados complexos,

λ, λ, com módulo igual a 1.

Afirmação 2.3.9. Com uma pequena modificação do mapa g, podemos supor que existe

l > 0 (o número mı́nimo) tal que Dp

(
gπ(p)

)l · v = v para qualquer v ∈ exp−1
p (Bε0(p))∩Ec

p.

Demonstração. (da Afirmação 2.3.9) De fato, seja B = {e1, e2} uma base ortonormal do

subespaço E(λ). Sabemos que existem λ̃ e l tais que, λ̃l = 1 e o ângulo α entre λ e λ̃

na base base B é suficientemente pequeno de modo que, considerando a rotação Rα de

ângulo α na direção do subespaço E(λ) (estamos assumindo que Rα(λ) = λ̃), temos que

‖Dgπ(p)−1(p)g −Rα ·Dgπ(p)−1(p)g‖ < d, onde d é como no Lema 2.3.6 aplicado a g no ponto

gπ(p)−1(p). Assim aplicando o Lema 2.3.6 encontramos uma função g̃ próxima de g tal

que g̃ = g fora de uma vizinhança U de gπ(p)−1(p) (note que podemos tomar U de forma

que gi(p) /∈ U para i 6= π(p) − 1), Dgπ(p)−1(p)g̃ = Rα · Dgπ(p)−1(p)g e g̃π(p)(p) = p. Assim

temos que, dado v tal que Dpg
π(p) · v = λv,

Dpg̃
π(p) · v = Dg̃π(p)−1(p)g̃ ·Dg̃π(p)−2(p)g̃ · . . . ·Dg̃(p)g̃ ·Dpg̃ · v

= Rα ·Dgπ(p)−1(p)g ·Dgπ(p)−2(p)g · . . . ·Dg(p)g ·Dpg · v
= Rα ·Dpg

π(p) · v
= Rα · λv
= λ̃v.

Dado l ≥ 0 temos que
(
g̃π(p)

)l
(p) = p, dáı

Dp

(
g̃π(p)

)l · v = D
(g̃π(p))

l−1
(p)
g̃π(p) · . . . ·Dg̃π(p)(p)g̃

π(p) ·Dpg̃
π(p) · v

= Dpg̃
π(p) · . . . ·Dpg̃

π(p) ·Dpg̃
π(p) · v

= λ̃lv

= v.

Assim podemos supor que existe l > 0 (o mı́nimo) tal que Dp

(
gπ(p)

)l · v = v para

qualquer v ∈ exp−1
p (Bε0(p))∩Ec

p. O que termina a demonstração da Afirmação 2.3.9.

Note que se π(p) > 1, então p é um ponto fixo para gπ(p). Portanto, na prova do

segundo caso, para evitar complexidade notacional, consideramos apenas o caso g(p) = p.

Tal como no primeiro caso, pelo Lema 2.3.6, existem ε0 > 0 e ϕ ∈ U(f) tais que ϕ(p) =

g(p) = p e

ϕ(x) = expg(p) ◦Dpg ◦ exp−1
p (x)

se x ∈ Bε0(p).

Tome v0 ∈ exp−1
p (Bε0(p)) ∩ Ec

p tal que ‖v0‖ =
ε0
4

, e escreva

Jp = expp

(
{t · v0 : 1 ≤ t ≤ 1 +

ε0
4
}
)
.

Então, Jp ⊂ Λϕ(U) é um arco de tal modo que
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• ϕi(Jp) ∩ ϕj(Jp) = ∅ se 0 ≤ i 6= j ≤ l − 1 (ver figura 2.3.5),

• ϕl(Jp) = Jp e ϕl|Jp é o mapa identidade.

p
ε0

v0

ε0
v0

Jp
gj

ε0

ε0Dpg
j

Ec
p Ec

p

ϕj(Jp)

λjv0

λjv0

ϕj = expg(p) ◦Dpg
j exp−1

p

} }

expp expp

M M p

0p0p

Figura 2.3.5: ϕi(Jp) ∩ ϕj(Jp) = ∅ se 0 ≤ i 6= j ≤ l − 1.

Tal como no primeiro caso, com uma C1-modificação do mapa nos pontos de

extremidade q1 e q2 de Jp, temos que ambos os pontos são hiperbólicos com diferentes

ı́ndices. Isto termina a demonstração do Lema 2.3.7

Fim da prova da Proposição 2.3.3.

Seja f |Λf (U) satisfazendo a propriedade de especificação C1-estável, e seja U(f)

como em tal propriedade. Pelo Lema 2.3.5, para chegar à conclusão, é suficiente mostrar

que todo p ∈ Λg(U) ∩ Per(g) (g ∈ U(f)) é hiperbólico.

Por contradição, suponha que p ∈ Λg(U) ∩ Per(g) (g ∈ U(f)) não é hiperbólico.

Então, pelo Lema 2.3.7, existe ϕ ∈ U(f) possuindo pontos periódicos, hiperbólicos q1 e

q2 em Λϕ(U) com diferentes ı́ndices, ou seja, ind(q1) 6= ind(q2). Esta é uma contradição

novamente por Lema 2.3.5 visto que f |Λf (U) satisfaz a propriedade de especificação C1-

estável.

Portanto todos os pontos periódicos são do mesmo ı́ndice. Isto finaliza a prova

da proposição.
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Caṕıtulo 3

Resultados Recentes e Perspectivas

Futuras

Neste caṕıtulo comentamos a extensão do Teorema A para o caso não invert́ıvel

e falamos sobre uma versão da propriedade de especificação sobre o ponto de vista da

Teoria da Medida. Aqui utilizamos [10] e [13] como referências.

3.1 Caso Não Invert́ıvel

Em [10] é provado que o Teorema A também é válido para transformações C1-

regulares (transformações diferenciáveis não invert́ıveis cujas derivadas são sobrejetivas).

Entretanto para transformações não invert́ıveis não podemos aplicar a mesma definição

de hiperbolicidade que usamos para difeomorfismos. A exigência de subespaços estáveis

e instáveis invariantes é muito forte. Mais precisamente, não se pode esperar que os

subespaços instáveis se sejam transformados de maneira invariante, visto que pode ha-

ver vários pontos com mesma imagem. Desta forma estudando apenas difeomorfismos

conseguimos entender bem a relação entre hiperbolicidade e propriedade de especificação.

Em [10] também é provado que existe um subconjunto residual R no espaço das

transformações C1-regulares munido da topologia C1 tal que para f ∈ R, f |Λ satisfaz a

propriedade de especificação se e somente se Λ é um conjunto elementar hiperbólico.

3.2 Especificação Não-Uniforme

Sob o ponto de vista da Teoria da Medida, temos uma outra noção de especi-

ficação. Para X espaço métrico e f : X → X, utilizaremos a seguinte notação

Bf (x, n, ε) = {y ∈ X : d(fk(x), fk(y)) < ε com 0 ≤ k ≤ n}.
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Definição 3.2.1. Dizemos que (f, µ) satisfaz a propriedade de especificação não-uniforme

se existe δ tal que para µ-quase todo ponto x e todo 0 < ε < δ existe um inteiro p(x, n, ε) ≥
1 satisfazendo

lim
ε→0

lim sup
n→∞

p(x, n, ε)

n
= 0

e assim vale o seguinte: dados pontos x1, . . . , xk em um conjunto de µ-medida total e

inteiros positivos n1, . . . , nk, se pi ≥ p(xi, n, ε) então existe z que ε-sombreia as órbitas de

cada xi durante ni iterados com um salto de tempo de p(xi, n, ε) entre fni(xi) e xi+1, isto

é

z ∈ B(x1, n1, ε) e fn1+p1+···+ni−1+pi−1(z) ∈ B(xi, ni, ε)

para todo 2 ≤ i ≤ k.

Em outras palavras, esta noção significa que quase todo pedaço finito de órbitas é

aproximado por uma órbita tal que o intervalo de tempo entre dois pedaços consecutivos

é uma proporção pequena do tamanho do pedaço de órbita sendo sombreado.

Um estudo da propriedade de especificação não-uniforme é feito em [13] para a

obtenção de limites de grandes desvios superiores e inferiores.

Dizemos que f satisfaz a propriedade de especificação C1-robusta se existe uma

vizinhança aberta U de f tal que para todo g ∈ U , toda medida de probabilidade g-

invariante satisfaz a propriedade de especificação não-uniforme.

Neste contexto, a seguinte questão continua em aberto:

Questão. Se (f, µ) satisfaz a propriedade de especificação não-uniforme para toda medida

µ f -invariante, então f satisfaz a propriedade de especificação?
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