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Resumo
Neste trabalho estudamos o teorema de Kesten sobre amenidade para caminhos

aleatórios simétricos em grupos discretos e os resultados obtidos por Stadlbauer, que
são uma extensão do Teorema de Kesten para extensão por grupo de Cadeias de Markov
topológica. Vimos que sob hipóteses bem suaves sobre a continuidade e simetria do po-
tencial associado, amenidade do grupo implica que a pressão de Gurevič da extensão e
da base são iguais, por outro lado, basta que o potencial seja Hölder contínuo e a cadeia
de Markov topológica tenha a propriedade de grandes imagens e pré-imagens para que
a pressão de Gurevič e a base se coincidam impliquem na amenidade do grupo.

Palavras-chave: Amenidade; Cadeias de Markov topológica; Extensão por
grupo; Formalismo termodinâmico; Operador de Ruelle; Pressão de Gurevič.

ii



Abstract
In this work, we study Kesten’s theorem on amenability for symmetric random

walks on discrete groups and the results obtained by Stadlbauer, which are extension
of Kesten’s result to group extension of topological Markov chains. Under very mild
assumptions about the continuity and symmetry of the potential, amenability of the
group implies that the Gurevič pressure of the extension and the base are equal. On
the other hand, if the potential is Hölder continuous, the topology of the Markov chain
has the property of big images and pre-images and the Gurevič pressure coincide, then
group is amenable.

Keywords: Amenability; Gurevič Pressure; Group extension; Thermodynamic
formalism; Topological Markov chains; Ruelle operator.
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1 Introdução
Nesse trabalho serão estudados um teorema clássico da probabilidade, que é o teo-

rema de Kesten que caracteriza grupos amenos, e os resultados obtidos por Stadlbauer
[21] que são a extensão deste teorema para extensão por grupo de cadeias de Markov
topológicas. O resultado obtido por Kesten [9] caracteriza amenidade em termos do raio
espectral de um operador de Markov associado a um caminho aleatório simétrico. Mais
precisamente, um grupo G enumerável é ameno se, e somente se, o raio espectral do
operador agindo sobre l2(G) é igual a um.

Propriedades probabilísticas de caminhos aleatórios em grupos estão profundamente
entrelaçadas com muitas características essencialmente algébricas, como exemplo, ame-
nidade, crescimento exponencial, etc. A definição de grupo ameno surgiu aproximada-
mente em 1929, com Von Neumann, seguindo a qual G um grupo enumerável é ameno
se existe uma probabilidade µ finitamente aditiva, tal que µ(G)=1 e µ(Ag) = µ(A),
para cada A⊂ G e g ∈ G. Equivalentemente, Følner mostrou (ver [5]) que, para G enu-
merável, o grupo é ameno se existe uma sequência (Kn : n ∈ N) de subconjuntos finitos
de G com ∪∞

n=1Kn = G tal que

lim
n→∞
|gKn4Kn|/|Kn|= 0 ∀g ∈ G,

onde |.| refere-se a cardinalidade do conjunto e ∆ a diferença simétrica.
Os principais resultados do artigo [21], objeto principal de estudo, foram estender

o Teorema de Kesten para extensões por grupo, substituindo afirmações sobre o raio
espectral por afirmações sobre a pressão de Gurevič.

Aqui, consideramos extensões por grupos de uma cadeia de Markov topológica para
uma dada função potencial (ver capítulo 2), isto é, para uma cadeia de Markov topológ-
ica (ΣA,θ), um potencial ϕ : ΣA→ (0,∞) e uma aplicação ψ : ΣA→ H de ΣA para um
grupo discreto H. A extensão por grupo de (ΣA,θ ,ϕ) por ψ é definido por

T : ΣA×H→ ΣA×H,(x,g) 7→ (θ(x),gψ(x)),

e o potencial elevado definido por ϕ̂ : ΣA×H → R,(x,g) 7→ ϕ(x), em que é assum-
ido ao longo que ψ é constante nos estados I de ΣA. Este, em seguida dá origem a
uma noção natural de simetria através da existência de uma involução ι : I → I tal
que ψ([ιw]) = ψ([w])−1 para todo w ∈ I, onde [w] refere-se ao cilindro associado a
w∈ I. Esta involução estende-se a palavras finitas, que leva ao conceito de um potencial
simétrico fraco se existe uma sequência (Dn) com limn D1/n

n = 1 tal que

sup
x∈[w],y∈[ιw]

∏
n−1
j=0(ϕ ◦θ j(x))

∏
n−1
j=0(ϕ ◦θ j(y))

≤ Dn,
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para todo w ∈ In, com In referindo-se às palavras de comprimento n. Estes conceitos
podem ser encontrados em [1],[14],[20],[12]. A definição de pressão de Gurevič foi
definida por Sarig [18], como sendo

PG(T ) = limsup
n→∞

1
n

log ∑
x∈[w],T n(x,g)=(x,g)

ϕ(x) ·ϕ(θx) · · ·ϕ(θ n−1x).

O primeiro resultado, o Teorema 3.1, basicamente indica que, quando o potencial
é fracamente simétrico e o grupo é ameno, então PG(T ) = PG(θ). Este resultado é
uma consequência do Teorema de Kesten, uma vez que as hipóteses dão origem a uma
construção de operadores autoadjuntos Pn em l2(G), para cada n∈N, cujo raio espectral
são igual a ePG(θ), como uma consequência do Teorema de Kesten e a amenidade de G.
O segundo resultado, o Teorema 3.6, exige hipóteses mais complexas, que o potencial
seja Hölder contínuo e somável e que θ tenha a propriedade de grandes imagens e
pré-imagens, mas vale notar que a extensão não precisa ser simétrica. Daí, temos que
PG(T ) = PG(θ) implica que G é ameno. A prova é inspirada por um argumento de Day
em [4] e se baseia numa análise cuidadosa da ação do operador de Ruelle sobre um
mergulho de l2(G) em um determinado subespaço de C(ΣA×G).

O presente trabalho foi dividido em duas partes. O capítulo 2, apresentamos alguns
resultados introdutórios sobre à teoria da probabilidade, cadeias de Markov e em par-
ticular, caminhos aleatórios sobre grupos, para então enunciarmos e demonstrarmos o
teorema clássico de Kesten. No capítulo 3, baseado no artigo [21], faremos algumas
definições sobre cadeias de Markov topológicas e a extensão por grupo de cadeias de
Markov topológicas, em seguida, a apresentação dos dois resultados que são a extensão
do Teorema de Kesten. Por fim, estudamos uma outra versão do primeiro resultado do
Teorema de Stadlbauer (teorema 3.1), baseado no artigo de Jaerisch [13].

2 Teorema de Kesten sobre amenidade
Nesse capítulo serão apresentados algumas definições e resultados com respeito à

teoria da probabilidade, com o objetivo de definir um processo estocástico, para que
dessa forma possamos definir uma cadeia de Markov e daí uma classe especial, que são
os caminhos aleatórios sobre grupos. O objetivo principal deste capítulo é apresentar o
clássico teorema de Kesten que caracteriza grupos ameno e demonstrá-lo.

2.1 Introdução à teoria da probabilidade
Nesta seção serão introduzidos os conceitos matemáticos necessários para definir

um espaço de probabilidade, uma variável aleatória e então a definição de um processo
estocástico.
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Definição 2.1. Um espaço mensurável é um conjunto munido com uma σ -álgebra F .
Seja A ∈F , dizemos que F é uma σ -álgebra se satisfaz:

i) se A ∈F , então Ac ∈F

ii) se Ai ∈F , uma sequência de conjuntos enumeráveis, então ∪iAi ∈F .

Definição 2.2. Chamamos de medida finitamente aditiva qualquer função µ : S→ R
(ou na reta estendida R∪{+∞}) de uma σ -álgebra S tal que µ(�) = 0 e sempre que
tenhamos S j ∈ S,1≤ j ≤ n disjuntos tais que ∑

n
j=1 S j também pertença a S, então vale

µ

( n

∑
j=1

S j

)
=

n

∑
j=1

µ(S j).

µ é dita medida sigma-aditiva se n acima puder ser ∞. Se temos µ : S→ [0,+∞], µ é
dita medida positiva.
Definição 2.3. Um espaço de probabilidade é uma tripla (Ω,F ,P), onde Ω é o espaço
qualquer, F é uma sigma-álgebra, e P é uma função que atribui probabilidades aos
elementos de F , isto é, P é uma medida positiva com P(Ω) = 1.

Dizemos que dois eventos A e B são independentes quando P(A∩B) = P(A) ·P(B),
ou seja, dois eventos são independentes entre si quando a probabilidade de que os dois
aconteçam simultaneamente é igual ao produto das probabilidades de que cada um deles
aconteça.
Definição 2.4. Dados dois eventos A e B, com P(B) > 0, definimos a probabilidade
condicional de A dado B por

P(A|B) = P(A∩B)
P(B)

.

Note que se os eventos A e B são independentes, então P(A|B) = P(A)·P(B)
P(B) = P(A). Ou

seja, a ocorrência de B não altera a chance de ocorrência de A.
Uma variável aleatória é uma função mensurável X : Ω→ R.

Definição 2.5. Um processo estocástico (Xn)n∈N é uma coleção de variáveis aleatórias
tal que w 7→ (Xn(w) : n ∈ N) é mensurável em relação a σ -álgebra B(RN).

Xn representa o estado do processo no tempo n. Como N é um conjunto enumerável,
então (Xn)n∈N é dito um processo estocástico discreto no tempo.

No presente trabalho, veremos somente um processo estocástico em tempo discreto.
O espaço de estados de um processo estocástico é definido como o conjunto de todos
os valores possíveis que a variável aleatória Xn pode assumir. O espaço de estados será
representado por E.

Portanto, um processo estocástico é uma família de variáveis aleatórias que descreve
a evolução de algum processo através do tempo.



4

Definição 2.6. Seja (Xn)n∈N um processo estocástico. Uma distribuição marginal de
X1, · · · ,Xn se define como P(X1 ∈ A1, . . . ,Xn ∈ An) = P(∩n

i=1X−1
i (Ai)).

Vamos definir uma medida µ por µ(B) := P(X1 ∈ A1, . . . ,Xn−1 ∈ An−1,Xn ∈ B) com
B ∈F . Uma pergunta natural a se fazer é se esta medida µ existe, e a resposta é sim
se Xn é um processo estocástico, pois µ(B) = P(∩n−1

i=1 X−1
i (Ai)∩ X−1

n B). Temos um
teorema o qual afirma o inverso, ou seja, se a medida µ existe, então existe o processo
estocástico.

Teorema 2.1 (Extensão de Tulcea). Seja X espaço discreto e P(X) as partes de X.
Considere uma sequência arbitrária de espaços mensuráveis, o espaço Ω = ∏

∞
n=0 Xn

e F = ⊗∞
n=0Pn(X), n ∈ N, o correspondente espaço produto e o produto direto de

σ -álgebras. Seja µ(B) = P(∩n−1
i=1 X−1

i (Ai)∩X−1
n B) uma medida de probabilidade em

Pn(X), então temos que existe e é único o processo estocástico.

A demonstração pode ser encontrada em [2]. Este teorema é um caso especial onde
o tempo é discreto, podemos ter um teorema ao qual generaliza este, que é o teorema da
extensão de Kolmogorov, no qual pode ser encontrado na mesma referência [2].

2.2 Cadeias de Markov
Uma cadeia de Markov (ou processo de Markov) é um caso particular de processo

estocástico com estados discretos e apresenta a propriedade Markoviana (ver equação
1), que é chamada assim em homenagem ao matemático Andrei Andreyevich Markov.
Esta propriedade também é chamada de memória markoviana, pois os estados anteriores
são irrelevantes para a predição dos estados seguintes, desde que o estado atual seja
conhecido. Assim, vejamos a definição formal:
Definição 2.7. Uma cadeia de Markov é um processo estocástico (Xn)n∈N com o tempo
discreto, N = {0,1,2, . . .}, no qual o espaço de estados E é finito ou enumerável e que
possui a propriedade de Markov (ou propriedade markoviana),

P(Xn+1 = j|X0 = i0, . . . ,Xn = in) = P(Xn+1 = j|Xn = in), (1)

para todos os estados i0, . . . , in, j e todo instante n. Se Xn = i dizemos que o processo no
instante n está no estado i.

Aqui, com o Teorema de extensão de Tulcea, podemos garantir que tal processo
estocástico existe e é unicamente determinado.

Uma interpretação para a equação (1) é dizer que o estado futuro do processo,
Xn+1 = j não depende do passado, X0 = i0, . . . ,Xn−1 = in−1, e somente depende do
presente, Xn = in. A probabilidade condicional (1) é chamada de probabilidade de tran-
sição. Vamos restringir o nosso estudo às cadeias de Markov homogêneas, isto é, aque-
las cadeias nas quais a equação (1) não depende do tempo n, ou seja,

P(Xn+1 = j|Xn = i) = P(X1 = j|X0 = i) = Pi, j, com i, j ∈ E.
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Logo Pi, j é a probabilidade de passar em qualquer instante, do estado i ao estado j.
Uma maneira simples de visualizar um tipo específico de cadeia de Markov é através de
um automato finito. Se estamos no estado i no tempo n, então a probabilidade de que
nos movamos para o estado j no tempo n+1 não depende de n, e somente depende do
estado atual i em que estamos. Assim, em qualquer tempo n, uma cadeia de Markov
finita pode ser caracterizada por uma matriz de probabilidades cujo elemento (i, j) é
dado por P(Xn+1 = j|Xn = i) e é independente do tempo n.

Estas probabilidades de transição Pi, j são normalmente agrupadas numa matriz P,
que denominamos matriz de transição. Se E é finito, por exemplo, E = {0,1, . . . ,N},
então:

P =


P0,0 P0,1 . . . P0,N
P1,0 P1,1 . . . P1,N

...
... . . . ...

PN,0 . . . . . . PN,N


Se E é infinito, por exemplo, E = {0,1,2, . . .}, então a matriz P será infinita:

P =

P0,0 P0,1 . . .
P1,0 P1,1 . . .

...
... . . .


Dizemos que uma matriz P = (Pi, j)i, j∈E é uma matriz estocástica se Pi, j ≥ 0, para

todos i, j ∈ E e para todo i ∈ E, ∑ j∈E Pi, j = 1. Ou seja, todas as entradas de uma matriz
estocástica são não negativas e qualquer linha tem a soma um. Note que toda matriz
de transição é uma matriz estocástica. De fato, a primeira condição corresponde que as
entradas são valores de probabilidade e a segunda condição, que se o processo está no
estado i no instante n então no próximo instante ele terá que estar em algum dos estados
j ∈ E. Observe que uma matriz estocástica determina uma cadeia de Markov {Xn}n≥0.
De fato, o primeiro estado pode ser sorteado de uma distribuição discreta qualquer em E
e estando no estado i, para determinar o estado da cadeia no próximo instante, sorteamos
um dos valores j ∈ E de acordo com a distribuição dada por Pi, j, j ∈ E.

De forma geral, vale a probabilidade de transição em m passos de uma cadeia de
Markov X ,

P(m)
i, j = P(Xm+n = j|Xn = i)

é a entrada (i, j) da m-ésima potência da matriz de transição P, isto é, Pm = P ·P · · ·P
onde há m termos no produto. Note que por construção a expressão anterior independe
de n. Isto decorre do seguinte resultado.

Teorema 2.2 (Equações de Chapman-Kolmogorov). P(m+n)
i, j = ∑k∈E P(m)

i,k P(n)
k, j
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Demonstração. Temos que

P(Xn+m = j|X0 = i) = ∑
k∈E

P(Xn+m = j,Xm = k|X0 = i) (2)

Usando a definição de probabilidade condicional, cada um dos somados pode ser escrito
da forma,

P(Xn+m = j,Xm = k|X0 = i) =
P(Xn+m = j,Xm = k,X0 = i)

P(X0 = i)

=
P(Xn+m = j,Xm = k,X0 = i)

P(Xm = k,X0 = i)
· P(Xm = k,X0 = i)

P(X0 = i)
= P(Xn+m = j|Xm = k,X0 = i) ·P(Xm = k|X0 = i)
= P(Xn+m = j|Xm = k)P(Xm = k|X0 = i),

onde na última linha usamos a propriedade de Markov. Substituindo em (2), obtemos o
resultado desejado:

P(Xn+m = j|X0 = i) = ∑
k∈E

P(Xn+m = j|Xm = k)P(Xm = k|X0 = i)

Note que se chamarmos de P(m) = (P(m)
i, j ) à matriz de transição de ordem m, teremos

que o teorema acima afirma que P(m+n) = P(m) ·P(n). Como P(1) = P, temos então que
P(n+1) = P ·P(n) e usando um argumento indutivo, obtemos que P(n) = Pn.

Um exemplo muito importante de cadeias de Markov com espaços de estados in-
finito é apresentado na seção seguinte.

2.3 Caminhos aleatórios sobre grupos
Caminhos aleatórios sobre grupos são considerados como uma classe especial de

cadeias (processos) de Markov que fornecem exemplos simples de comportamento prob-
abilístico não trivial. Por outro lado, problemas probabilísticos de caminhos aleatórios
em grupos estão profundamente entrelaçadas com muitas características essencialmente
algébricas de grupos e suas álgebras de grupos (amenidade, crescimento exponencial,
etc.). Ambos estes aspectos tornam o assunto especialmente interessante e importante,
como pode-se ver em artigos de Gouezel [6], Gerl- Woess [7], Pólya [16] e Furstenberg
[22].

Vamos considerar aqui sempre G um grupo enumerável e µ uma medida de proba-
bilidade sobre G. Vejamos a definição de caminhos aleatórios sobre grupos segundo o
trabalho de Kaimanovich e Vershik (ver em [9]).

Notaremos G um grupo discreto infinito com o elemento identidade id ∈ G, como o
conjunto dotado de uma operação associativa · : G×G→ G tal que para todo g ∈ G:
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i) id ·g = g e g · id = g

ii) existe um elemento inverso g−1 ∈ G para o qual g ·g−1 = g−1 ·g = id

Dada uma medida de probabilidade µ em G, o par (G,µ) será chamado de um grupo
com medida. O suporte da medida µ será denotado por supp µ:

supp µ = {g ∈ G : µ(g)> 0}.

A medida µ será chamada não degenerada se o semigrupo gerado pelo suporte é todo
o grupo G, finitária se supp µ é finito, e simétrica se µ(g) = µ(g−1). Em todo trabalho
a condição de medida não degenerada será assumida, a não ser que seja especificado o
contrário.

Definição 2.8. O caminho aleatório sobre G é definido por Ω espaço mensurável, {Pg :
g ∈ G} medidas de probabilidade sobre Ω e uma sequência Xn : Ω→ G com n ∈ N tal
que para cada n ∈ N,gi ∈ G,

Pg(X1 = g1, ...,Xn = gn) =
n−1

∏
i=1

µ(g−1
i gi+1)

Em outras palavras, a posição de um caminho aleatório pode ser obtido a partir do
anterior, através da multiplicação à direita com o elemento aleatório independente do
grupo que tem a distribuição µ . Note que a definição de caminhos aleatórios segue
apenas pela sua probabilidade de transição (sem qualquer distribuição inicial fixada),
assim o caminho aleatório pode ser identificado com o par (G,µ). O caminho aleatório
esquerdo pode ser definido similarmente com a probabilidade de transição P(g|h) =
µ(gh−1). Evidentemente, P(g−1|h−1) = µ(h−1g) e substituindo a medida µ por uma
reflexão reduz o estudo do caminho aleatório a esquerda ao estudo da direita somente.

Vejamos alguns exemplos:

1) O caminho aleatório simples (ou passeio aleatório simples) onde o espaço de es-
tados são os números inteiros, isto é, G = Z. As transições só ocorrem entre
estados vizinhos, Pi,i+1 = p = 1−Pi,i−1, com 0≤ p ≤ 1. Se p = 0, as transições
são somente a esquerda e se p = 1, elas são só para a direita.

Quando p = 1
2 , as transições satisfazem,

Pi, j =

{
1
2 , j = i−1 ou j = i+1
0, caso contrário

e a cadeia vai de um estado para o da esquerda ou para o da direita com a mesma
probabilidade. Por esta razão neste caso, a cadeia chama-se de cadeia aleatória
simples simétrica.
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1/41/4

1
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1
/4

Figura 1: Caminho aleatório Z2

2) G = Z2, P(Xn+1 = z± ei|Xn = z) = 1
4

3) G = Zd , temos um resultado fundamental, devido a Pólya, 1921 (ver [16]), no
qual, se p = 1

2d , então

lim
n→∞

Pid(X2n = id)

cd.n
−d
2

= 1

e

Pid(Xk = id infinitamente) =

{
1 se d ≤ 2
0 se d > 2

.

Por outras palavras, a caminho aleatório simétrico em Zd é recorrente se, e so-
mente se, d ≤ 2.
Seja Fd = {e1,e−1

1 , . . . ,ed,e−1
d }. O grupo livre Fd é definido por

Fd := ∪m∈N{(v1, . . . ,vm) ∈F m
d : vi 6= v−1

i+1,∀i = 1, . . . ,m−1}.

A aplicação Fd×Fd→Fd , onde (v1, . . . ,vm).(w1, . . . ,wn)= (v1, . . . ,vm,w1, . . . ,wn),
o qual pertence a Fd e é a palavra reduzida por eie−1

i = e−1
i ei =�.

4) G = F2 =< e1,e2,e−1
1 ,e−1

2 >, grupo livre com dois geradores

5) G = Fd , um resultado fundamental sobre os grupos livres é o Teorema de Gerl-
Woess, em 1986 (ver [7]), que afirma que, se p = 1

2d e ρ :=
√

2d−1
d . Então

lim
n→∞

Pid(Xn = id)

cd.n
−3
2 ρn

= 1 e

Pid(Xk = id infinitamente) = 0
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1
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1
/4

Figura 2: Caminho aleatório F2

Agora, vamos calcular o crescimento exponencial, ou seja, calcular o

limsup
n

log n
√

Pid(Xn = id)

dos grupos dos exemplos 3) e 5).

3) Se G = Zd , então

limsupn log
n
√

Cdn
−d
2 = 0

5) Se G = Fd , então

limsupn logρ
n
√

Cdn
−3
2 = log

√
2d−1
d =

{
0 se d = 1
< 0 se d ≥ 2

Na seção seguinte veremos uma caracterização de grupo ameno (veja 2.9) através do
crescimento exponencial descrito acima.

2.4 O Teorema de Kesten
Enunciaremos e demonstraremos um importante teorema da probabilidade sobre

amenidade de grupos discretos, que é o teorema clássico de Kesten (1959), o qual ca-
racteriza grupos ameno com informações sobre o raio espectral. Dessa forma, enun-
ciaremos o resultado, mas somente será demonstrado após serem apresentados algumas
definições necessárias. Esta seção é baseada no artigo de Kaimanovich e Vershik (ver
[9]).
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Teorema 2.3 (Kesten, 1959). Se um grupo enumerável G é ameno, então o raio espec-
tral é ρ = 1 para toda medida de probabilidade µ simétrica em G. Reciprocamente, se
ρ = 1 para alguma medida simétrica µ cujo suporte gera G, então G é ameno.

Uma definição importante para o trabalho é a definição de grupo ameno, pois os
principais teoremas apresentados aqui, serão de certa maneira uma caracterização destes
grupos. A definição surgiu aproximadamente em 1929, com Von Neumann, na qual um
grupo enumerável G é ameno se existe uma medida de probabilidade µ finitamente
aditiva, tal que µ(G) = 1 e µ(Ag) = µ(A), para cada A ⊂ G e g ∈ G. Equivalente a
esta definição, usaremos a condição de Følner para grupos enumeráveis que pode ser
formulado como segue:

Definição 2.9. Um grupo enumerável G é ameno se, existe uma sequência (Kn) de
subconjuntos finitos de G com ∪∞

n=1Kn = G tal que

lim
n→∞
|gKn4Kn|/|Kn|= 0 ∀g ∈ G,

Definição 2.10. Dado um subconjunto finito K ⊂ G e ε > 0, um subconjunto A ⊂ G é
chamado conjunto Følner para o par (K,ε) se |Ag4A|< ε|A|,∀g ∈ K.

Então, a existência de uma media invariante em G é equivalente à existência de um
conjunto Følner para todo par (K,ε) (ver [5]). Onde |·| refere-se a cardinalidade do con-
junto, ∆ a diferença simétrica dos conjuntos Ag e A, e média invariante é um elemento
ϕ em (l∞)∗ com ‖ϕ‖= 1 e ϕ(·) = ϕg(·), que em particular não é necessariamente uma
medida.

Exemplos:

• Grupo ameno: Seja G = Z, Kn = {−n,−n+1, ...,n}, temos que Z é ameno, pois
limn→∞ |(m+Kn)4Kn|/|Kn|= limn→∞ 2m/2n+1 = 0 ∀m ∈ Z.

• Grupo não ameno: F2 o grupo livre com dois geradores e1 e e2 não é ameno.
Suponha por absurdo que F2 é ameno, então para qualquer ε > 0, podemos en-
contrar um conjunto finito não vazio A tal que x ·A difere de A, no máximo, em
ε|A| pontos para todo x = e1,e2,e−1

1 ,e−1
2 . Seja E1,E2,E−1,E−2 ⊂ F2 o conjunto

de todas as palavras que começam com e1,e2,e−1
1 ,e−1

2 respectivamente. Temos
F2 = E1∪E2∪E−1∪E−2∪{id}. O conjunto e1(A∩ (E2∪E−1∪E−2)) está con-
tido em e1 ·A e em E1 e assim e1(A\E−1) = e1A\e1E−1 ⊂ E1

Então,

|e1(A\E−1)|= |e1A∩E1|
= |E1∩ ((e1A∩A)∪ (e1A∩Ac))|
= |E1∩ (e1A∩A)|+ |E1∩ (e1A∩Ac)|
≤ |E1∩A|+ ε|A|
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Por outro lado, |e1B|= |B|, para qualquer B⊂ F2, daí, |e1(A\E−1)|= |A\E−1|=
|A|− |A∩E−1|
Então, para todo i ∈ {e1,e2,e−1

1 ,e−1
2 }

|A|− |A∩E−i| ≤ |A∩E−i|+ ε|A|

Da mesma maneira, fazendo isso para todos os {e1,e2,e−1
1 ,e−1

2 }, obtemos

4|A|− ∑
i∈{e1,e2,e−1

1 ,e−1
2 }
|A∩Ei| ≤ ∑

i∈{e1,e2,e−1
1 ,e−1

2 }
|A∩Ei|+4ε|A|

onde ∑i∈{e1,e2,e−1
1 ,e−1

2 }
|A∩Ei|= |A\{id}|. Dividiremos em dois casos,

caso 1: {id} /∈ A:

4|A|− |A| ≤ |A|+4ε|A| ⇒ 2|A| ≤ 4ε|A|

caso 2: {id} ∈ A:

4|A|− |A|+1≤ |A|−1+4ε|A| ⇒ 2|A|+2≤ 4ε|A|.

Absurdo, pois para um ε suficientemente pequeno (por exemplo ε < 1/2) a de-
sigualdade não vale.

Definição 2.11. Um espaço de Hilbert é um espaço munido com um produto interno
que é completo (toda sequência de Cauchy converge) em relação com a norma induzida
pelo produto interno.

Definição 2.12. Dados G um grupo enumerável, l2(G) = { f : G→ R :
√

∑ f (g)2 <
∞} um espaço de Hilbert, e µ uma probabilidade simétrica (µ(g) = µ(g−1)) sobre G,
podemos definir um operador Pµ : l2(G)→ l2(G) por

Pµ( f )(g) := ∑
h∈G

µ(h) f (gh−1).

Visto que se f ≥ 0 então Pµ( f )≥ 0 e Pµ(1) = 1, o operador é um operador autoadjunto
de Markov.

O operador adjunto P∗ é o único operador tal que P∗ f (g) := f (P(g)) e f (P(g)) :=
〈 f ,P(g)〉. E P autoadjunto se 〈 f ,P(g)〉= 〈P f ,g〉 para todo g, f ∈ l2(G).

Para definirmos o raio espectral, necessitamos de mais duas definições, a de conjunto
resolvente e a de espectro. Seja T : B→ B operador linear num espaço de Banach com-
plexo B 6= {0}. O conjunto resolvente de T , denotado por υ(T ), é o conjunto dos λ ∈C
para os quais o operador resolvente de T em λ tal que Rλ (T ) : B→ domT,Rλ (T ) :=
(T −λ id)−1, existe e é limitado. O espectro de T é o conjunto σ(T ) = C\υ(T ).
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Definição 2.13. O raio espectral do operador T : B→ B é

ρσ (T ) := sup
λ∈σ(T )

|λ |

Utiliza-se no trabalho a definição de raio espectral para operadores autoadjuntos.
No nosso caso o operador de Markov é um operador autoadjunto no espaço l2(G). O
teorema de Gelfand (ver por exemplo em [17]) sobre o raio espectral nos permite definir
o raio espectral de Pµ agindo em l2(G) como:

ρ := limsup
n→∞

n
√

Pn
µ(χ{id})(id),

em que Pn
µ(χ{id})(id) é a probabilidade de voltar a identidade em tempo n. Podemos

obter esta equivalência da definição do raio espectral usual com esta em [9].
Uma observação importante a se fazer é que o raio espectral do operador de Markov

é menor ou igual a 1.
Definição 2.14. Uma função f é dita ε-invariante para o operador P em l2(G) se para
todo ε > 0 tem-se ‖P( f )− f‖2 ≤ ε‖ f‖2.

Agora vejamos a demonstração do teorema de Kesten [11], seguiremos a prova mais
acessível de [9].

Demonstração. a) Seja G um grupo ameno, mostraremos que ρ = 1 para toda µ simétrica.
Se o suporte de µ é finito, então pela condição de Følner, existe uma função ε-invariante
diferente de zero para P em l2(G), no qual ∀ε > 0, tomemos a função característica χA
de um conjunto Følner para o suporte µ , que assume valores 1 se g ∈ A e 0 se g /∈ A.
Então,

‖PχA−χA‖2
2 = ∑

g∈G

(
∑

h∈supp µ

µ(h)χA(gh−1)−χA(g)
)2

= ∑
g∈G

(
∑

h∈supp µ

µ(h)χA(gh−1)− ∑
h∈supp µ

µ(h)χA(g)
)2

,pois ∑
h∈supp µ

µ(h) = 1

= ∑
g∈G

(
∑

h∈supp µ

µ(h)(χA(gh−1)−χA(g))
)2

= ‖g 7−→ ∑
h∈supp µ

µ(h)(χA(gh−1)−χA(g))‖2
2

≤ ∑
h∈supp µ

µ(h)‖χA(gh−1)−χA(g))‖2
2

≤ ∑
h∈supp µ

µ(h)‖χAh(g)−χA(g))‖2
2 ≤ ∑

h∈supp µ

µ(h)‖χAh4A‖2
2

= ∑
h∈supp µ

µ(h)|Ah4A| ≤ ∑
h∈supp µ

µ(h)ε‖χA‖2
2 = ε‖χA‖2

2
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Usou-se que χA(gh−1) = 1⇔ gh−1 ∈ A⇔ g ∈ Ah⇔ χAh(g) = 1, e portanto

(χA(gh−1)−χA(g)) = (χAh(g)−χA(g)) =


1 se g ∈ Ah\A
0 se g ∈ Ah∩A
−1 se g ∈ A\Ah

Daí, |χAh(g)−χA(g)|= χAh4A(g). Além disso, ‖χA‖2
2 =∑g∈G(χA(g))2 =∑g∈G χA(g)=

∑g∈A 1 = |A|, implica que, ‖χAh4A‖2
2 = |Ah4A|.

Então, ‖PχA−χA‖2
2 ≤ ε‖χA‖2

2. Daí, ‖P‖= 1, isto é, ρ = 1. Isto provém do seguinte
resultado da Análise Funcional (ver [17]):

Proposição 2.4. Se para todo ε > 0, existe f tal que ‖P( f )−λ f‖ < ε‖ f‖, então λ ∈
σ(P)(espectro de P).Valendo a recíproca.

Daí, temos que 1 ∈ σ(P). Então, como ρ := sup{λ ∈ σ(P)} e para qualquer oper-
ador de Markov, ρ ≤ 1, temos que ρ = 1.

Se o suporte de µ é infinito, tome para cada δ > 0, um subconjunto finito Tδ ⊂
supp µ tal que µ(Tδ ) > 1− δ (ou µ(Tδ )

c < δ ). Então, pela condição de Følner, temos
para todo ε > 0, que existe conjunto A que é (Tδ ,ε)-Følner, isto é,

|Ah4A|/|A|< ε ∀h ∈ Tδ .

Dado ε > 0 afirmamos que existe uma função ε-invariante χA (diferente de zero) para
P em l2(G). De fato,

‖PχA−χA‖2 ≤ ∑
h∈G

µ(h)‖χAh4A‖2

= ∑
h∈Tδ

µ(h)‖χAh4A‖2 + ∑
h/∈Tδ

µ(h)‖χAh4A‖2

≤ ∑
h∈Tδ

µ(h)
√

ε‖χA‖2 + ∑
h/∈Tδ

µ(h)‖χAh +χA‖2

≤
√

ε‖χA‖2 +2δ‖χA‖2

Então, ‖PχA− χA‖2 ≤ (
√

ε + 2δ )‖χA‖2. Como δ ,ε > 0 foram arbitrários deduzimos
pela proposição 2.4 que ‖P‖= 1, isto é, ρ = 1.

b) Reciprocamente, suponhamos ρ = 1 para uma medida µ não degenerada simétrica
em G (ou seja, considera-se µ(id) 6= 1), mostraremos que G é um grupo ameno.

Fixe um subconjunto finito K ⊂ G. Passando (se necessário) a uma convolução
n-vezes da medida µ , podemos supor que supp µ contém K. Considere uma decom-
posição da medida µ em uma combinação convexa de duas medidas de probabilidade
simétricas µ = αµ1 +(1−α)µ2. Daí, Pµ = αPµ1 +(1−α)Pµ2 , onde Pi são operadores
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autoadjuntos e ‖Pi‖ ≤ 1. Então,

‖Pµ‖= α‖Pµ1‖+(1−α)‖Pµ2‖
1≤ α‖Pµ1‖+(1−α)‖Pµ2‖, logo ‖Pi‖= 1, i = µ1,µ2

Assim, pode-se supor que supp µ é finita e supp µ contém K. Agora, existe uma função
quase ε-invariante f ∈ l2(G), isto é, ‖ f −P f‖ ≤ ε‖ f‖. Podemos tomar para f a função
característica de um subconjunto finito A ⊂ G (ver teorema 3.6 passagem (11)). Pela
finitude do supp µ , min{µ(g) : g ∈ supp µ} = δ > 0, portanto, temos PχA(g) = 1 ou
PχA(g)≤ 1−δ para todo g ∈ G, vejamos:

PχA(g) = ∑
h∈supp µ

µ(h)χA(gh−1)

= ∑
h∈supp µ

µ(h)χAh(g) =

{
1, se g ∈ Ah;∀h ∈ supp µ

≤ 1−δ , se g /∈ Ah;∃h ∈ supp µ

Observe que se g /∈ Ah0, então

∑
h∈supp µ

µ(h)χAh(g)≤ ∑
h6=h0,h∈supp µ

µ(h)χAh(g)≤ ∑
h6=h0

µ(h) = 1−µ(h0).

Voltando, então temos,

‖χA(g)−PχA(g)‖


= 0 se g ∈ A;g ∈ Ah;∀h ∈ supp µ

= 1 se g /∈ A;g ∈ Ah;∀h ∈ supp µ

≥ δ se g ∈ A;g /∈ Ah;∃h ∈ supp µ −→ {g ∈ ∪h∈supp µA\Ah}
≤ 1−δ se g /∈ A;g /∈ Ah;∃h ∈ supp µ

Então,

‖χA−PχA‖ ≥ δ χ∪h∈supp µ A\Ah

≥ δ χA\Ah,∀h ∈ supp µ

≥ δ
√
|A\Ah|

Mas, |A4Ag|= |A\Ag|+ |Ag\A|= 2|A\Ag|. Daí, |A4Ag|/2 = |A\Ag| e portanto obte-
mos

√
|A4Ag|/2 =

√
|A\Ag|.

Logo, δ
√
|A4Ag|/2 = δ

√
|A\Ag| ≤ ‖χA−PχA‖ ≤ ε‖χA‖,g ∈ K onde a última

passagem utiliza a hipótese do teorema.
Obtemos δ 2

√
|A4Ag|/2≤ ε2‖χA‖, e portanto,

|A4Ag|
|A|

≤ 2ε2

δ 2 , para todo g ∈ K
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no qual pela condição de Følner, G é ameno se e somente se |A4Ag|/|A| ≤ ε , para um
subconjunto finito A ⊂ G, A é ε-Følner para K. Portanto, A é um (2ε2

δ 2 )-Følner para
K.

3 Extensão do critério de Kesten sobre amenidade para
cadeias de Markov topológicas

Essa seção é baseada no artigo [21], no qual vamos estudar algumas definições so-
bre cadeias de Markov topológica, e posteriormente para compreendermos os teoremas
principais do artigo 3.1 e 3.6, vamos estudar a extensão por grupo que é uma generaliza-
ção para caminhos aleatórios. Daí, teremos duas seções separadamente para apresentar
cada um desses teoremas.

3.1 Cadeias de Markov Topológicas
Sejam I um conjunto enumerável (alfabeto) e A = (ai j)i, j∈I uma matriz tal que ai j ∈

{0,1} para todo i, j ∈ I e ∑ j ai j > 0 para todo i ∈ J, ou seja, que a matriz de transição
A não contenha linhas ou colunas com todos os elementos iguais a 0. Vamos denotar o
par (ΣA,θ) correspondendo a cadeia de Markov topológicas (ou, espaço shift), o qual

ΣA := {(wk)k=0,1,... : wk ∈ I e awkwk+1 = 1,∀i = 0,1, ...},

θ : ΣA→ ΣA,θ : (wk : k = 1,2, . . .) 7→ (wk : k = 2,3, . . .).

Uma sequência finita w = (w1...wn) com n ∈ N,wk ∈ I para k = 1,2, ...,n e awkwk+1 = 1
para k = 1,2, ...,n− 1 é chamado como sendo uma palavra de comprimento n, e o
conjunto

[w] := {(vk) ∈ ΣA : com wk = vk ∀k = 1,2, . . . ,n}

como sendo um cilindro de comprimento n. Denotamos como o conjunto de palavras
admissíveis de comprimento n o conjunto W n, o comprimento de w ∈W n por |w| e o
conjunto de todas as palavras admissíveis por W ∞ =

⋃
nW n. Além disso, θ n : [w]→

θ n([w]) é um homeomorfismo (aplicação contínua e invertível, com inversa contínua),
a inversa existe e denotaremos por τw : θ n([w])→ [w], a qual está bem definida. Para
a,b ∈W ∞ e n ∈ N com n≥ |a|, definimos

W n
a,b = {(w1 · · ·wn) ∈W ncom(w1 . . .w|a|) = a, wnb admissível}.

Temos que ΣA é um espaço Polonês, ou seja, espaço metrizável, separável e completo,
com respeito à topologia gerada por cilindros. Mais ainda, ΣA é compacto e localmente
compacto com respeito a esta topologia se, e somente se, I é um conjunto finito. Além
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disso, diremos que ΣA é topologicamente transitivo se para todo a,b ∈ I, existe na,b ∈N
tal que W

na,b
a,b 6= /0, ou equivalentemente, podemos dizer que θ na,b([a])∩ [b] 6= /0. ΣA é

chamado de topologicamente misturadora se para todo a,b ∈ I, existe Na,b ∈ N tal que
W

na,b
n 6= /0 para todo n ≥ Na,b, equivalentemente, podemos notar por θ n([a])∩ [b] 6= /0

para todo n ≥ Na,b. Além disso, uma cadeia de Markov topológica é dita que possui
grandes imagens e pré-imagens, se existe um conjunto finito Ig.i.p.⊂W tal que para todo
v ∈W , existe β ∈ Ig.i.p tal que (vβ ) ∈W 2 ou (βv) ∈W 2, respectivamente. Finalmente,
uma cadeia de Markov topológica é dita que possui a propriedade (g.i.p.) se a cadeia é
topologicamente misturadora e tem grandes imagens e pré-imagens.

Visto que estamos interessados na relação entre aspectos do formalismo termodinâ-
mico e a amenidade do grupo G, considere o par (ΣA,ϕ), onde ϕ : ΣA→R é uma função
estritamente positiva ao qual nos referimos como um potencial. Para n ∈ N e w ∈W n,
definimos

Φn :=
n−1

∏
k=0

ϕ ◦θ
k e Cw := sup

x,y∈[w]
Φn(x)/Φn(y). (3)

O potencial ϕ é dito que tem variação localmente limitada se ϕ é contínua e existe
C > 0 tal que Cw ≤ C para todo n ∈ N e w ∈W n, e é chamado potencial de variação
média se ϕ é contínua e, para todo n ∈N, existe Cn > 0 com Cw ≤Cn para todo w ∈W n

e limn→∞
n
√

Cn = 1. Para sequências positivas (an),(bn), frequentemente escreveremos
an � bn se existe C > 0 com an ≤ Cbn para todo n ∈ N, e an � bn se an � bn � an.
Uma nova hipótese, mais forte sobre a variação é relacionada com ser localmente Hölder
contínua. Portanto, definimos a n-ésima variação de uma função f : ΣA→ R por

Vn( f ) = sup{| f (x)− f (y)| : xi = yi, i = 1,2, . . . ,n}.

A função f é referida como uma função localmente Hölder contínua no sentido sim-
bólico, se existe 0 < r < 1 e C ≥ 1 tal que Vn( f )� rn para todo n ≥ 1. Podemos ver
aqui a equivalência da notação mais conhecida sobre funções Hölder contínua: |s(x)−
s(y)| ≤ c|x− y|. Para definir uma métrica e escrever como |s(x)− s(y)| ≤ cd(x,y)α ,
basta tomar o conjunto ΣA e a métrica d1/2 e s tal que Vn(s)≤ crn, temos que r = (1/2)t ,

então, t = log(r)
log(1/2) . Então, para x e y no mesmo cilíndro [w], w ∈W n,

|s(x)− s(y)| ≤ crn

= c(1/2)tn

= c((1/2)n)t

≤ c ·d(x,y)t

Generalizando, podemos ver a métrica como dr((xi),(yi)) := rmin{ f :x j 6=y j} e temos

|s(x)− s(y)|
dr((xi),(yi))

≤ c,
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no qual notamos que é uma função Lipschitz. A uma função localmente Hölder contínua
com ‖ f‖∞ < ∞ chamamos de função Hölder contínua.

Agora, vejamos a seguinte estimativa bem conhecida (ver em [18]). Para n ≤ m,
x,y ∈ [w] para algum w ∈W m, e f função localmente Hölder contínua,

∣∣n−1

∑
k=0

f ◦θ
k(x)− f ◦θ

k(y)
∣∣≤ n−1

∑
k=0

∣∣∣∣ f ◦θ
k(x)− f ◦θ

k(y)
∣∣∣∣

≤ c ·
n−1

∑
k=0

d(θ k(x),θ k(y)) = c
n−1

∑
k=0

1/(rk)d(x,y)

= c
n

∑
k=0

1/(rk) · rm = c
n

∑
k=1

rm−k

= c · rm−n
n−1

∑
k=0

rk ≤ c · rm−n 1
1− r

Então, ∣∣n−1

∑
k=0

f ◦θ
k(x)− f ◦θ

k(y)
∣∣� 1

1− r
rm−n.

Observação: temos dr(θ(x),θ(y)) = 1
r d(x,y), temos r2 = d((x1,x2, ...),(x1,x2, ...)) e

r = d((θ(x1,x2, ...)),(θ(x1,x2, ...))).
Em particular, a função exp f ou (e f ) é um potencial de variação limitada. Para

um dado potencial ϕ , o objeto básico do formalismo termodinâmico são as funções
de partição. Uma vez que o espaço de estados pode ser contável, considere a função
partição Zn

a para um fixado a ∈ I que são definidos por

Zn
a := ∑

θ n(x)=x, x∈[a]
Φn(x).

Além disso, referimos a taxa de crescimento exponencial de Zn
a , por

PG(θ ,ϕ) := limsup
n→∞

log n
√

Zn
a = limsup

n→∞

1
n

logZn
a ,

como a pressão de Gurevič de (ΣA,θ ,ϕ). Essa noção foi introduzida em [18] para
cadeias topologicamente misturadora e ϕ potencial localmente log-Holder contínua, isto
é, logϕ é localmente Holder contínua. No qual apresenta que se (ΣA,θ ,ϕ) é transitiva
e ϕ é uma variação média, argumentos em que combinamos com a decomposição de
θ p em componentes misturadoras, onde p representa o período de (ΣA,θ), mostra que
PG(θ ,ϕ) é independente da escolha de a e que

PG(θ ,ϕ) = lim
n→∞,W n

a,a 6= /0

1
n

logZn
a .
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Além disso, é fácil ver que PG(θ ,ϕ) permanece inalterado substituindo a ∈W 1 com
algum a ∈W n. Temos também que, se logϕ é Hölder contínua e o sistema é topologi-
camente misturadora, então possui um princípio variacional.

Dois objetos básicos para nossa análise são a concepção de medida conforme e
medida Gibbs relacionadas com um potencial ϕ . Devido ao fato que a construção
canonicamente conduzirá a medidas σ -finitas, faremos uso do seguinte: uma medida
de probabilidade boreliana µ σ -finita é chamada ϕ-conforme se

µ(θ(A)) =
∫

A

1
ϕ

dµ

para todo conjunto boreliano A tal que θ |A é injetiva. Para (w1 · · ·wn+1) ∈W n+1 e um
potencial de variação média, então imediatamente segue que

µ([w])�Φn(x)C±1
n µ(θ([wn])),∀x ∈ [w]

ou

C−1
n µ(θ([wn+1]))≤

µ([w1 . . .wn+1])

Φn(x)
≤Cnµ(θ([wn+1])) (4)

para todo x ∈ [w1 · · ·wn+1]. Note que essa estimativa implica que PG(θ ,ϕ) = 0 é uma
condição necessária para a existência de uma medida conforme com respeito a um po-
tencial de variação média. Além disso, a estimativa acima motiva as seguintes definições:
se µ(θ([w]))� 1 (isto é, se µ é finita e θ possui g.i.p) obtemos que µ([w])�Φn(x), se
adicionarmos que µ é medida de probabilidade, então µ é ϕ-Gibbs. Ou ainda, assuma
que existe uma sequência (Bn : n ∈ N) com Bn ≥ 1 tal que

B−1
n ≤

µ([w])
Φn(x)

< Bn (5)

para todo n ∈N,w ∈W n e x ∈ [w]. Se supBn < ∞, então µ é chamada medida ϕ-Gibbs,
e se limB1/n

n = 1, então µ é chamada medida ϕ-Gibbs fraca. A fim de introduzir um
novo objeto básico, o operador de Ruelle, definimos a ação do ramo inverso de τv nas
funções da seguinte forma. Para v ∈W n e f : ΣA→ R, a aplicação

f ◦ τv : ΣA→ R;x 7→ χθ n([v])(x) f (τv(x)),

que é f ◦τv(x) := f (τv(x)) para x∈ θ n([v]) e f ◦τv(x) := 0 para x /∈ θ n([v]). O operador
de Ruelle, então é definido por

Lϕ( f ) = ∑
v∈W

ϕ ◦ τv · f ◦ τv,

onde f : ΣA → C é um elemento de um espaço funcional apropriado tal que a soma
infinita possivelmente no lado direito está bem definida.
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3.2 Extensão por grupo de cadeias de Markov Topológicas
Para introduzir o objeto básico da nossa análise, fixe um grupo enumerável discreto

G e uma aplicação ψ : ΣA → G tal que ψ é constante em [w] para todo w ∈W 1. Em
seguida, com X := ΣA×G equipado com a topologia de produto, a extensão por grupo
ou G-extensão (X ,T ) de (ΣA,θ) é definida por

T : X → X ,(x,g) 7→ (θx,gψ(x)).

Observe que (X ,T ) também é uma cadeia de Markov topológica e os conjuntos de
cilíndros são dados por [w,g] := [w]×{g}, para w ∈W ∞ e g ∈ G. Portanto, o conjunto
Xg é definido como Xg := ΣA×{g} e

ψn(x) := ψ(x)ψ(θx) · · ·ψ(θ n−1x)

para n∈N e x∈ ΣA. Observe que ψn : ΣA→G é constante em cilindros de comprimento
n e, em particular, que ψ(w) := ψn(x), para algum x ∈ [w] e w ∈W n, está bem definida.
Além disso, para a,b ∈W 1 e n ∈ N, considere o conjunto

Gn(a,b) := {ψ(w) : n ∈ N,w ∈W n, [a]⊃ [w],θ n([w])⊃ [b]}.

De outro modo, Gn(a,b) consiste nos elementos do grupo associado a palavras de com-
primento n que começam pela letra a e terminam com a letra b. Note que (X ,T )
é topologicamente transitivo se, e somente se, para a,b ∈ W 1,g ∈ G, existe n ∈ N
com g ∈ Gn(a,b), e que (X ,T ) é topologicamente misturadora se, e somente se, para
a,b ∈ W 1 e g ∈ G, existe N ∈ N (dependendo de a,b,g) tal que g ∈ Gn(a,b) para
todo n > N. Note que a transformação da base (ΣA,θ) de um grupo por extensão
topologicamente transitivo tem que ser topologicamente transitiva, e topologicamente
misturadora se a extensão é topologicamente misturadora, respectivamente. Portanto,
se (X ,T ) é topologicamente transitivo, então {ψ(a) : a ∈ W 1} é um conjunto ger-
ador para G. Agora, fixe uma cadeia de Markov topológica topologicamente mis-
turadora (ΣA,θ), e G-extensão topologicamente transitiva (X ,T ). Fixe um potencial
(positivo) ϕ : ΣA → R com PG(θ ,ϕ) = 0. Note que ϕ eleva para um potencial ϕ̂ em
X definindo ϕ̂(x,g) := ϕ(x). Para facilitar a notação, não será feito distinção entre ϕ̂

e ϕ . Além disso, para v ∈ W ∞, o ramo inverso dado por [v, ·] será denotado por τv,
que é τv(x,g) := (τv(x),gψ(v)−1). A fim de distinguir entre o operador de Ruelle e as
funções de partição que diz respeito a θ e a T , estes objetos para extensão por grupo
serão escritos em letras caligráficas, isto é, para a ∈W , ξ ∈ [a]×{id}, (η ,g) ∈ X , e
n ∈ N

L ( f )(ξ ,g) := ∑
v∈W

ϕ(τv(ξ )) f ◦ τv(ξ ,g),

e
Z n

[a,g] := ∑
T n(x,g)=(x,g),x∈[a]

Φn(x)
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3.3 Extensões por grupos amenos
Nesta seção, vamos mostrar que a Pressão de Gurevič permanece inalterada em

extensão por um grupo ameno. Em particular, será verificado que esta afirmação é
verdadeira em condições muito fracas. Iremos utilizar a definição de amenidade como
visto no primeiro capítulo, pela condição de Følner (ver 2.9).

Estamos interessados na caracterização da amenidade em termos da Pressão de
Gurevič de uma extensão por grupo, esta será uma extensão do Teorema 2.3. A fim
de obter uma extensão deste resultado para espaços de shift, temos que considerar a
extensão por grupo como uma simetria. Diremos que (ΣA,θ ,ψ) é simétrica se existe
uma aplicação de W 1→W 1, w 7→ wp com as seguintes propriedades:

1) para w ∈W 1,(wp)p = w

2) para v,w ∈W 1, a palavra (vw) é admissível se, e somente se (wpvp) é admissível

3) ψ(vp) = ψ(v)−1 para todo v ∈W 1.

Observe que esta noção de simetria pode ser estendido para uma involução de W ∞

definindo (w1...wn)
p := (wp

n ...w
p
1).

Referimos ϕ como um potencial fracamente simétrico se ϕ é contínua e existe uma
sequência (Dn) com limn→∞

n
√

Dn = 1 tal que, para todo n ∈ N e w ∈W n,

sup
x∈[w],y∈[wp]

Φn(x)
Φn(y)

≤ Dn.

Se supDn < ∞, então ϕ é referido como um potencial simétrico. Observe que um po-
tencial fracamente simétrico ou simétrico é necessariamente de variação média com
respeito a Cn := D2

n ou de variação limitada, respectivamente.
Como um corolário imediato do teorema de Kesten para o raio espectral do oper-

ador de Markov associado a um passeio aleatório simétrico (ver [10] e [9] teorema 5),
obtemos o seguinte teorema para extensões por grupo.

Teorema 3.1 (Stadlbauer, 2013). Seja T uma extensão por grupo simétrica topologica-
mente transitiva de uma cadeia de Markov topológica (ΣA,θ) topologicamente mistu-
radora, potencial ϕ fracamente simétrica e PG(θ) finita. Então, PG(T ) = PG(θ), se G é
um grupo ameno.

Demonstração. Iremos provar que a amenidade de G implica que PG(T ) = PG(θ). Para
tal, vamos construir uma família de operadores autoadjuntos em l2(G) por extensão por
grupo simétrico da seguinte maneira. Por transitividade:

1) existe a ∈W ∞ com ψ(a) = id
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2) para v ∈W ∞, temos que avap é admissível se, e somente se, (avap)p = avpap é
admissível

3) ψ((avap)p) = ψ(avap)−1.

Assim, para n > |a|, vamos definir uma involução (função que é inversa de si própria)
ι : W n

a,ap →W n
a,ap , ι(av) := avp. Desde que ψ(a) = id, segue que ψ(v) = ψ(ιv)−1 para

todo v ∈W n
a,ap .

Dessa forma, assuma que PG(θ) é finito e fixe ξ ∈ [ap]. Para n ∈ N e v ∈W n
a,ap ,

definiremos
π(ξ ,v) :=

1
2
(φn(τv(ξ ))+φn(τiv(ξ ))).

Daí, este dá origem a um operador Pn : l2(G)→ l2(G) em um espaço de Hilbert com-
plexo l2(G) por:

Pn( f )(γ) := ∑
v∈W n

a,ap

π(ξ ,v) f (γψ(v)−1),

onde, para facilitar a notação, o fato que o operador Pn depende de ξ é omitido. Note
que Pn(1) = Ln

ϕ(χ[a])(ξ ) < ∞ e, com 〈 f ,g〉 = ∑ f (γ)g(γ) referindo ao produto interno
padrão, temos 〈χγ ,Pn(χγ∗)〉= 〈Pn(χγ),χγ∗〉, para γ,γ∗ ∈ G. Em particular, isto implica
que Pn é um operador autoadjunto.

Combinando 〈χγ ,Pn(χγ)〉 = 〈χid,Pn(χid)〉 para todo γ ∈ G com Pn sendo autoad-
junto, então dado que o raio espectral ρn de Pn satisfaz (ver, por exemplo [9])

ρn = limsup
k→∞

k
√
〈χid,Pk

n (χid)〉,

e que, se Pn é um operador positivo, então temos que o limsup acima é um limite.
É fácil ver que PG(T )≤ PG(θ), pois temos Z n

a,g ≤ Zn
a , ou seja,

∑
T n(x,g)=(x,g),x∈[a,g]

φn(x)≤ ∑
θ n(x)=x,x∈[a]

φn(x),

já que T n(x,g) = (x,g),x ∈ [a,g] pode ser visto como θ n(x) = x,x ∈ [a],ψn(x) = id.
Resta mostrar a desigualdade inversa, PG(θ) ≤ PG(T ). Vamos definir uma medida de
probabilidade simétrica em G (ou seja, mn(g) = mn(g−1)) do seguinte modo:

mn(g) =
1

Pn(1)
∑

v∈W n
a,ap :ψ(v)=g

π(ξ ,v).

A probabilidade está bem definida desde que |PG(θ)|< ∞. Observe que o grupo gerado
pelo suporte de mn é um subgrupo de G, e como por hipótese, G é ameno, conse-
quentemente 〈suppmn〉 é ameno. Além disso, quando o operador de Markov associado
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com o caminho aleatório simétrico dado por mn for igual a Pn(·)
Pn(1)

, teremos pelo teorema

de Kesten que ρ( Pn(·)
Pn(1)

) = 1, daí, ρ(Pn(·)) = Pn(1) e então ρn = Pn(1). Dessa forma,
para provarmos a afirmação (PG(T ) = PG(θ), se G é ameno), é suficiente mostrar que
limsuplog(ρn)/n = PG(θ) e depois limsuplog(ρn)/n≤ PG(T ).
Passo 1: Para n≥ |a|, temos ιw ∈W n

a,ap se, e somente se, w ∈W n
a,ap . Por isso,

ρn =Pn(1)= ∑
w∈W n

a,ap

π(ξ ,w)= ∑
w∈W n

a,ap

1
2
(Φn(τw(ξ ))+Φn(τιw(ξ )))= ∑

w∈W n
a,ap

Φn(τw(ξ )).

Escolha k ≥ |a| e v ∈W k
a,ap . Para n ≥ k, a propriedade de variação média de ϕ é dada

por

ρn = ∑
w∈W n

a,ap

Φn(τw(ξ ))

≥ ∑
w∈W n

a,ap :(wn−k···wn)=v
Φn(τw(ξ ))

≥C−1
k ·Z

n−k
b ·Φk(τv(ξ )) ·C−1

n−k

onde b := (a|a|)p para a = (a1 · · ·a|a|). Então,

limsup
n→∞

1
n

logρn = limsup
n→∞

1
n

log(C−1
k ·Z

n−k
b ·Φk(τv(ξ )) ·C−1

n−k)

= limsup
n→∞

1
n
(logC−1

k + logZn−k
b + logΦk(τv(ξ ))+ logC−1

n−k)

= limsup
n→∞

1
n

logZn−k
b

pois temos que limsupn
1
n logCn = 0 se, e somente se, n

√
Cn→ 1. Portanto,

limsup
n

1
n

logρn = PG(θ).

Passo 2: Para w ∈W n
a,ap , um potencial simétrico fraco implica que

Φn(τw(ξ )) =
Φn+|a|(τw(ξ ))

Φ|a|(ξ )
= (Cn ·Dn+|a|)

±1
φn(τιw(ξ )).

Por isso, existe uma sequência (D̂n), com π(ξ ,v) = Φn(τw(ξ )) · D̂n
±1 e limn→∞

n
√

D̂n =
1. Por tansitividade, existe l ∈ N e v ∈W l

apa com ψ(v) = id. Consequêntemente, por
w1,w2, ...,wk ∈W n

a,ap , temos w∗ := (w1vw2v...wkv) ∈W k(n+1)
aa e, para x ∈ [w∗],

Φk(n+1)(x)≥ (D̂n
−1 · inf{Φl(y) : y ∈ [va]})k ·

k

∏
i=1

π(x,wi)
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Isso dá origem a seguinte estimativa 〈χ(id),Pk
n (χ(id))〉 em termos da função partição

Z
k(n+1)

a,id com respeito a T como definido acima.

1
k

log〈χ(id),P
k
n (χid)〉=

1
k

log ∑
g1,··· ,gk∈G:ψ(g1),···ψ(gk)=id

π(g1) · · ·π(gk)

≤ 1
k

log ∑
v∈W l

apa:ψ(g1),···ψ(gk)=id

Φn(τv(g1)) · · ·Φn(τv(gk)) ·C±k
n · D̂n

±k

=
1
k

log(Z nk+kl
[a,id] )± 1

k
logCn±

1
k

logDn

=
n
kn

logZ nk+kl
[a,id]

Então,

limsup
k→∞

1
k

log〈χid,Pk
n (χid)〉 ≤ limsup

k

n
nk

logZ nk+kl
[a,id] .

Daí,
log(ρn)≤ limsup

k

n
nk

logZ nk+kl
[a,id] ,

logo,

limsup
n→∞

1
n

log(ρn)≤ limsup
n

1
n

logZ nk+kl
[a,id] = PG(T )

Pois, como P2
n é um operador positivo (〈χid,P2

n (χid)〉 ≤ 0) com ‖P2
n ‖ = ρ2

n , obtemos
tomando o limite para k→ ∞,k ∈ 2N e então para n→ ∞ temos o que desejamos

limsup
n

1
n

logρn ≤ PG(T ).

Portanto, provamos que se G é um grupo ameno, então PG(θ) = PG(T ).

3.4 O Teorema de Kesten para extensão por grupo
O ingrediente essencial da prova do Teorema 3.1 foi o fato de que uma medida de

probabilidade simétrica define um operador simétrico l2(G). Assim, a fim de provar
o resultado análogo do resultado de Kesten para extensões por grupos de cadeias de
Markov topológicas, resta mostrar que PG(θ) = PG(T ) implica amenidade, onde é in-
vetigado o uso da fórmula do raio espectral aplicado a operadores simétricos em l2(G)
como, por exemplo, em [9]. No entanto, o passo fundamental aqui é cuidadosamente
analisar um mergulho em l2(G) e usar um argumento baseado na rotundidade uniforme
para mostrar que no caso de grupos amenos, quase autofunções são funções indicadoras.
Os argumentos da prova contam com fortes propriedades da base ser topologicamente
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misturadora. Ou seja, teremos que assumir que a base tem a propriedade g.i.p (grandes
imagens e pré-imagens). Como uma primeira consequência da propriedade, obtemos a
existencia de um subconjunto finito de W ∞ com as seguintes propriedades:

Lema 3.2. Seja (X ,T ) uma extensão por grupo topologicamente transitiva de (ΣA,θ),
donde (ΣA,θ) tem a propriedade de grandes imagens e pré-imagens (g.i.p). Então,
existe n ∈N e um subconjunto finito J de W n tal que para cada par (β ,β ′) com β ,β ′ ∈
Ig.i.p existe wβ ,β ′ ∈ J tal que (wβ ,β ′) ∈W n e ψn(wβ ,β ′) = id.

Demonstração. Como T é topologicamente transitiva, temos que existe p ∈ N, p o
período de (X ,T ) e B1,B2, ...,Bp tal que B1∪̇...∪̇Bp = ΣA e T p|Bi é topologicamente
misturadora com i= 1, ..., p (ver [1] proposição 4.2.2). Então, para cada a∈W , ∃Na ∈N
tal que

T ps([a,g])⊃ [a,g],para todo s≥ Na e g ∈ G.

Por isso, para cada par (β ,β ′) ∈ I2
g.i.p ⊂W 2 com (β ′,β ) admissível, temos Nβ ,β ′ tal que

para cada s≥ Nβ ,β ′ existe vβ ,β ′ ∈W ps−2 tal que (β ′βvβ ,β ′β
′) é admissível e

ψps(β
′
βvβ ,β ′) =id

⇒id = ψ1(β
′).ψps−1(βvβ ,β ′)

⇒id = ψps−1(βvβ ,β ′).ψ1(β
′)

⇒id = ψps(βvβ ,β ′β
′).

Dado que Ig.i.p é finito, segue que existe k := max{pNβ ,β ′ : (β ,β ′ ∈ Ig.i.p)} tal que vβ ,β ′

pode ser escolhido para ser um elemento de W k−2. Pela possível inclusão de um número
finito de estados, podemos assumir sem perda de generalidade que o subsistema de ΣA
com Ig.i.p é topologicamente misturadora. Segue-se daí que existe algum l ∈ N tal que
cada par (β0,βl) ∈ Ig.i.p podem ser conectados por uma palavra admissível da forma

wβ0,βl
:= (β0vβ0,β1β1β2vβ2,β3β3β4...vβl−1,βl

βl).

A afirmação segue com J := {wβ ,β ′ : β ,β ′ ∈ Ig.i.p}
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Uma consequência da propriedade de grandes imagens e pré-imagens é a existên-
cia de uma medida invariante Gibbs. Isto é, se (ΣA,θ) tem a propriedade de grandes
imagens e pré-imagens e o logϕ é Hölder contínua e somável (‖Lϕ(1)‖∞ < ∞), então
existe a exp(−PG(θ ,ϕ)).ϕ (µ medida Gibbs) e uma autofunção h Hölder-contínua tal
que hdµ é uma medida de probabilidade invariante. Nota-se que (ΣA,θ) tem a pro-
priedade de Gibbs-Markov (ou seja, µ(A) = 0⇔ µ(θ−1(A)) = 0) e log dµ◦θ

dµ
Hölder).

A função logh é uniformemente limitada por cima e por baixo, assumiremos a partir
de agora, sem perda de generalidade, que PG(θ ,ϕ) = 0 e Lϕ(1) = 1, no qual pode ser
verificada facilmente a partir do teorema abaixo de Sarig (ver [19]).

Teorema 3.3. Seja (ΣA,θ) a cadeia de Markov topológica com a propriedade (g.i.p)
e o potencial ϕ somável, então existe h ≥ 0 tal que Lϕ(h) = ePG(θ) · h e logh é Hölder
contínua.

Vamos verificar que Lϕ(1)(x)= 1, onde ϕ∗= e−PG(θ)ϕ
h

h◦θ e pela proposição Lϕ(h)=
ePG(θ) ·h. Então,

Lϕ∗(1)(x) = ∑
θy=x

e−PG(θ)ϕ(y)
h(y)

h(θy)
.1 = e−PG(θ) ∑

θy=x
ϕ(y)

h(y)
h(x)

= e−PG(θ)
1

h(x) ∑
θy=x

ϕ(y)h(y)

= e−PG(θ)
1

h(x)
Lϕ(h)(x)

= e−PG(θ)
1

h(x)
ePG(θ)h(x) = 1

Agora, verifiquemos que PG(θ) = 0.

Seja Zn,ϕ = ∑
θ nx=x,x∈[a]

ϕn(x) = ∑
θ nx=x,x∈[a]

e−nPG(θ)ϕn(x)
h(x)

h(θ n(x))
. Então, para C :=

supx∈ΣA
h(x)

PG(θ ,ϕ) = limsup
n→∞

1
n

log(Zn,ϕ) = limsup
1
n
(−nPG(θ)+ log ∑

θ nx=x,x∈[a]
ϕn(x)

h(x)
h◦ (θ n(x))

)

= limsup
1
n
(−PG(θ)+ log( ∑

θ nx=x,x∈[a]
ϕn(x).C±2))

= limsup
1
n
(−nPG(θ)+ log∑ϕn(x)±2logC)

=−PG(θ)+ limsup
1
n

log∑ϕn(x)± limsup
1
n

2C
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Temos que limsup 1
n log∑ϕn(x) = PG(θ) e limsupn→∞

1
n2C = 0. Logo

PG(θ ,ϕ) =−PG(θ ,ϕ)+PG(θ ,ϕ) = 0,

como queríamos.

A existência da medida µ dá origem à seguinte definição de H1 e H∞. Dada uma
função mensurável f : X → R, g ∈ G e p = 1 ou p = ∞, definimos a norma ‖ f‖g

p :=
‖ f (.,g)‖p

J f Kp :=
√

∑
g∈G

(‖ f‖g
p)2 e Hp := { f : X → R;J f Kp < ∞}.

Portanto, temos o conjunto Hc := { f ∈ H : f é constante em Xg,∀g ∈ G} e ρ :=
exp(PG(T,ϕ))

Proposição 3.4. Os espaços de funções (H1,J·K1) e (H∞,J·K∞) são espaços de Banach,
os operadores L k

ϕ :=H∞→H∞ são limitados e existe c≥ 1 tal que JL k
ϕ K∞≤ c, ∀k∈N.

Portanto, Λk := sup({ JL k
ϕ ( f )K1
J f K1

; f ≥ 0, f ∈Hc})≤ 1 e limsupk→∞(Λk)
1
k ≥ ρ

Demonstração. Primeiro, vamos mostrar que os espaços de funções (Hp,J.Kp) são es-
paços de Banach lembrando que Hp := { f : X → R : J f Kp < ∞}.

i) Hp é um espaço vetorial:

a) 0 ∈Hp

b) Jλ f Kp =
√

∑g∈G(‖λ f‖g
p)2 =

√
|λ |2 ∑g∈G(‖ f‖g

p)2 = |λ |
√

∑g∈G(‖ f‖g
p)2 < ∞

com f ∈Hp

c) J f +hKp =
√

∑g∈G(‖ f +h‖g
p)2 ≤

√
∑g∈G(‖ f‖g

p +‖h‖g
p)2 < ∞ com f ,h∈Hp

ii) Hp é normado:

a) Jλ f Kp = 0⇒ ‖‖ f‖g
p‖l2(G) = 0⇒ ‖ f‖g

p = 0∀g ∈ G, por l2(G) ser normado
⇒ f |Xg = 0 quase todo ponto (q.t.p), por Lp(µ)

b) Jλ f Kp = |λ |J f Kp

c) J f +hKp = ‖‖ f +h‖g
p‖l2(G) ≤ ‖‖ f‖g

p +‖h‖g
p‖l2(G) ≤ J f Kp + JhKp

iii) Hp é completo: Seja ( fn) uma sequência de Cauchy em Hp, então como l2(G) é
um espaço de Banach, faz-se um mergulho desta norma em l2(G), e então temos
que ‖ fn‖g

p converge.
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Agora, mostremos que os operadores L k
ϕ := H∞→H∞ são limitados e existe c≥ 1 tal

que JL k
ϕ K∞ ≤ c. Seja f ∈H∞ e k ∈ N, usando a desigualdade de Jensen (ver [17]) e a

conformalidade de µ , então:

JL k
ϕ ( f )K2

∞ ≤ ∑
g∈G
‖L k

ϕ ( f )(g)‖2
∞

= ∑
g∈G

∣∣∣∣sup
x

∑
v∈W k

ϕk ◦ τv(x) f (gψk(v)−1)

∣∣∣∣2
≤ ∑

g∈G
sup

x
∑

v∈W k

|ϕk ◦ τv(x) f (gψk(v)−1)|2

= ∑
g∈G

sup
x

∑
v∈W k

ϕk ◦ τv(x)| f (gψk(v)−1)|2

≤ c · ∑
v∈W k

µ([v])J f K2
∞

= c · J f K2
∞

onde c é dado pela propriedade da medida de Gibbs µ em ΣA. Daí, c é um limite superior
para JL k

ϕ K∞, independente de k.

Finalmente veremos que Λk := sup({ JL k
ϕ ( f )K1
J f K1

; f ≥ 0, f ∈Hc})≤ 1 e limsupk→∞(Λk)
1
k ≥

ρ .
Seja f ∈Hc. Segue a partir da conformalidade de µ que

JL k
ϕ ( f )K1 ≤ ∑

v∈W k

Jϕk ◦ τv. f ◦ τvK1

= ∑
v∈W k

(
∑

g∈G
(
∫
|ϕk ◦ τv f ◦ τv(·,g)|dµ)2

) 1
2

= ∑
v∈W k

(
∑

g∈G
µ([v])2 f (x,gψk(v)−1)2

) 1
2

= J f K1,

onde x ∈ ΣA é arbitrário. Portanto, Λk ≤ 1 para todo k ∈ N.
Observe que a propriedade de Gibbs para µ implica que

JL n
ϕ (χXid)K1 ≥ ‖L n

ϕ (χXid)‖
id
1 = ∑

v:ψn(v)=id
µ([v])� ∑

x:T n(x,id)=(x,id)
ϕn(x)≥ Zn

a,id

para todo a ∈W 1. Portanto, limsupn→∞(Λn)
1
n ≥ ρ .
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A prova do resultado seguinte é inspirada por um argumento de Day (ver [4], Lema
4) que se baseia na rotundidade de l2(G). Recordemos que um espaço de Banach (B,‖ ·
‖) é uniformemente rotundo (ou estritamente convexo) se para todo δ > 0, existe ε > 0
tal que, para todo f ,g com ‖ f −g‖ ≥ δ e ‖ f‖= ‖g‖= 1, então ‖ f +g‖ ≤ 2− ε . Note
que o espaço H não tem esta propriedade, mas o subespaço fechado Hc é isomorfo a
l2(G). Uma vez que o l2(G) é uniformemente rotundo, segue-se que Hc tem esta boa
propriedade.

Este lema é de grande importância para a demostração do teorema [3.6], será enunci-
ado e demonstrado em duas etapas. Inicialmente vamos fazer uma prova mais simples,
onde vamos considerar ΣA como o shift completo, o potencial constante (ϕ|[a] cons-
tante para todo a ∈W 1) e |W 1|< ∞. Daí comentaremos sobre as hipóteses caso fossem
retiradas e então faremos a prova com as hipóteses pedidas no lema e no Teorema 3.6.

Lema 3.5. Seja ρ = 1. Então existe n ∈N tal que, dado ε > 0 existe f ∈Hc com f ≥ 0
e JL n

ϕ ( f )− f K1 ≤ εJ f K1.

Demonstração. (Assumindo que ΣA é um shift completo, o potencial é constante e
|W 1|< ∞). Por hipótese temos que ρ = 1, ou seja, PG(T ) = PG(θ) = 0, daí ePG(T ) = 1.
Afirmamos que,

inf{JL k( f )− f K1 : f ∈Hc,J f K1 = 1}= 0

A estratégia da prova é supor δ1 := inf{JL k( f )− f K1 : f ∈Hc,J f K1 = 1} > 0, com
k dado tal que J ⊂W k subconjunto finito dado pelo Lema 3.2, então vamos obter a
contradição ρ 6= 1. Para facilitar a notação, vamos notar ϕv = ϕ ◦ τv e fv = f ◦ τv.

Suponha, para todo f ∈Hc,J f K = 1,JL k( f )− f K1 ≥ δ1. Usando Lϕ(1) = 1, a
desigualdade triangular e que o potencial é constante, obtemos

δ1 ≤ JL k( f )− f K1 = JL k( f )−1. f K1 = JL k( f )−L k(1) f K1

= J ∑
v∈W k

ϕv( fv− f )K1 ≤ ∑
v∈W k

ϕvJ fv− f K1

A partir de um argumento de soma convexa, temos que existe w≡ w f (pois depende
de f ) tal que δ1 ≤ J fw− f K1. Então,

J fw− f K2
1 = ∑

g∈G
(
∫
| fw(x,g)− f (x,g)|χθ k([w])×Gdµ(x))2

= ∑
g∈G

(| fw(x,gψ
−1
w )− f (x,g)|)2

= ‖ f̂w− f̂‖2
l2(G)

Na última passagem referimos f̂ (gψ−1
w ) = fw(x,gψ−1

w ) e f̂ (g) = f (x,g). Como o es-
paço Hc é uniformemente rotundo, então temos que existe uma constante uniforme
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δ2 > 0 tal que 1
2‖ f̂w + f̂‖l2(G) < 1− δ2, e pelo Lema 3.2, existe u tal que ψn(u) = id.

Então, como f é constante e fu = f obtemos ainda que

1
2
‖ f̂w + f̂u‖l2(G) < 1−δ2,

e daí, 1
2J fw(x, ·)+ fu(x, ·)K1 < 1−δ2

Portanto,

JL k( f )K≤ ∑
v6=w,u

Jϕv. fvK+ Jϕw. fw +ϕu. fuK

≤ ∑
v6=w,u

ϕvJ fvK+ J(ϕw−α) fw +(ϕu−α) fuK+αJ fw + fuK

≤ ∑
v∈W k

ϕv−2α +2α(1−δ2)

= 1−2αδ2

onde 2α := inf{ϕv : v ∈W k}> 0 e usamos também acima que J fvK = 1.
Logo, sup JL kn( f )K

J f K =: ρn ≤ (1−2αδ2)
n. Chegando num absurdo. Provando o lema

3.5 no caso mais simples.

Comentários: A demonstração da versão deste lema, ao qual são utilizadas hipóteses
como o conjunto de palavras |W 1|<∞, o potencial ϕ constante e a aplicação shift sendo
completa, torna-o mais fácil e interessante para entender todo o processo da demon-
stração. Vale agora fazer algumas observações, no qual, tirando estas hipóteses acima
sitadas, o que mudaria na demostração e como seria solucionado. Daí, depois faremos
a prova completa do lema.

1) Se |W 1|= ∞;

Supomos na prova acima que 2α := in f{ϕv : v ∈W k} > 0, mas se |W 1| = ∞,
não poderiamos garantir esta desigualdade. Uma solução para isso, é tomar um
subconjunto W p finito (é possível) e w≡ w f ∈W p ⊂W k.

2) Se o potencial ϕ é considerado não constante;

Temos ∑v∈W kJϕv( fv− f )K�∑v∈W k µ([v])J fv− f K, por um argumento da medida
µ ser ϕ-conforme, onde ∑v∈W k ϕv�∑v∈W k µ([v]). Daí a solução, seria fazer esta
troca em toda a demonstração.

3) Se a aplicação shift não é completa.

Temos que χθ k([w f ])×G não tem valor sempre 1. Daí, na passagem da prova

acima da equação 1
2J fw(x, ·)+ fu(x, ·)K ≤ 1−δ2 temos que substituir fw(x, ·) por
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f ◦ τwχθ k([w])×G e fu(x, ·) por f ◦ τuχθ k([u])×G. Além disso, na passagem fu = f ,
temos fu = f ◦τuχθ k([u])×G. Faremos uma modificação JL k( f )K1 ≤ 1−2αδ2 por
‖L k f (x, ·)‖l2(G)≤ 1−2αδ2 e a solução é obter uma estimativa ‖L kn( f )(x, ·)‖l2(G)≤
(1−2αδ2)

n.

4) Faremos também uma construção iterada (decaimento exponencial) para encon-
trar o desejado.

Agora, estamos em condições de fazer a demostração do lema.

Demonstração. (Caso geral) É equivalente escrever o resultado, se ρ = 1, então existe
n ∈ N e f ∈Hc com f ≥ 0 tal que inf{ JL n

ϕ ( f )− f K1
J f K1

}= 0. Faremos uma prova por contra

positiva. Seja k dado tal que J ⊂W k subconjunto finito (dado pelo Lema [3.2]) e seja

δ1 := inf{ JL k
ϕ ( f )− f K1
J f K1

: f ∈Hc, f ≥ 0, f 6= 0}> 0
Passo 1: Começamos mostrando que δ1 > 0 implica que existe um conjunto finito de

palavras tal que, para todo x ∈ ΣA e f ∈Hc, a estimativa (6) abaixo vale e duas palavras
arbitrárias podem ser unidas por elementos deste conjunto finito.

Escolha um conjunto finito W ∗ ⊂W k com ∑v∈W k\W ∗ µ([v]) ≤ δ/4. Para f ∈Hc,
tem-se que

J ∑
v∈W k\W ∗

ϕk ◦ τv. f ◦ τvK1 ≤ ∑
v∈W k\W ∗

Jϕk ◦ τv. f ◦ τvK1 ≤ ∑
v∈W k\W ∗

µ([v])J f K1 ≤ δ1J f K1/4

Usando Lϕ(1) = 1 e a desigualdade triangular, em seguida temos:

δ1J f K1 ≤ JL k
ϕ ( f )− f K1 = JL k

ϕ ( f )−1. f K1

= JL k
ϕ ( f )−L k

ϕ (1) f K1

= J ∑
v∈W k

ϕk ◦ τv( f ◦ τv− f )K1

≤ ∑
v∈W ∗

Jϕk ◦ τv( f ◦ τv− f )K1 + J ∑
v/∈W ∗

ϕk ◦ τv( f ◦ τv− f )K1

= ∑
v∈W ∗

Jϕk ◦ τv( f ◦ τv− f )K1 + J ∑
v/∈W ∗

ϕk ◦ τv. f ◦ τv)K1 + J ∑
v/∈W ∗

ϕk ◦ τv. f K1

≤ ∑
v∈W ∗

µ([v])J( f ◦ τv− f )χθ k([v])×GK1 +2δ1J f K1/4

Então,
δ1J f K1 ≤ ∑

v∈W ∗
µ([v])J( f ◦ τv− f )χθ k([v])×GK1 +δ1J f K1/2.

A partir de um argumento de soma convexa, temos que existe w ≡ w f ∈W ∗ tal que
J( f ◦ τw f )χθ k([v])×GK1 ≥ δ1J f K1/2. Note que a propriedade de grandes imagens e pré-
imagens implica que µ(θ k([v])) é uniformemente limitada inferiormente para todo v ∈
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W k. De fato, pela propriedade g.i.p temos que existe β ∈ Ig.i.p tal que vβ é admissível,
então θ k([v])⊃ [β ] o que garante que µ(θ k([v]))≥ µ([β ])≥min{µ([β ]);β ∈ Ig.i.p}.

Seja f̂ (g) referindo a f (x,g). Obtemos que:

J( f ◦ τw f − f )χθ k([w])×GK1 =

(
∑

g∈G
(
∫
| f ◦ τw f − f |χθ k([w])dµ(x,g))2

) 1
2

= µ(θ k([w f ]))‖ f̂ − f̂ (·ψ−1
w f

)‖l2(G)�‖ f̂ − f̂ (·ψ−1
w f

)‖l2(G)

Para x∈ ΣA e a∈ Ig.i.p com [a]⊂ θ k([w f ]), escolha wa,wx ∈ J tal que x∈ θ k([wx]),(waa)
é admissível, e u := (wawx),v := (w f wx) em W 2k. Uma vez que ψk(wa) = ψk(wx) = id
e f ∈Hc, temos ψ2k(u) = ψ2k(wawx) = ψk(wa)ψk(wx) = id e ψ2k(v) = ψ2k(w f wx) =
ψk(w f )ψk(wx) = ψk(w f ). A rotundidade uniforme de Hc (pois Hc é isomorfo l2(G))
implica que existe uma constante uniforme δ2 > 0 tal que

‖ f ◦ τu(x, ·)+ f ◦ τv(x, ·)‖l2(G) ≤ 2(1−δ2)J f K1,∀x ∈ [a]. (6)

Então, podemos escolher wa ∈ J tal que existe β ∈ Ig.i.p com [wa]∪ [w f ] ⊂ θ([β ]).
Substituindo u e v com (wu) e (wv), respectivamente, para alguma palavra admissível
w ∈ Jm−2 e m ∈ N (será definido mais adiante), pode-se assumir que existe um sub-
conjunto finito W p ⊂W mk com a seguinte propriedade: Para todo wi ∈W ni, i = 1,2 e
f ∈Hc, existe u(w1, f ,w2) e v(w1, f ,w2) em W p tal que:

1) a estimativa (6) vale para u := u(w1, f ,w2) e v := v(w1, f ,w2) com x ∈ [w2];

2) as primeiras k(m−2) letras de u(w1, f ,w2) e v(w1, f ,w2) coincidem;

3) w1u(w1, f ,w2)w2 e w1v(w1, f ,w2)w2 são admissíveis.

Passo 2: A fim de obter a estimativa (8) abaixo, provamos que as "oscilações"do
potencial ϕ pode ser absorvido pelo fator uniforme de (6). Observe que por logϕ ser
Hölder contínua, podemos escolher m tal que, dado τu(x) e τv(x) ∈W p, temos

| logΦn ◦ τw1(τu(x))− logΦn ◦ τw1(τv(x))| ≤ crn

| log
Φn ◦ τw1(τu(x))
Φn ◦ τw1(τv(x))

| ≤
√

1−δ2

√
1−δ2 ≤

Φn ◦ τw1(τu(x))
Φn ◦ τw1(τv(x))

≤ (
√

1−δ2)
−1 (7)

para todo n ∈ N e w1 ∈W n. Além disso, como |W p|< ∞, temos:

2α := inf({Φmk(τu(x)) : x ∈ θ
mk([u]),u ∈W p})> 0.



32

Dividindo cada u∈W p em duas palavras u1 e u2 e definindo Φmk(τu2(x)) :=Φmk(τu(x))−
α e Φmk(τu1(x)) := α para cada x ∈ θ mk([u]), podemos assumir, sem perda de general-
idade, que Φmk(τu(x)) = α,∀x ∈ θ mk([u]) e u ∈W p.

Combinando as considerações acima, temos condições de provar a estimativa princi-
pal com respeito a W p, para uma dada função f ∈Hc e (k+1) palavras finitas wi ∈W ni ,
para i = 0,1, ...,k. Para uma palavra finita w, o conjunto fw(x,g) := f (τw(x),gψ−1

w ), e
defina por indução, para j = 1,2, ...,k,

f j := ∑
(i1,...,i j−1)∈{1,2} j−1

f
w0u(i1)1 w1...u

(i j−1)
j−1 w j−1

,

onde u(1)j := u(w j−1, f ,w j),u
(2)
j := v(w j−1, f ,w j) Então temos, onde N := n0 + n1 +

...+nn +nmk,

‖ ∑
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 w1...u
(in)
n wn

(x)). f (τ
w0u(i1)1 w1...u

(in)
n wn

)(x, ·)‖l2(G)

≤
(

max
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 ...u(in)n wn
)(x)

)
‖ ∑
(i1,...,in)∈{1,2}n

f̂
w0u(i1)1 ...wn−1

(·ψ−1
wn

ψ
−1
u(in)n

)‖l2(G)

=

(
max

(i1,...,in)∈{1,2}n
φN(τw0u(i1)1 ...u(in)n wn

)(x)
)
‖ ∑

in∈{1,2}
f̂n(·ψ−1

u(in)n
)‖l2(G)

≤
(

max
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 ...u(in)n wn
)(x)

)
(2(1−δ2))‖ ∑

in−1∈{1,2}
f̂n−1(·ψ−1

u
(in−1)
n−1

)‖l2(G)

Combinando (7) com ϕmk|[u] = α,∀u ∈W p, obtemos que, com δ3 := 1−
√

1−δ2,

‖ ∑
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 w1...u
(in)
n wn

(x)). f (τ
w0u(i1)1 w1...u

(in)
n wn

)(x, ·)‖l2(G)

≤
(

max
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 ...u(in)n wn
)(x)

)
(2(1−δ2))

nJ f K1

≤
(

∑
(i1,...,in)∈{1,2}n

φN(τw0u(i1)1 ...u(in)n wn
)(x)

)
(1−δ3)

nJ f K1 (8)

Passo 3: Provemos que δ1 > 0 implica que ‖L nmk
ϕ ( f )(x, ·)‖l2(G) decai exponencial-

mente e mostremos que esta é uma contradição para a afirmação da Proposicão 3.4. Fixe
f ∈Hc e x ∈ ΣA. Para n ∈ N, referimos a F como o conjunto de todos os subconjun-
tos {1,2,...n} e defina, para cada ω := {k1,k2, ...,kd} ∈F , um subconjunto Vω ∈W nmk

como segue. A palavra w = (w1...wn) ∈W nmk é um elemento de Vω se, e somente se,
existe w(i j)

k j
∈W p, para i j = 1,2 e j = 1, ...,d tal que wk j = w(1)

k j
e

‖∑
∗

φnmk(τv(x)) f (τv(x, ·))‖l2(G) ≤
(

∑
∗

φnmk(τv(x))
)
(1−δ3)

|ω|J f K1,
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onde * representa o somatório sobre todo v = (v1...vn) com vi = wi, para i /∈ ω e vi ∈
{w(1)

i ,w(2)
i } para i ∈ ω . Podemos observar que a construção de u(1)i e u(2)i acima e a

estimativa (8) implica que {Vω : ω ∈F} é uma cobertura de W nmk. Portanto,

V ∗ω := Vω\
(
∪ω⊂ω ′,ω 6=ω ′ Vω ′

)
define uma partição de W nmk. Portanto, para ω := {k1,k2, ...,kd}, j ∈ {1, ...,d} tal que
k j−1 /∈ ω e w1...wn ∈ V ∗ω , temos:

∑
v1...vk j−1wk j ...wn∈V ∗ω

φmk(τvk j−1wk j ...wn(x))≤ 1−2α,

desde que exista pelo menos um par de elementos w(i)(i = 1,2) ∈W p tal que

w1...w(1)wk j ...wn ∈ V ∗ω com ω
′ = ω ∪{k j−1}.

Daí,

‖L nmk
φ ( f )(x, ·)‖l2(G) = ‖ ∑

ω∈F
∑

w∈V ∗ω
φnmk(τw(x)) f̂ (·ψ−1

w )‖l2(G)

≤ ∑
ω∈F

(1−2α)n−|ω|(2α)|ω|(1−δ3)
|ω|J f K1

=
n

∑
j=0

(1−2αδ )n−k(2α(1−δ3))
kJ f K1

= (1−2αδ )nJ f K1.

Aplicando a desigualdade de Jensen, obtemos

JL nmk
φ ( f )K1 ≤ (1−2αδ )nJ f K1.

Pela proposição anterior, temos limsupk→∞

(
JL nmk

φ
( f )K1

J f K1

) 1
nmk

≥ ρ = ePG(T ). Como PG(T )=

PG(θ) e, sem perda de generalidade, PG(T ) = 0, logo ρ = 1. Mas,

1≤ limsup
k→∞

(JL nmk
φ

( f )K1

J f K1

) 1
nmk

≤ (1−2αδ )
1

mk < 1

onde obtemos uma contradição para ρ = 1. Portanto, δ1 = 0.

Dessa forma, estamos em posição de provar a recíproca do Teorema 3.6.
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Teorema 3.6 (Stadlbauer,2013). Seja (ΣA,θ) uma cadeia de Markov topológica com a
propriedade g.i.p., (X ,T ) uma G-extensão topologicamente transitiva e o potencial ϕ

Hölder contínua e somável (‖Lϕ(1)‖∞ < ∞). Então, PG(T,ϕ) = PG(θ ,ϕ) implica que
o grupo G é ameno.

Demonstração. Assuma, sem perda de generalidade, que PG(θ ,ϕ) = 0 e escolha um
subconjunto finito K ⊂ G. Como T é topologicamente transitiva, segue de uma decom-
posição de T em componentes misturadoras, que existe m ∈ N tal que m é um múltiplo
de n visto no Lema 3.5 e K ⊂ {ψ(v) : v ∈W m}. Em particular, existe um subconjunto
finito WK ⊂W m com K = {ψ(v) : v ∈WK}.

Pelo Lema 3.5, temos que existe uma sequência de funções positivas ( fk)∈Hc com
limk→∞JL m( fk)− fkK= 0, com fk ≥ 0 e J fkK= 1,∀k ∈N. Note que, em particular, esta
igualdade implica também que limk→∞JL m( fk)K = 1 .Queremos mostrar inicialmente
que

J( fk ◦ τv− fk)χθ m([v]×G)K1 −→ 0,∀v ∈Wk.

Suponha que existe v ∈WK com liminfJ( fk ◦ τv− fk)χθ m([v]×G)K1 > 0. Pelo mesmo
argumento feito no primeiro passo da prova do lema anterior, a rotundidade uniforme
implica que limk→∞JL m( fk)K1 ≤ c, o qual c > 1. Assim chegamos a uma contradição,
já que JL m( fk)K1 = 1. Por isso, liminfk→∞J( fk ◦ τv− fk)χθ m([v]×G)K1 = 0,∀v ∈WK e
tomando uma subsequência, podemos assumir, sem perda de generalidade, que

lim
k→∞

J( fk ◦ τv− fk)χθ m([v]×G)K1 = 0,∀v ∈WK. (9)

Vamos denotar, como no lema anterior, f̂k(g) := fk(x,g), e obter uma estimativa com as
normas ‖ · ‖1 e ‖ · ‖2. Usando a desigualdade de Hölder e h ∈ G, temos que

‖ f̂ 2
k (·)− f̂ 2

k (·h)‖1 = ∑
g∈G
| f̂ 2

k (g)− f̂ 2
k (gh)|

= ∑
g∈G
| f̂k(g)− f̂k(gh)| · | f̂k(g)+ f̂k(gh)|

≤ ‖ f̂k(·)− f̂k(·h)‖2‖ f̂k(·)− f̂k(·h)‖2

≤ 2‖ f̂k(·)− f̂k(·h)‖2. (10)

Por outro lado, agora fixe k (onde definiremos depois) e utilize a seguinte representação
de f̂ 2

k . Existe p ∈ N∪{∞} e λi > 0 e tome Ai ⊂ G com Ai ⊂ Ai+1, para 1 ≤ i < p, tal
que f̂ 2

k = ∑
p
i=1 λiχAi , pois f̂k ∈Hc e sendo escrita como f̂k = ∑

p
i=1 λiχAi , o quadrado de

f̂k ainda assim não muda. Em particular, observe que ∑
p
i=1 λi|Ai| = 1 e que (Aih\Ai)∩
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(A j\A jh) =� por monotocidade de (Ai). Por isso,

‖ f̂ 2
k (·)− f̂ 2

k (·h)‖1 = ∑
g∈G
|

p

∑
i=1

λiχAi(g)−
p

∑
i=1

λiχAi(gh)|

= ∑
g∈G
|

p

∑
i=1

λi(χAi(g)−χAih−1(g))|

= ∑
g∈G

p

∑
i=1

λiχAi4Aih−1(g)

=
p

∑
i=1

λi|Ai4Aih−1| (11)

Observando que estas passagens acima utilizou-se argumentos similares à prova do Teo-
rema de Kesten, estamos em condições de provar a amenidade de G. Para ε > 0, escolha
k tal que,

J( fk ◦ τv− fk)χθ m([v]×G)K1 = ‖ f̂k(·ψm(v)−1)− f̂k(·)‖2.

Por (9), vamos obter a igualdade

‖ f̂k(·)− f̂k(·ψm(v)−1)‖2 ≤
ε

|K|
,∀v ∈WK.

Tomamos na estimativa anterior a cardinalidade de K, |K|, pois queremos o resultado
para todo v ∈WK e não visto somente para h pontualmente, mas para todo h ∈ K.

Daí, combinando a estimativa (10) e a identidade (11), isso implica que

‖ f̂k(·)− f̂k(·ψm(v)−1)‖2 ≥
1
2
‖ f̂ 2

k (·)− f̂ 2
k (·ψm(v)−1)‖1

=
1
2

p

∑
i=1

λi|Ai4Aih−1|

Então,
1
2

p

∑
i=1

λi|Ai4Aih−1| ≤ ε

|K|

Daí, existe i tal que
∑

h∈K
|Aih4Ai| ≤ 2ε.

De fato, suponha que 1
2 ∑

p
i=1 λi ∑h∈K |Ai4Aih−1|> ε . Daí 1

2 ∑
p
i=1 λi|Ai|∑h∈K

|Ai4Aih−1|
|Ai| >

ε , ∀1 ≤ i ≤ p. Mas ∑
p
i=1 λi|Ai| = 1, então existe 1 ≤ i ≤ p tal que ∑h∈K |Ai4Aih−1| ≤

2|Ai|. Por propriedade elementar de grupo, onde a função é bijetiva, então temos
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|Ai4Aih−1|.h = |Aih4Ai|. Aqui temos o argumento no qual podemos escolher a auto-
função como a função indicadora.

Note que o argumento acima, mostra que para cada conjunto finito K e ε > 0, existe
um conjunto A, (K,ε)-Følner, onde A é finito e

∑
h∈K
|Ah4A| ≤ ε|A|.

Observe que para a definição de amenidade, falta mostrar que uma sequência (An)
Følner, (An↗ G) e ∪nAn = G. Logo, faremos a construção, escolhendo uma sequência
de conjuntos finitos (Kn) com Kn↗ G e assuma, por indução, que An+1 é um conjunto
(Kn∪An,1/n)-Følner. Então, é fácil ver que

limn→∞

|gAn4An|
An

= 0,∀g ∈ G, pois ∀g, ∃N tal que g ∈ Kn, ∀n≥ N.

Portanto, conseguimos mostrar que G é ameno.

Agora, vamos mostrar uma versão dos teoremas acima, baseada no artigo de Jaerisch
(ver [13]). A demonstração de uma implicação do teorema foi baseada no teorema de
Stadlbauer e a outra implicação diferencia da apresentada anteriormente, por não pre-
cisar de noções de simetria. Vamos enunciar o teorema e antes de demonstrá-lo, definire-
mos dois operadores e apresentaremos um lema que será utilizado na demonstração do
teorema que se segue:

Teorema 3.7. Seja (ΣA,θ) a cadeia de Markov topológica topologicamente mistu-
radora com a propriedade g.i.p e seja T uma extensão por grupo associada. Seja ϕ

potencial Hölder contínuo com PG(θ ,ϕ)< ∞. Então, temos que logρ(Lϕ) = PG(θ ,ϕ)
se, e somente se, G é ameno.

Definição 3.1. Definimos os operadores lineares A : H∞→Hc e Tn : Hc→Hc, para
f ∈H∞ e n ∈ N dado por

A( f ) := ∑
g∈G

(∫
f (·,g)dµ

)
χΣ×{g} e Tn := AL n

ϕ |Hc .

Claramente, os operadores lineares A e Tn são positivos e limitados com ‖A‖ =
1 e ‖Tn‖ ≤ ‖A‖‖L n‖ = ‖L n‖, para cada n ∈ N. O lema apresentado em seguida e
sua prova é muito parecida com a Proposição 3.4, porém vamos fazê-lo pois agora
utilizaremos os dois operadores lineares da Definição (3.1).

Lema 3.8. Assuma as hipóteses do teorema acima e suponha ainda que Lϕ(1) = 1.
Então, temos que
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1) ‖Tn‖= Λn,n ∈ N.

2) ‖Tn‖ ≤ ‖L n
ϕ ‖ ≤C‖Tn‖,n ∈ N.

3) limn→∞ ‖Tn‖
1
n = limn(Λn)

1
n = ρ(Lϕ).

Demonstração. 1) Seja n∈N. Como Tn é positivo e JTn( f )K∞ = supJ f K=1JTn( f )K1 =
supJAL n

ϕ ( f )K1 = supJL n
ϕ ( f )K1 = Λn para cada f ∈Hc.

2) Como ‖A‖= 1, temos ‖Tn‖ ≤ ‖A‖‖L n
ϕ ‖= ‖L n

ϕ ‖ provando a primeira desigual-
dade. Para provar a segunda desigualdade mostramos que

‖L n
ϕ ‖= sup{JL n

ϕ ( f )K∞ : f ∈Hc,J f K∞ = 1}.

Para cada f ∈H∞, existe f̂ ∈Hc, dado por f̂ (x,g) := ‖ f (·,g)‖, (x,g) ∈ ΣA×G,
satisfazendo J f̂ K∞ = J f K∞ e JL n

ϕ ( f )K∞≤ JL n
ϕ ( f̂ )K∞. Para provar ‖L n

ϕ ‖≤C‖Tn‖,
seja f ∈Hc. Pela propriedade de Gibbs (4) para µ , existe C≥ 1 tal que, para cada
g ∈ G e x0 ∈ ΣA,

‖L n
ϕ ( f )(·,g)‖∞ ≤ ∑

w∈W n
supφn ◦ τw f (x0,gψ

−1
w )≤C ∑

w∈W n
µ([w]) f (x0,gψ

−1
w ).

Como a medida µ é conforme temos µ([w]) =
∫

L n
ϕ (χ[w])dµ , para cada w ∈W n.

Assim, obtemos

∑
w∈W n

µ([w]) f (x0,gψ
−1
w ) = ∑

w∈W n

∫
L n

ϕ (χ[w]) f (x0,gψ
−1
w )dµ

= ∑
w∈W n

∫
L n

ϕ (χ[w]×G( f ))(·,g)dµ

=
∫

L n
ϕ ( f )(·,g)dµ

= ‖L n
ϕ ( f )(·,g)‖1.

3) Combinando (1), (2) e a fórmula de Gelfand para o raio espectral temos limn→∞ ‖Tn‖
1
n =

limn→∞(Λn)
1
n por (1) e limn→∞ ‖Tn‖

1
n ≤ limn‖L n

ϕ ‖
1
n ≤C lim‖Tn‖

1
n por (2). Pela

fórmula de Gelfand ρ(Lϕ) = lim‖L n
ϕ ‖

1
n , portanto,

limn→∞‖Tn‖
1
n = lim(Λn)

1
n = ρ(Lϕ).

Agora, vejamos a demostração do Teorema 3.7.
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Demonstração. Sem perda de generalidade, temos PG(θ) = 0 e Lϕ(1) = 1. Vamos
mostrar que logρ(Lϕ)=PG(θ ,ϕ) implica G é ameno. Como PG(θ)= 0, então ρ(Lϕ)=
1. Supondo que ρ(Lϕ)= 1, então para todo ε > 0, existe uma função f ∈Hc com f ≥ 0
tal que JLϕ( f )− f K≤ εJ f K, daí pelo Lema 3.5 temos a função indicadora satisfazendo.
E portanto, pelo Teorema 3.6 que o grupo G é ameno.

Agora, para provar a implicação recíproca, suponha que G é ameno. Segue a partir
das definições dos operadores lineares A e Tn que

Tn( f )(g) = A(L n
ϕ ( f )(g))

= A
(

∑
v∈W n

φn ◦ τv(ξ ) f ◦ τv(ξ ,g)
)

= ∑
g∈G

(∫
∑

v∈W n
φn ◦v (ξ )dµ f ◦ τv(ξ ,g)

)
χXg

= ∑
g∈G

(
∑

v∈W n
µ([v]) f (x0,gψ

−1
v )

)
χXg

Usando na última passagem a conformalidade. Aqui, temos que Tn é um operador de
convolução com respeito a probabilidade de densidade em G dado por µ({x ∈ ΣA :
ψ(x1, ...,xn) = g}) para cada g ∈ G.

Daí, por um resultado bem conhecido de Day (ver [4], teorema 1) segue que ‖Tn‖=
1. Portanto, segue do Lema 3.8 que

lim
n→∞
‖Tn‖

1
n = ρ(Lϕ) = 1

como queríamos.
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