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Resumo

A teoria dos solitons de Ricci desempenha um papel fundamental no estudo dos
fluxos de Ricci Hamiltonianos. Tal estudo serviu de base para a demonstracao da Con-
jectura de Poincaré, problema que durou muitos anos na Matematica e s6 foi solucionado
por Gregori Perelman em 2002. Este trabalho tem como objetivo estudar a demonstra-
¢ao do Teorema de decomposi¢ao de Hodge-de Rham e apresentar resultados acerca dos
solitons de Ricci obtidos a partir deste. Encontram-se estes resultados no artigo "Some
applications of the Hodge-de Rham decomposition to Ricci solitons", de C. Aquino, A.
Barros e E. Ribeiro Jr.

Palavras-chave: Formula de Bochner; Teorema de decomposicao de Hodge-de Rham;

Solitons de Ricei.



Abstract

The theory of Ricci solitons plays an essential role on the study of Hamilton’s
Ricci flow. This study has served as a basis to the proof of Poincaré conjecture, a problem
that lasted for many years in mathematics and was proved by Gregori Perelman in 2002.
The aim of this work is to prove the Hodge-de Rham decomposition Theorem and to
present some results about Ricci solitons obtained from it. This results can be founded
on the paper "Some applications of the Hodge-de Rham decomposition to Ricci solitons",
due to C. Aquino, A. Barros and E. Ribeiro Jr.

Keywords: Bochner’s Formula; Hodge-de Rham decomposition Theorem; Ricci solitons.
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Introducao

Um soliton de Ricci é uma variedade Riemanniana (M, g), onde g denota a mé-

trica, dotada de um campo vetorial X que satisfaz
, 1
Ric + §£Xg = \g,

onde A\ é uma constante e Lxg ¢ a derivada de Lie da métrica g com respeito a X.

Quando X é um campo vetorial gradiente V f de uma funcao f em (M, g), tal
variedade é chamada de soliton de Ricci gradiente. Neste caso, a equacgao acima pode ser
escrita como

Ric+ V%f = \g,
onde V2f ¢ a Hessiana de f.

Para solitons de Ricci compactos, Perelman mostrou que eles sao sempre solitons
de Ricci gradientes. Mais precisamente, existe uma funcao diferenciavel, f : M — R
tal que o campo que define o soliton pode ser dado pelo gradiente de f. Esta funcao é

chamada de potencial de Perelman.

Dado um campo de vetores X sobre uma variedade Riemanniana compacta orien-
tada M, o Teorema de decomposicao de Hodge-de Rham mostra que podemos decompor
X como soma de um campo Y livre de divergéncia (divY = 0) e o gradiente de uma
funcao h,

X =Y+ Vh.

Tal fungao h é chamada de potencial de Hodge-de Rham.

Neste trabalho, apresentaremos resultados, contidos no artigo [1], acerca dos so-
litons de Ricci obtidos utilizando o Teorema de decomposigao de Hodge-de Rham. O

primeiro desses resultados é o que relaciona os potenciais de Perelman e de Hodge-de
Rham.

Teorema 0.1. Seja (M, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entao o potencial de Perel-

man €, a menos de uma constante, o potencial de Hodge-de Rham.

Diremos que um soliton de Ricci compacto (M™, g,V f) é trivial se o potencial
2



de Perelman, f, é constante. Apresentaremos condic¢oes suficientes para garantir que um

soliton de Ricci é trivial:

i. Se X é um campo de vetores de Killing, entao o soliton é trivial.

ii. Se / (X,Vh) <0, onde h é o potencial de Hodge-de Rham, entéo o soliton é trivial.
M

Mais ainda, apresentaremos a prova de dois Teoremas de classificagao, a saber:

Teorema 0.2. Seja (M?, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entao, o soliton € trivial

ou M? € conformemente equivalente a esfera S?.

Teorema 0.3. Para um soliton de Ricci conforme (M™, g, X)) comn > 3, vale o sequinte:
i. Se M € compacto, entao X € um campo de vetores de Killing.

ii. Se M ¢é um soliton gradiente nao-compacto, entao o soliton é Gaussiano ou X é um

campo de vetores de Killing.

Por fim, apresentaremos a demonstracao de um resultado que nos fornece um
limite inferior para o primeiro autovalor do laplaciano do potencial de Perelman de um

soliton de Ricci conforme e compacto.

Teorema 0.4. Seja (M", g, X) um soliton de Ricci conforme compacto. Se n > 3, entdo

o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz

AL >

n—1

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, M™ € isométrica a esfera euclideana

canonica S™(r).

Esta dissertacao esté dividida em trés capitulos. No capitulo 1, apresentaremos
alguns conceitos da Geometria Riemanniana que serao usados nos capitulos seguintes.
Além disso, é apresentado o Teorema de E. Hopf e a formula de Bochner. Veremos, no
capitulo 2, a demonstracao de alguns resultados sobre formas em variedades, em particu-
lar, o Teorema de Decomposicao de Hodge-de Rham, o qual é muito usado no capitulo
3. Por fim, no capitulo 3, definiremos e exemplificaremos a Teoria dos solitons de Ricci e

provaremos os resultados citados acima.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos que serao importantes para a de-
monstragao de alguns resultados acerca de Solitons de Ricci. Além disso, demonstraremos
a formula de Bochner e o Teorema de Hopf. Para simplificar a linguagem, chamaremos
as fungoes suaves de fungoes. As defini¢oes e resultados contidos neste capitulo sao en-

contrados em [4] e [5].

1.1 Gradiente de uma funcgao

Dada uma funcao, f : M — R,o gradiente de f é definido como o campo de
vetores, V f, definido em M dado por

(VI X) = X(f),

para todo X € X' (M).
A existéncia do gradiente de uma fungao é garantida pela proposigao a seguir. A

sua unicidade segue do fato da definicao de gradiente provir de um produto interno.

Proposicao 1.1. Seja f: M — R uma fungao e {ey,...,e,} um referencial ortonormal

em uma vizinhanc¢a aberta U C M. Entao, em U, temos
n
V=) elfe
i=1

Além disso,o sequndo membro da igualdade acima independe do referencial escolhido.



n

Prova. Seja X = g a;e; um campo em . Com isso
i=1

X(f) = D> aelf)

1=
n

= < é a;e;, Z €i(f)€i>

= <X, Z:; e(;)le>

n

Dai, Vf = Ze,-( f)e;. Para mostrar que V[ nao depende do referencial escolhido,

=1
n

considere {e€y,...,€,} outro referencial ortonormal em U e suponha que €; = E @;j€;.
i=1

Observe que A = (aij (p))nm ¢ a matriz mudanga de base entre dadas bases. Como as

bases sao ortonormais, segue que A = (aij (p))nm é ortogonal em todo p € U. Dali,

n

Zgj(f)gj = Z arjaiex(f)er

j=1 ik, l=1

= Z Smen(f)er

k=1
n

= > el

k=1
~ Vf.

m
Exemplo 1.2. Suponha M = R™. Tome, para cada i € {1,...,n}, e; como o i-ésimo
campo canonico em R™. Assim,

n

Vi o= > elf)e

i=1
-~ Of

€;
— Jx;
=1

_ (oo
 \ 0z, 0z, )
Proposicao 1.3. Sejam f,g: M — R fungoes, entao
L V(f+9)=Vf+Vy
ii. V(fg)=gVf+fVyg.

Prova. Seja X € X(M).



<
&h
_l’_
s
s
||

X(f+g)
X(f)+X(g)

(V[ X)+(Vg, X)
= (Vf+ Vg X).

Como X foi tomado arbitrario em X(M), segue que V(f +g) = Vf + Vg.

(V(fg),X) = X(f9)
= gX(f)+ fX(9)
g(Vf, X) + f(Vg, X)
= (gVf+ Vg, X).

Como X foi tomado arbitrario em X' (M), segue que V(fg) =gV f+ fVg.

1.2 Divergente de um campo de vetores

Dado um campo de vetores suave, X, em M, definimos o divergente de X como a

funcao suave, divX : M — R, dada por
(div X)(p) := tr{v = (V.X)(p)},

onde v € T,M e tr denota o trago do operador linear entre chaves.
Proposicgao 1.4. Seja X um campo suave em M e {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal
n

em uma vizinhanga aberta U C M. Se X = Z a;e; em U, entao
i=1

div X = 2: (ei(ai) - (Veie,-,X))

Prova. Usando a definicao de divergente de um campo e a compatibilidade da conexao

com a métrica, temos que

div X =



Exemplo 1.5. Suponha M = R" e tome e; como no exemplo 1.2. Entao,

n

div X = Zei(ai)

1
3@1-

1=

Proposicao 1.6. Sejam X e Y campos vetoriais suaves em M e f : M — R uma

funcgao, entao
i div(X+Y)=divX+divY;
ii. div (fX)=f div X+ (Vf, X).

Prova.

div (X +Y) = Zn: <Vei(X +Y), el->

i=1

= > <VeiX + V.Y, ei>

1=1

3l

n

— Z <VeiX, ei> + Zn: <VeiY, 6’z‘>

=1 =1

= div X +divY.

ii.

div (fX) = Z <V6i(fX), ei>

=1
n

=y <fVeiX +el(f)X, ei>

= Z<V€iX’ €i> +Z<61(f)X,GZ>
=1 i=1

= fdivX+ <iei(f)€mX>

i=1

= fdiv X+ (V[ X).



1.3 Laplaciano de uma funcgao

Dada uma funcao f : M — R, o Laplaciano de f é a funcao Af : M — R,
dada por
Af =div (V).

Proposigao 1.7. Seja f: M — R uma fungao e {ey,...,e,} um referencial ortonormal

em um aberto U C M. Entao,

Af= z (eest) = (Ve ).

Prova.

Af = div (V)

n

= dw (Z ei(f)ei)

i=1

= Zdiv (ei(f)ei)
= 3 (et ~ (Faeweten)

=1

Exemplo 1.8. Suponha que M = R"™ e tome e; como no exemplo 1.2. Entao

AF=Y o) =) g—f
=1 i=1 Li
Proposicao 1.9. Dadas f,g: M — R funcoes, tem-se:
i. A(f+9)=Af+ Ag;
ii. A(fg) =gAf+ fAg+2(VFf,Vg).

Prova.

A(f+g) = div



A(fg) = div (V(fg))
= div (gVf+ fVyg)
= div (¢Vf)+div (fVg)
= gdiv (Vf)+(Vg, V) + f div (Vg)+ (V[ Vg)
= gAf+ fAg+2(Vf Vg).

1.4 Hessiano de uma funcao

Dada uma funcao, f : M — R, o Hessiano de f é o campo de operadores
lineares (V2f), : T,M — T,M, definido em v € T,M por

(VQf)p(U) = (V,Vf)(p).

Proposigao 1.10. Se f : M — R é uma fungio e p € M, entio (V*f), : T,M — T,M

€ um operador linear auto-adjunto.

Prova. Sejam v, w € T,M e V, W extensoes de v e w respectivamente, a campos definidos

em uma vizinhanga de p € M. Entao:

(V2f)p(v),w) = (VvVf,W)(p)
= (V(V£ W) (p) = (V£ VvIW)(p)
= (VIW§)p) —(V/, VWV+[V W1)(p)
= (WVH)p) = (V.WIf)(p) = (VL VwV + [V, W])(p)
= (WWVH) ) - (VI VwV) (D)
= <VWVf,V> p)

= ((V2f)p(w), v).

Proposicao 1.11. Se f: M — R € uma funcao, entao

Af = tr(V2f).
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Prova. Seja {ey, ..., e,} um referencial em U (vizinhanga de p).

tr(V2f)p = el,el>

> {51
- <vezvf >

— a0 (V1))
= Af(p).

-
:IIM:
—

Uma outra maneira de definir o Hessiano de uma funcao é definindo

V2f o xX(M) x X(M) —> (M)
(X,Y) — <V2f(X),Y>: M — R

p o <(V2f)p(X(p)),Y(p)>-

Dessa forma, V2f ¢ uma forma bilinear simétrica. De fato, a bilinearidade segue das

linearidades do produto interno e da conexao. Para mostrar a simetria, considere a base
{01, ...,0,} de X(M). Assim,

(V2£(0:),0;) = (Va, V. 0;)
= 8i<Vf,8j>—<Vf,Va.8->

= —(V, ZF k)
= ZF (V1. 0)

= rs
8:618% Z ak

Como an _ an e Ik = Tk Vv 1,] € {1 n} segue que <V2f(a) a) _
(9:1:'1-81']- ax]axz 17 jio ) s eeny , ), 0;

<V2f<8j), a$> POI"tEHltO7 VQf((?,, 83) = V2f(8j, 81)

Exemplo 1.12. Quando M = R", ¢ imediato verificar que Ffj = 0, para todos i,j,k €
{1,...,n}. Portanto

2 ) G
<v f(az)va]> ax 81‘] ZFU ak
0 f
8%8%
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Dai, concluimos que a matriz de V2 f na base {0y, ...,0n} coincide com a matriz Hessiana

definida no Cdlculo Diferencial e Integral.

1.5 Um produto interno no espaco dos operadores line-

ares

Dados S,T : V — V operadores lineares definidos sobre um espago vetorial, V,

de dimensao finita, definimos o produto interno de Hilbert-Schmidt entre S e T' como
(S, T) =tr(ST"),

onde tr e T denotam, respectivamente, o trago e o operador adjunto de 7.
Para verificar que tal produto ¢, de fato, um produto interno, podemos considerar,

para cada operador linear S, a sua representacao matricial S = (a;;); ;. Assim, valem

i. ( , ) é positivo-definido:

Supondo S = (aij);;, temos que SS* = (b;;); ;, onde bj; = >, ajpa;x. Dai,

(5,8) = tr(S-5%)

tr(
= (b))

Vv
o ~

(S,9) =0 <= Y (an)’=0
i,k=1
<~ a; =0,V k
— S=0.

ii. ( , ) ¢é bilinear:

Sejam S, T, Q) : V — V operadores e a € R. Entao:

(S+T,Q) = tr((S+1T)Q")
= tr(SQ —i—TQ)
= tr(SQ*) +tr(TQ")
= (5,1) +(T,Q).
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(aS,T) = tr((aS)T")
tr(aST*)
a-tr(ST*)

= a(S,T).

iii. ( , ) é simétrico:

Sejam S, T : V — V operadores. Entao,

(S, T) = tr(ST*)
= tr( *
= 1r
= tr
= (T,9).

De i.,ii. e iii. segue o desejado.
Dado um operador linear 7' : V — V, definimos a parte de trago-nulo do operador
T como
trT

T° =T - "1
n

Lema 1.13. Dado um operador T : V — V, temos que

trT)?
|To|2 — ’T’Q— ( r ) )
n
Prova. )
TP = ‘T _it
n
T T
— <T _ tr_L T — tr_[
n n
tr’T (trT)?
_ 2 X

(trT)? N (trT)?

T -2
n2
e
il

O

Dada uma funcao diferenciavel f : M — R definida em uma variedade Rieman-

niana M, o traco-nulo da hessiana de f, denotado por ®¢, é dado por

A
Q= Vi — ng. (1.1)

Dessa forma,
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A 2
@, = [v2 g2 = I (1.2)

n

1.6 Teorema de E. Hopf

Sejam v a forma de volume e X € X(M) um campo, definimos o produto interior

de X por v, i(X)v, como a (n — 1)-forma dada por
(XY, ... Y,) =v(X,Ys,...Y,), VYi,...Y, € X(M). (1.3)
Lema 1.14. Dado X € X(M),
d(i(X)v) = divXwv.

Prova. Sejam p € M e {E;}!, um referencial geodésico em p definidos em uma vizi-
nhanca Y C M de p. Suponha, sem perda de generalidade, que {E;(¢)}", é uma base
positiva de T, M.

Defina, para cada i € {1,...,n}, a 1—forma dada por
wZ(E]) = 6ij7 VZ,] S {1, ,n}

Observe que, em U, wy A ... AN w, = V.

Defina, agora, para cada i € {1,...,n}, a (n — 1)-forma

n
Sendo assim, se X = Z fiE;, entao

=1



De fato, dados Y5, ..., Y, € X(M), temos

i(X)(Ya, . Y,) = v(X, Vs, . Y,)
:L(ﬁiﬁmggmja
i=1
:jijﬁ&mg%n)
i=1
- ﬁéﬁwﬂM“AwAEh%waw
i=1
- anfi(—l)”ldet(wk(l/}))kzl ,,,,, n, k#i, j=2,..n

= i(—l)”lfi(wl A A A Awy) (Ya, oo, V)

=1
:jzenmﬁﬂnwg@.

Portanto

Sendo assim,

d(i(X)w) = > (=1)*d(f:b;)
i=1
= > (1T A0+ (1) Adb;.
i=1 i=1
Mas, Vi € {1,...,n}, df; = 0 em p, pois dwy = 0 em p. De fato,

wy (Vg E; — Vi, E))
= 0.

Logo,

14
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n

d(i(X)y) = > (=1)"df; A6,

i=1
n

_ Z(—l)”l( ”1 Ej(fi)wj) A 0;

i=1 j=

= > (-D)TE;(f)w; A6;
ij=1

= Y (=)™ Ei(fi)wi A6

i=1
n

- Z}Ei(ﬁ)w1 A AWy,

Com isso obtemos
d(i(X)v)(p) = divX (p)v.

]

Teorema 1.15. (Teorema de E. Hopf) Seja M uma variedade Riemanniana orientdvel
compacta e conexa. Seja f uma fungao diferencidvel em M com Af >0 (ou Af <0).

Entao, f é constante.

Prova. Seja X =V f. Entao

/MAf-u = /dz’v(Vf)~y

onde a tltima igualdade ¢ dada porque OM = (). Logo, / Afr =0. Como Af > 0,
M
temos que Af = 0.

De forma analoga,

A(ff) = A(f- )
= 2-fAF+2(V[, V)
2fAf + 2V f]?
= 2[VfP
> 0.



16

Logo, A(f?) > 0 e, portanto, aplicando o raciocinio acima novamente, temos A(f?) = 0.

Sendo assim, 2|V f|* = 0. E dai, Vf = 0. Como M ¢ conexa, segue que f é constante. [J

1.7 A Fo6rmula de Bochner

O Teorema a seguir sera utilizado no capitulo 3. Uma referéncia para a sua

demonstragao é o artigo [2].

Teorema 1.16. Seja M uma variedade Riemanniana e f € C*(M). Entdo, em cada

ponto de M, tem-se:
SA(VSR) = (V2 (V(AP).VF) + Rie(V )

Prova. Sejam p € M e {E;} | um referencial goedésico em p. Como {E;}?_, é geodésico,

pela Proposicao 1.7, temos que

Sendo Assim,

SA(VIP) = —ZE (1vS1)
= —ZE (V1Y)
- 5 2 E((Ve, VIV + (VI Ve V)
_ i_Ei(NEin,Vﬁ)

=1
Logo,
A(IVf?) Z (Ve VeVIV)+ Z (Ve V[V V). (1.4)



Mas, fixado ¢ € {1,...,n}, temos que

Jj=1

= Y E()(VeVE VS E)

= Y AVEENVE VeV E).

j=1
Além disso, fixados i,7 € {1,...,n}, é facil verificar que
(Ve VeV E) = Ez(<vE VI, Ej))
= Ez( Eu E )
— (VB B)
 B(om )

Dessa forma, (1.4) fica escrita como

SA(IVEP) Z (VI BNV V5 VT, E) +Z<VEVf Ve V).

2,7=1

Usando a definicao de curvatura, temos que

(RELE)VEE) = (Vo ViV =V Ve Vf—Vige Vi E)

Daf,
(Vi VeV E) = (R(E,E)Vf E)+ (Vg VEV[f E;)

Portanto, (1.5) fica escrita como
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(1.5)

A(IV ) Z<VfE> EEEVf>+Z<VfE><VEVEVfE>+

1,7=1 2,7=1

+> VeV Ve Vf).

Resta mostrar as seguintes igualdades:



3,7=1
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n

Xn: (VI,E;)R(E;, E)E;,Vf) = Xn: <R<Z(Vf, E))E;, E) E;, Vf>

=1 j=1
n

= . <R(iEj(f)Ej,Ei) EZ-,Vf>

=1 j=1
n

= D _(R(Vf B)E;, V)

= Ric(VYf).

S VEENVEVEVEE) = Y Ei(f){VE V5 Vi E)

3,j=1

N VeV VEVS)

1,7=1
n

= > (Ve VeV E)
2,j=1

= Y (Vo ViVSE)

i=1
n

= Y VH(VVSE)
=1

= VY (Ve VIE)

— VIS
= (V(Af),Vf).

n

Z <sz‘Ej(f)Eja VElEk(f)Ek>

,5,k=1
n

Z (E;(f)VEE;+ E(E;(f)E;, Ee(f)VE Ex + Ei(Ep(f))Er)

i,j,k:l
n

S (EA(E () E;, Ei(Bxl(f)) Er)

3,5=1

S E(E)|

3,j=1

S° (VS B

ij=1

Xni (Ve VT E)|

,j=1

N |V EL B

3,j=1

IV2(f)

‘ 2
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Capitulo 2

O Teorema de decomposicao de
Hodge-de Rham

O objetivo desse capitulo é demonstrar o Teorema de decomposicao de Hodge-de

Rham. Para isto, utilizamos as referéncias [8] e [13].

2.1 Formas sobre espacos vetoriais

Uma aplicacdo k-linear ¢ : V x ... x V= V¥ — R ¢ dita alternada se

O(V1y ey Uiy ey Uy ooy V) = —@(V14 ey Uy ooy Uiy o, Vg,

Yoy, ..., € V. Denotaremos por A¥(V) o conjunto das aplicacoes k-lineares alternadas.
Um elemento de A*(V) ¢ chamado de k-forma sobre V.

Dada B = {by, ..., b, } uma base ordenada de V, denotaremos por B* = {b!, ..., b"}
a correspondente base ordenada dual de V, que é uma base para o espaco dual V*. Tal

base ¢ dada por
bz(bj) = 5Z-j,V Z,j S {1, ,n}

Dados ¢1, ..., ox : V — R funcionais lineares, denotaremos por @1 A...Apy € A*(V)

a funcao k-linear alternada dada por

(1 Ao Apr) (1, s vk) = det(pi(v))).
Proposicao 2.1. Fizada uma base ordenada B = {by,...,b,} de V, o conjunto

AM(B) = {b" A Ab* iy < <y, onde i € {1,...,n}}

forma uma base de A*(V).E, portanto, dimA*(V) = ( Z )

20
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Prova. Inicialmente, mostraremos que A¥(B) é um conjunto de vetores linearmente in-

dependentes em A*(V). Para isso, suponha que

Z ail...ikbil VANRAN b’lk =0

11 <...<ip

¢ uma combinacdo linear nula dos elementos de A*(B), assim

( Z (lilmikbil VANRAN blk) (bj17 ceey b]k) = O,

11 <...<tp

YV g1, gk € {1,...,n}. Em particular, para cada j; < ... < j; fixados, obtemos

( Z ail...ikbil A LA bzk) (bj17 ceey b]k) = ajl---jk = 0
11 <... <l
Resta mostrar que A*(B) gera A*(V). Para isso, tome ¢ € A¥(V) e vamos mostrar
que ¢ é da forma
11 <...<i

Com efeito, defina

V=3 by by B A L AD

11 <...<ip

Observe que

Y(bj,, .. b)) = ( > <p(bz~1,...,bik)bi1/\.../\bi’“>(bj1,...,bjk)

11 <...<tp

= 90<bj17 X bjk)7

Vi1 < ... < jp. Logo, 9 coincide com ¢ numa base de V¥ e, portanto, 1» = ¢. Com isso,

fazendo a;, ;. = ¢(bi,, ..., b;, ), temos que ¢ assume a forma desejada. O

Usando a proposicao 2.1, concluimos que dada w uma k-forma sobre V, w pode

ser escrita na forma

w= > g A LAY i e {1}, (2.1)

11 <...<i

em que, a;, ,, sao aplicacoes de V em R.
Uma k-forma w sobre V, dada por (2.1) é chamada de k-forma diferencial sobre
V se as fungoes a;, 4, forem diferenciaveis. A partir de agora, o termo k-forma indicara

k-forma diferencial sobre V e a k-upla (iy, ..., i¢), i1 < ... < iy, serd indicada por I. Assim,
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(2.1) sera expressada como

w:ZalbI.

I
Por convencao, consideraremos que uma 0-forma é uma funcao diferenciavel f :
vV —+R.
Dados w = Y, asb’, ¢ = >, /b’ k-formas e ¢ = Y, d b’ s-forma. definimos a

soma entre w e p como a k-forma

W+ pi= Z(a[ + cp)b’

I

e o produto exterior entre w e ¥ como a (k + s)-forma

w/\go:zZaIdeI/\bJ.

1,J

Proposicao 2.2. (Propriedades da soma e do produto exterior de formas)

Sejam w uma k-forma, @ uma s-forma e v uma r-forma. Entao:
L (WA AN =wA(pA1);
ii. wAp=(=1)"pAw;
ili. WA (p+Y)=wAp+wA), quando r = s.

Prova. Suponha w = Za;bf, Y= ZchJ e = ZdeK.
J K

I

(WAQ)AY = ((ZalbI)A(ZchJ))/\(%:dka)

I J
- ( Z arc bt A b") A ( Z deK)
1,J K

= Y (ares)d (" AbT) ADE
1,J,K

= Z a](chK)bI VAN (bJ N bk)
1,J,K

— (Zalbl) A (ZchKbJ A bK)

T JK

- (Za,bf) A ((chbj) A (;deK))

I J
= wA(pAY).
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ii.
WA = Y areb ALABEAYA LAY
I1,J
= crar(—1)b" AL ABRE AW ADEA LAY

~
<

crar(—=1)FV ADT A LADE AW LAY,

I
M

1,J

onde as ultimas igualdades sao justificadas pelas propriedades de determinante.

Repetindo o processo para cada b/, obtemos que
wAp = ZCJQ[ ksb“/\ AV AL A b

= (—1) o Aw.

iii. Suponha r = s.
Ao+1) = (Zajbl) A (;CJIJJ+;deJ>
= ( albI) <2J:<cj+dj)bj)

= Zal Cj+dj bIAbJ
1,J

1,J

_ (Z:afbf) A (;chJ) + (zl:a]bl) A (zj:dﬂ#>
= WwAp+wA.

2.1.1 Orientacao de espacos vetoriais

Dadas B e C duas bases de V. Dizemos que B e C tem orientacao compativel
se a matriz de mudanga de base de B para C, a qual denotaremos por 7' = T(B, (),
satisfizer

det(T) > 0.

Nesse caso, diremos que B ¢é equivalente a C' e escrevemos B ~ (. Observe que a relagao
~ é uma relacao de equivaléncia. De fato, se B,C' e D sao bases de V, mostraremos que

~ satisfaz as propriedades de relacao de equivaléncia:

i. Reflexividade:
T(B,B)=1=det(T)=1>0= B~ B.
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ii. Simetria:
Suponha que det(T'(B,C)) > 0. Entao,
det(T(C,B)) = det(T(B,C)™)

= (det(T(B.C)))"
> 0.

1

iii. Transitividade:

Suponha det(T(B,C)) > 0 e det(T(C, D)) > 0. Entao,

det(T'(B,D)) = det(T(B,C)-T(C,D))
= det(T(B,C)) - det(T(C, D))
> 0.

De i., ii. e iii. segue o desejado.

Dada uma base B de V| a classe de equivaléncia [B], obtida pela rela¢ao ~, é dita
uma orienta¢io de V. Fixada uma orientagao, uma base C' de V é positiva se C' € [B] e
negativa no caso contrario. A dupla (V,[B]) é dita um espago vetorial orientado.

O Teorema a seguir nos fornece uma maneira de orientar um espago vetorial.

Teorema 2.3. (Caracterizacao de Orientagoes) Seja 0 # w € A™(V). Entdo, o conjunto
O, = {B = {by,...,b,} base de V : w(by, ..., b,) > 0}

¢ uma orientag¢io em V. Reciprocamente, dada uma orientagao [B] de V, existe 0 # w €
A™(V) tal que O, = [B].

Prova. Sejam B = {by,...,b,} e C = {cy,...,c,} bases de V e seja T : V — V a tranfor-

macao de mudanga da base B para C'. Dali,

w(ery ) = w(T(by),...,T(by))
= det(T) - w(by, ..., by).

Logo,
det(T) =
Seja B € O,,, entao
CeO, ©wle...c) >0

& det(T) >0
& B~ C.
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Reciprocamente, se B € [B] é uma base positiva, defina w : V" — R como a aplicagao

multilinear alternada dada por w(by, ...,b,) := 1. Vamos mostrar que O, = [B].

CeO, S wle,....c,) >0

detT = W(CI}HM) >0
detT >0

B~C

C e [B].

S R

]

Dado (V, [B]) um espago vetorial orientado, a forma 0 # w € A™(V) satisfazendo

O, = [B] é chamado de forma da orientagao.

Lema 2.4. (Elemento de volume) Dado (V,(, ),[B]) um espago vetorial orientado com

produto interno. Entao, existe exatamente uma forma dV € A"(V) satisfazendo
dV(by,....,b,) =1,

para toda base positiva ortonormal B = {by,...,b,}. Para uma tal base B,
dV =b" A ... A"

Prova. Pelo Teorema de Gram-Schimidt, existe uma base ortonormal {b],...,0)} de V.
Se esta base é positiva, nada ha a fazer. Caso contréario, basta trocar a ordem dos dois

primeiros vetores que obtemos uma base positiva.

Defina dV := b' A ... Ab™. Assim,

AV(b1, b)) = (B'A e AU (br, ..., by)
det (5 ()
= det(I)
= 1

Seja agora, C' = {cy, ..., ¢, } outra base ortonormal positiva, entao det(T(B, C)) =1 ou
det(T'(B,C)) = —1, pois B e C sao ortonormais. Como B e C s@o positivas, entdo
det(T(B,C)) = 1. Dai,

AV(er,en) = dV(T (1), ..., T(by))
= det(T) - dV(by,....by)
= 1.

Resta mostrar a unicidade. Como dimA™(V) = 1, temos que dado dV’ € A™(V),
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existe A € R tal que dV' = AdV. Dai, supondo que dV'(by,...,b,) = 1, temos

1 = dV'(by,...,by)
= AdV(by, ..., by)
=\

Portanto, dV = dV'. H

Dado um espago vetorial orientado com produto interno, (V, (,), [B]) a forma
dV € A"(V) satisfazendo

AV (by, ..., by) = 1,

para toda base positiva ortonormal B = {b,...,b,} é chamada de forma de volume.

2.1.2 Extensao do produto interno

Agora, temos como objetivo definir um produto interno em A™(V) a partir de um
produto interno em V. Para isso, utilizaremos um importante teorema da Algebra Linear,
o Teorema do Isomorfismo Canonico, que sera enunciado e provado a seguir.

Uma aplicacgao bilinear 5 :V x W — R ¢ dita regular se,

YveV = (ﬁ(v,w):O,Vw6W2>v:0)

ou,

Yw e W = (ﬁ(v,w):O,VUEVéwzo).

Teorema 2.5. (Isomorfismo candnico) Sejam V e W espagos vetoriais reais com dimV =
dimW < oo e seja B : VX W — R uma aplicagao bilinear regular. Entao, a aplicacao
induzida

v: V —» W |
v o= B, )

onde,
Buo, ): W — R
w — [B(v,w)

é o isomorfismo candnico entre Ve W*.

Prova. Sejam o € R, vy,v3 € Ve w e W, entao

Y(avy +v2)(w) = Blavy + vz, w)
= af(v,w) + B(ve, w)
= atp(v1)(w) + ¢ (v2)(w)
= (a(v1) + P(2))(w).
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Como w foi tomado arbitrario em W, temos que 1(av; + v3) = at)(v1) + ¥ (v2). Observe
que, como dimW* = dimW = dimV, é suficiente mostrar que ¢ é injetivo. Para isso,
suponha que 1(v) = 0. Entao, (v, )= 0. Dai, Vw € W, 5(v, w) = 0. Como £ é regular,
temos que v = 0, o que mostra que 1 é injetivo. ]

Dado (V, (, )) um espaco vetorial com produto interno, pelo teorema do Isomor-

fismo Canonico, existe unicamente um isomorfismo ¢ : V. — V* determinado por ( , ).

Com tal isomorfismo, podemos definir um produto interno em V* dado por:

(w,mve = (W w), v~ (n)v, Yw,n € V.

Estenderemos, agora, o produto interno dado em V* para um produto interno
em A*(V). Este produto interno em A*(V) sera usado para definir o operador estrela de

Hodge na se¢ao seguinte. Tal extensao é dada pelo teorema a seguir:

Teorema 2.6. (Extensio do Produto Interno) Seja (V,( , )) um espago vetorial real
com produto interno. Dado 0 < k < n, eziste exatamente um produto interno { , )ar :
AR(V) x A¥(V) — R tal que para uma base ortonormal C' = {cy,...,c,} com respeito a
{, )y, a base A*C ¢ uma base ortonormal com respeito a { , Yar. Este produto escalar é

dado como a unica extensao bi-aditiva de
(WA AR A, AP ae = det (07, w0 )y,
onde v*, ..., v* w!, ... wF e V*.
Prova. A demonstracao esta dividida em duas partes: existéncia e unicidade.

e Existéncia

Tome B = (by, ..., b,) uma base ortonormal de V. Considere A*B a base correspon-
dente de A¥(V), {b% A ... Ab* iy < ... <i}. Defina

(O A CADE VA AR g = det (D7, 674y
e estenda este bi-aditivamente para A*(V) x A¥(V).

i. (, )ar esta bem definido:

Seja C' outra base ortonormal de V. Entao, existe uma transformacao linear
ortogonal T : V — V tal que C' =T B. Dali,

det(<0i’“, CjS>V*) det((Tbi’", Tbjs>v*)

— det (b, b)),

onde a ultima igualdade segue do fato de T ser ortogonal.
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ii. (, )ar € bilinear:
Observe que a bi-aditividade segue da construcao acima. Para a multiplicacao

por escalar, temos:

(ADEA ADE DAL ADR) e = ((AD) A LA DA LA
Adet ((bir, e}y )
= MU A LAY DA LA DR k.

iii. A simetria de (, )a» segue diretamente da construgao.

iv. (, )ar € positivo definido:

(B A ADR WA AW e = det ((bTT, b )ys)
= det(d;,,)
= 1
> 0.

Entao, (w,w)r > 0. Além disso, (w,w) = 0 se, e somente se, w = 0.

e Unicidade:

Seja g : A¥(V) x A¥(V) — R um outro produto interno satisfazendo a propriedade
desejada. Seja B uma base ortonormal de V, entdo A¥B é uma base ortonormal de
ARV segundo g. Dai, g e {, )a+ coincidem numa base de A*V, logo sdo iguais em
ARV,

2.1.3 O operador Estrela de Hodge em variedades

Como dimA*(V) = ( Z ) = ( " ) ) = dimA"*(V), temos que existem
n J—

isomorfismos entre A*(V) e A"~*(V).
O Teorema 2.8 garante a existéncia de um isomorfismo particular (a estrela de
Hodge) entre todos os isomorfismos possiveis entre A*(V) e A"~%(V). Antes disso, prova-

remos um lema que serd usado na demonstracao deste teorema.

Lema 2.7. Fizado 0 < k <n, a aplicagao

Be: A"R(V) x AR(V) — R
(777 w) = <w A m, dV>A"

€ uma forma bilinear reqular.
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Prova. As linearidades seguem das linearidades do produto wedge e da aplicagao (, )n.
Resta mostrar a regularidade. Para isso, considere n € A"~%(V) e suponha que para todo
w € A¥(V) tem-se que Bi(n,w) = (W A1, dV)an = 0. Como ( , )an é regular e dV # 0,
segue que para todo w € A¥(V) tem-se que w An = 0. Suponha que n = bt A ... A bin-*

(i1 < ... < ip_g). Denomine de j; < ... < jj os indices complementares e defina
W=V A LLAYE £,
Dali,
WAD =N AVEADTA A = b ALAD A0,
Absurdo. Logo n = 0 e, portanto, [ é regular. O]

Teorema 2.8. (Existéncia do operador estrela de Hodge) Seja (V,( y ) [B]) um espago
vetorial orientado e com produto interno. Seja dV o elemento de volume associado. Entao,

para 0 < k < n, existe precisamente um isomorfismo

=%, AFV) — ARW)

w —> *wW

tal que
i. Yw,n € A¥(V) : wA*n = (w,n)srdV.
Ou, equivalentemente,
i Yw,n € A¥(V) 1 (w A *n,dV) pn = (W, 1) px.
Prova. Fixado 0 < k < n, defina o isomorfismo

o AF(V) = (AR(V))",
w = (W, )ak

cuja existéncia é garantida pelo teorema do isomorfismo canénico usando a aplicacao
bilinear { , )a» (observe que, como ( , ), é produto interno, segue que ele é regular).

De forma analoga, defina o isomorfismo

ve s AVHV) = (ARV)”
n = <_/\77’dV>A"

cuja existéncia é garantida pelo teorema do isomorfismo canénico usando a aplicagao
bilinear regular 3 dada pelo lema acima.

Defina a aplicagao

=% AFV) — APR(V)
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* 1= zpk_l 0 Y.

Observe que * é uma composicao de isomorfismos, logo é um isomorfismo.

Sejam w,n € A¥(V). Observe que

(WA, dV) = Pr(xn)(w)

Il
€ &
> =
—~
—
i@
Sl
€ =~
N~—
o
AS)
=
N~—
—
=
N~—
N~—
—
&
N~—

Logo, * satisfaz ii..

Resta mostrar que i. equivale a ii.. Para isto sejam w,n € A*¥(V). Suponha que
w A *n = (w,MadV. Entao, (w A *n,dV)an = (w,n)ax{dV,dV)pn = (w,n)px. Como
dimA™(V) =1 e dV # 0, segue que existe A € R tal que w A *n = AdV. Vamos mostrar,
usando (2), que A = (w, n)sx. De fato, veja que

A= XNdV,dV)pn = AV, dV)pn = (w A 10, dV) pn = (W, 0) Ak

]

O operador * dado no Teorema anterior é chamado de operador estrela de Hodge.
No teorema a seguir, seguem algumas propriedades deste operador que serao usadas pos-
teriormente em outros resultados. A demonstracao de tais propriedades podem ser en-

contradas em [9].

Teorema 2.9. Seja (V,( s ) [B]) um espago vetorial com produto interno. O operador

estrela de Hodge satisfaz:
i Vw,n e A¥(V) g Asw=wA*n;

ii. Seja o € S, uma permutagao satisfazendo o(1) < ... < o(k) eco(k+1) < ... < a(n).
Entao
£(0°M A L ADER))

onde B = (b, ...,b,) € uma base ortonormal positiva de V. Em particular,
* (DY A LAY = DT A L AD
iii. x1 =dV e xdV =1;

iv. Yw € A¥(V) : g = (—1)F0R)y;

v. Yw,n e A*(V) : (w,n) = (xw, *n);



vi. Yw,n € A¥(V) : (w,n) = *(w A *n) = x(n A *w).

Seja M uma variedade, denotaremos por QF(M) o espago das k-formas sobre M

definido pontualmente como QF(M) := A*(T,M). Denotaremos por (M) o espago das

formas sobre M que é o conjunto de todas as k-formas sobre M.

Dada uma variedade M, e fixado 0 < k < n = dimM, definimos *y, : Qk(M) —

Q"*(M) pontualmente como *& : A¥(T,M) — A" *(T,M), Vp € M. Assim,

é o operador estrela de Hodge em M.

2.2 O Laplaciano em variedades

Dado k > 1, definimos

5y Qk(M) s ka—l(M)
Op 1= (1" sy od_y 0 %y,

e 9y := 0. A extensao

§: QM) — QM)
é chamado de Operador de Beltramia.
Lema 2.10. O Operador de Beltrami satisfaz o 6 = 0.

Prova. Para facilitar a notacio, considere § : QF(M) — Q¥=1(M),

5= (=)D ody g 0

e 8 Q1 (M) — QF-2(M),
0= (—1)”k+1 *p—k42 Op_jg1 © *p_q

. Vamos mostrar que 6 0§ = 0.

5 @) (S = (—1)2nk+n+2 *n—k+2 Odn_k+1 (@] *k—l o *n—k—i—l O dn—k o *k
— (_1)2nk+n+2(_1>(k71)(nfk+1)

= 0,

*n—k—|—2 Od2 O *p.

onde a primeira igualdade segue de 2.9 iv. e a tltima segue do fato de d? = 0.
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Defina Ay, : QF(M) — QF(M) por
Ak = 5k+1 @) dk + dk—l ©) 5k7

onde d_; := 0. A extensao dessa aplicagdo A : Q(M) — Q(M) é chamada de Operador

de Laplace-Beltrami ou Laplaciano
Lema 2.11. Para M =R" e f € Q°(R") = C=(R"),

5.
Ox;

Af =

=1

Prova. Pela definicao do operador de Beltrami segue que

Ao(f) = 61(do(f)) +d-1(0(f))

Yo (1 (2 )

=1

= —Z (n 1 &f 1)idx1A...AcE/\.../\dxn)>
TL n an . /\
= —Z*n (—=1)'dx; ANdzy Ao Ndx A o A day,)

0x;0x;
i=1 j=1 L

n 2 —
S a_f(_1)i * (doy Adzy Ao Ndag A A day,)

n_ a9
= — Z ﬁ * ((—1)’d$1 ANdxy N ... N\ dxn)

Lema 2.12. O Laplaciano comuta com a estrela de Hodge, isto €,

*xoA = Aox.
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Prova. Fixe 0 < k < n.

*koAk - *k05k+1odk+*kodk—105k
(_1)n(k+2)+1 1, O %,k Odn—k—l 0 %p41 O dk
+(_1)n(k’+1)+1 %1, odj_1 0 n_kp1 O d._p 0%

= (_1)n(k+2)+1(_1)k(n—k)dnikil 0 %141 0 dy,
_|_(_1)n(k+1)+1 - odk—l 0 *p_jp1 O dn_k o %5

= (_1)n(k+l)+1 s 01 0 % a1 O dg O *p
+(_1)n(k+2)+1dn—k71 O *p41 O d) O *p_f O %y,

= 5n—k+1dn—k 0% + dp_p—1 O Op—i © *1

= A,_i 0 *.

Na penultima igualdade acima foi usado o fato de que n(k+1)+ 1 tem a mesma paridade
den(n—k+2)+1equen(k+2)+1 tem a mesma paridade de n(n —k+ 1) + 1. De fato:

(n(n—k+2)+1)( mod2) = (n*—nk+2n+1)( mod 2)
= ((n+1)>=nk)( mod 2)
= (n—i—l—i—nk)( mod 2)
= (n(k +1)( mod 2).

(n(n—k+1)+1)( mod2) = (n*—nk+n+1)( mod?2)
(n+nk+n+1)( mod 2)

= (nk+2n+1)( mod 2)

= (n(k+2)+1)( mod 2).

2.3 O produto escalar L?
Dado k € N, a forma bilinear ( , )z : Q¥(M) x Q¥(M) — R dada por
(o, B)L2(an) 3:/ a3
M
é o produto escalar L? em QF(M). A extensdo
(V2 QM) x QM) — R
& o produto escalar L?. Este induz uma norma

I llzz = V(e
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em Q*(M). Denotaremos por L?(M) (ou L?) o espago Q(M) com o produto escalar L2

O Lema a seguir seré usado na demostracao da proposicao seguinte.

Lema 2.13.
sp_1 00 = (—1)*dp_y, 0 *p.
Prova.
*p_1 0 O (=)™ (B+D+1 1 0 %, ki1 Oy O *p
(—1)" (kD) +1+H (k1) (n—(n—k+1) g 6 4,
( 1>nk’+n+1+(n k+1)(k— 1)d L O %y,
( 1>nk+n+1+nk k?+k—n+k— Ld 1 o%y
(— 1)2nk k2+2kd 0%
= (-1~ —d dp—k; © *p,
= (- 1) e O ¥

]

Proposicao 2.14. O Operador de Beltrami 0 € o adjunto da derivada exterior com res-

peito ao produto escaalr L?, isto €,
Vaﬂ € Q*(M) : <da,ﬁ>L2(M) = <05,(56>L2(M)
Prova. Sejam o € QF1(M) e 8 € QF(M), entao

dlanxB) = dahxB+ (=1)FLa A (d(x5))
= danxfB—aA ((—1)kdx*p)
= daAxB—aA (x0f),
onde na tultima igualdade foi usado o Lema 2.13.

Sendo assim, d(a A x3) = da A x — a A (x0f3). Integrando esta equacao, temos

fMd(Oé/\*B) = fM(da/\*ﬁ—a/\(*gg))
= [ydansB— [, an(=p)
= <da7ﬁ>L2 - <Oé,5ﬁ>L2.

Usando o Teorema de Stokes, fM dla N *5) = faMa A x5 = 0. Portanto, (da, 8)r2 =
<CY,(5@>L2. ]

Corolario 2.15. O Operador de Laplace-Beltrami € auto-adjunto, isto €,

(A, B)r2 = (o, AB) 12
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Prova.

(Ao, Bz = ((6d+do)a, B) .
(0dev, B) 12 + (doav, B) 12
= (da,dB)rz + (6, 63) 2
= (0, 6dB) g2 + (o, d3B) 2
= <a,(5d+d5)ﬁ>L2

= <Oz, Aﬁ>L2.

Lema 2.16. Dado o € QF(M), temos que Aa = 0 se, e somente se da =0 e da = 0.

Prova. Se da = da = 0, entao, Aa = déa+ dda = 0. Reciprocamente, suponha Aa = 0.

Entao,
0 = (Aa,a)p2
<(d5 + d0d)a, oz>L2
= (dda,a)r2 + (dda, a) 2
= (da,0a)r2 + (da,da)e.
Sendo assim, (dar,0a)r2 = 0 e (da, da)2 = 0. Logo, daw = daw = 0. O

Chamaremos o conjunto
HY = {w e Q"(M): Ayw =0} = kerAy

de conjunto das k-formas harménicas sobre M. Um elemento de H* é chamado de k-forma

harmonica.
2.3.1 A equagao Azxr =«
Dada a € QF(M), uma forma w € QF(M) tal que
Aw =«
é chamada de solugao forte de Aw = . Um funcional linear continuo
L (QEM), || - llz2) — (R, ] - 1)
é uma solucdo fraca de Aw = «, se
v € QXY+ I(A) = (a,).

Os resultados a seguir servem para obter uma solucao fraca a partir de uma forte

(Proposigao 2.17 ) e uma solugao forte a partir de uma solugao fraca (Teorema 2.18).
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Proposigao 2.17. Seja a,w € QF(M) tal que (w é uma solugio forte para Ax = «).
Entao,

l: Q*M) — R
noo= {wn)

€ uma solugao fraca.

Prova. Observe que [, da forma que foi definido, ¢ linear. Seja n € QF(M). Pela
desigualdade de Cauchy-Schwarz,

[ L) =] wsmy 1< [Tl 1]

Logo, [ é continuo. Além disso,

l(An) = (w, An) = (Aw,n) = (o, 7).
Portanto, [ é uma solucao fraca de Ax = «. ]

A demonstragao do Teorema a seguir pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.18. Seja o € QF(M) e seja | uma solugio fraca de Ax = a. Entdo, existe
w € QF(M) tal que
VB € QM) : 1(B) = (w, B).
Segue do Teorema 2.18 que, se [ é uma solugao fraca de Ar = «, temos que
Vn € Q8 (M) : (Aw,n) = (w, An) = I(An) = {(a,n). Entao, Aw = a. Portanto, w ¢ uma

solugao forte de Ax = a.

2.3.2 Mergulho Compacto

O Teorema a seguir sera usado na demonstracao do Lema 2.20. Sua demonstracao

pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.19. Seja {a,,} uma sequéncia em QF(M), tal que existe ¢ > 0 tal que ||y | < ¢

e || Aa, ||< c. Entao, eziste uma subsequéncia de {c,} que € de Cauchy.

Lema 2.20. Dado 0 < k < n, temos que
Je>0: VBeHN (M), | 8|S AB .

Prova. Suponha o contrario. Entao, dado j € N, existe BNJ e HF (M) tal que ||5;]] >

j”AB}H Para cada j € N, defina §; := % . Observe que a sequéncia {f3;} satisfaz:

155

o WieN: |5 =12~ 1,

)
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e lim A = lim < J ) X S
j—00 J j—o00 ||5]|| j—)oo ||5]|| j—>ooj

Dai, lim ||Ag,|| = 0. Entao, existe j € N tal que k > j = ||AS|| < 1.
j—00

Sendo assim, fazendo ¢ = 1 e usando a sequéncia (S )r>;, temos que ||Bx|| < ce [|AB|| <
c. Logo, pelo Teorema 2.19, existe uma subsequéncia de {f;} que é de Cauchy. Para
simplificar a notagao, assuma que tal subsequéncia é a propria (Bg)k>;-

Dado ¢ € QF(M), observe que

[(Brns ¥) = (Brs V)| = [{Bin = By ¥ < B = Ball - 1¥]]-
Como (f) é de Cauchy, segue que {(5k, 1)} é de Cauchy em R. Consequentemente,

l: Q¥M) — R
1/} = Jlirgo<ﬂj7¢>

estd bem definido e é linear. Além disso, [ é limitado (e, consequentemente, continuo).

De fato:

o0 < 1= @)l = | T (8,0 = tim (1485, )| < T 13,1 - ol < 1.

Portanto, Vi € Q¥(M) : lim ‘ AB;, o)

]—)OO

< lim [|AB;]| - [l¢ll = 0. Dai, Vi € Q¥(M),
j—o0

(Ap) = lim (§;, Ag)
= lim (A5}, ¢)
~ 0
= {0,¢).

Logo, | é uma solugao fraca de Az = 0. Pelo Teorema 2.18, existe 3 € QF(M) : Vi €
QF(M), 1) = (B,¢) e AB = 0. Como {B;} ¢ de Cauchy, esta converge para . Entéo,
Vi) € QF(M), temos

(V=892 = (7, ¥)2 +(B,9) 12
(v, )2 + ()
= < hm ﬁ]?¢>L2 hm 5g7¢>

:O.

W€ QM) = ( lim ) = (B, ) = 0.

Entao, como Vi € QF(M), (v — B,1) = 0, segue que v = 3. Logo ; — 3, o que implica



38

(também por continuidade) que ||3|| = 1 e 8 € H*(M)*. Por outro lado,
AB=0= 3 cHM*nH M) ={0}.

Logo, =0, o que é um absurdo, pois |G| = 1.

2.4 O Teorema de Decomposicao de Hodge-de Rham

Teorema 2.21. Dado 0 < k < n, o espago HF = H*(M) é de dimensdio finita e a

decomposicio abaizo é L?-ortogonal:

QF(M) = imAy @ kerAy
= AQ¥M)) o HF
= d5(QF(M)) ® 6d(QF(M)) & H*
= d(Q" (M) @ Q" (M) & HE.

E, portanto, dado o € Q*(M), ewiste w € Q¥(M) tal que Aw = « se, e somente se a L HE.
Prova. Faremos essa demonstracao em trés etapas:

1. Finitude da dimensao de HF*:

Suponha que H* tem dimensao infinita. Entdao, H* contém uma sequéncia infi-
nita ortonormal {a,,}. Observe que ||Aa,| = ||0]] = 0. Dai, pelo Teorema 2.19,
tal sequéncia admite uma subsequéncia de Cauchy. Absurdo, pois uma sequéncia
ortogonal nao pode convergir.

2. Decomposicao:

Considere a decomposigao
Qk(M) — (sz)J_ D Hk
Temos que mostrar que (H*)L = imA,.

Considere Ay € imA;. Entdo Vw € H*, (Ap,w) = (p, Aw) = 0. Logo,
Ap € (HF)*.
ii. (H*)* CimAyg. Seja a € (H*)*. Defina

Ap = (o).
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Observe que [ estd bem definido. De fato: Suponha que Ap; = Agp,. Entao,
01 — 2 € HE. Logo, (1 — @2, a) = 0. Portanto, {1, a) = (pa, a).

Observe que [ é, claramente, linear e [ é continuo. De fato: Denote por h :
QF(M) — H* a projecdo canonica. Seja o € Q¥(M) e ¥ := ¢ — h(yp). Dai,

[(Ap)] = [I(AW

= )
= |l(Ay)
= |l(Ay)

)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

(ARl <l - (1]
< cllafl- 1Ayl
= cllall-Agll,

onde a ultima desigualdade é dada pelo Lema 2.20. Logo, [ é continuo.

Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe uma extensio continua de [ em QF(M).
Dai, [ ¢ uma solucdo fraca de Az = a. Pelo Teorema 2.18, existe uma solucao
forte w € QF(M), isto é, a = Aw € im(Ay).

3. Formulagoes Equivalentes:

QF (M) A(QF(M)) @ HF

(d§ + 6d)(QF(M)) @ H*
((do(Q*(M))) + (3d(2"(M)))) © H
d(QF1 (M) + 6(QFH (M) @ HE

QF(M).

N N N

e Sejam w, n € QF(M). Entao, (déw, ddn) = (dddw,dn) = 0. Logo,

dé(QF (M) Lsd(QF(M)).
Sejam, agora, w, n € Q¥(M) e a € H*. Pelo Lema 2.16, temos que da =
da = 0. Entao, (dow + ddn, a) = (0w, da) + (dn, da)y = 0. Logo, (d6(Q¥(M)) &

5d(QUF(M)) LHF. Portanto,

QF (M) = do(QF (M) @ 5d(QF (M) @ HF.



40

Similarmente, como Vw € Q¥ 1(M) e Yy € Q¥ Y(M), (dw,dn) = (ddw,n) = 0,
entao

d(Q* (M) L(Q" (M),

Finalmente, como Vw € Q¥ Y(M) e Vn € QY (M), Va € HF @ (dw + 0n,a) =
(w,0a) + (n,da) = 0, entdo

d(Q*H (M) @ o(Q" (M) LH".



Capitulo 3
Solitons de Ricci

Neste capitulo estudaremos uma classe especial de variedades Riemannianas: os
solitons de Ricci gradientes. Apresentaremos a demonstragao de alguns resultados dados
a partir do Teorema de Decomposicao de Hodge-de Rham, obtidos no artigo principal
deste trabalho, [1].

3.1 Solitons de Ricci

Definigao 3.1. Um soliton de Ricci ¢ uma variedade Riemanniana (M",g), sendo g a

sua métrica, dotada de um campo de vetores X que satisfaz a equacao
, 1
Ric + §£Xg = \g, (3.1)

onde A\ é uma constante e Lxg é a derivada de Lie da métrica g com respeito ao campo
X. Denotaremos o soliton pela tripla (M", g, X'). A equagao (3.1) é chamada de equagdo

fundamental dos solitons de Ricci.

Vale lembrar que a derivada de Lie da métrica g com respeito ao campo X, Lxg,
¢ dada por Lxg(Y,Z) =(Vy X, Z) + (Y,VzX), V Y, Z € X(M), onde V é a conexao
de Levi-Civita associada a g.

Se (M, g, X') é um soliton de Ricci e existir uma funcdo f : M — R, f € C*(M),
tal que Vf = X entao (M, g, X) é chamado de soliton de Ricci gradiente. Neste caso, a
equagao (3.1) se reduz a

Ric+ V2f = Ag, (3.2)

onde A\ é uma constante. Com efeito, dados Y; e Y5 dois campos arbitrarios em M, temos

41
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(Lxg)(Y1,Y2) = (Lvrg)(Yi,Y2)
= (Vn(Vf),Y2) + (Y1, Vi, (V)
= V2f(Y1,Y2) + V2 f(Ya, Y1)
= 2V2f(Y1,Y2).

Logo, como Y] e Y, foram tomados arbitrarios, segue que
1 2

Um campo de vetores é chamado de campo de vetores de conforme se existe uma
funcao diferenciavel v : M — R tal que Lxg = 21g. Quando ¥ = 0 o campo é dito
de Killing. Observe que se {E1, ..., E,} é um referencial ortonormal em M é facil ver que
divX = ni.

Seja (M, g, X) um soliton de Ricci. Dizemos que (M, g, X) é

e cxpansivo, se A < 0;
e estavel, de A = 0;
e contrdtil, se A > 0.

Perelmam mostrou em [11], que todo soliton de Ricci compacto deve ser gradi-
ente. Sendo assim, sempre que estivermos tratando de solitons (M, g, X) em variedades
compactas, ji assumiremos a existéncia de uma funcdo f € C*°(M) tal que Vf = X.
Nestas condigoes, a fungao f é chamada de potencial de Perelman. Se a funcao f for

constante, o soliton é dito trivial.

Exemplo 3.2. (Solitons de Einstein). Uma variedade Riemanniana M ¢é chamada de

variedade de Finstein se,
Ric(X,Y) = MX,Y), VXY € X(M),

onde A : M — R ¢ uma funcgao real chamada de fungao de Finstein.
Dada M uma variedade de Einstein com a fun¢ao de Einstein constante e escolha

uma funcao f: M — R constante. Assim, V2f =0 e, trivialmente, temos
Ric(X,Y)+ V2f(X,Y) = Ric(X,Y)
= MX,)Y), VXY e X(M),

e, portanto, (M,qg,Vf) € um soliton de Ricci gradiente. Além disso, (M,q,Vf) é um

soliton trivial.

Exemplo 3.3. (Soliton Gaussiano). Considere M = R", g a métrica canénica em R,
A € R fizado e f : R" — R a fungio definida por f(z) = 3|z|?. Considerando-se o
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referencial ortonormal canénico {E\, ..., E,}, € fdcil verificar que

vzf(Ei7 EJ)

9 f {o, i #

- 0z;0x; - A\, =]

Além disso, como o tensor de curvatura de M € nulo, seque que
Ric(E;, E;) + V2 f(E;, E;) = A\g(E;, E;), Vi,j €{1,...,n}.

Logo, (R™, g,V f) é um soliton gradiente.

3.2 Potencial de Hodge-de Rham

Dado um campo de vetores X sobre uma variedade Riemanniana compacta orien-
tada M, o teorema de decomposicao de Hodge-de Rham mostra que podemos decompor
X como a soma de um campo de vetores Y de divergente nulo e o gradiente de uma
funcao h, isto é,

X =Y + Vh,

onde divY = 0. De fato, considerando-se a 1-forma X, podemos aplicar o Teorema de

decomposi¢ao de Hodge-de Rham para decompor X como
X =da+ i+,

onde v é uma 1-forma harmonica, « é uma O-forma e § é uma 2-forma. Para isso, considere
Y =68+ eda=Vh.

Dado um soliton de Ricci compacto (M, g, X), a fungao h dada pelo Teorema de
decomposi¢ao de Hodge-de Rham é chamada de potencial de Hodge-de Rham.

Lema 3.4. Se (M, g, X) é um soliton de Ricci gradiente e f é o seu potencial de Perel-
mam, entao

R+ divX = \n,

onde R € a curvatura escalar de M. Dat,
R+ Af = \n.

Prova. Sejam p € M e {z, ..., 2,} uma base ortonormal de T,M/. Entao, sendo Z; uma

extensao local de z;, tem-se que
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R(p) = ZRiCp(Zj>
— > RidZ, 2)()

= > (2 Z) ) — (T2 2) )

j=1
= n—trV2f
— M —AF.

]

O Teorema a seguir relaciona os dois potenciais definidos até aqui. Este é o

primeiro resultado obtido no artigo principal deste trabalho.

Teorema 3.5. Seja (M, g, X) um soliton de Ricci compacto tal que X = V f. Entao o

potencial de Perelman €, a menos de uma constante, o potencial de Hodge-de Rham.

Prova. Pelo Teorema de Decomposicao de Hodge-de Rham, temos que
X =Y +Vh,
onde divY = 0. Assim,

Af = diwVf
= divX
= div(Y + Vh)
= dwY + divVh
= diwVh
= Abh.

Sendo assim, temos que
A(h— f)=0.

Pelo Teorema de Hopf, concluimos que h — f é constante. O
Observagao 3.6. Se X é um campo de vetores de Killing, entao o soliton € trivial.

De fato, se X é um campo de vetores de Killing, entao

divX = tr{Y — VyX}
3 (Ve X B

= _ZZ<VE¢X’ E;)

= —diwX.
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Logo, divX = 0. Desta forma,
Af = divVf
divX
= 0.
Portanto, pelo Teorema de Hopf, f é constante.
Levando em consideragao o Teorema de decomposicao de Hodge-de Rham e o

Teorema 3.5, obtemos o seguinte corolério:

Corolario 3.7. Seja (M, g, X) um soliton de Ricci compacto. Se [, (X,Vh)dM < 0,

entao o soliton € trivial.

Prova. Como a Decomposicao de Hodge-de Rham ¢ L2-ortogonal, temos que

(X,Vh) = (Vh+Y,Vh)
Vh,Vh) + (Y, Vh)

{
{

= (Vh,Vh)
{

Dai,
fM<X,Vh>dM = fM(Vf,Vf)dM
= [y IVf|?dM
< 0.

Sendo assim, |[Vf|> = 0. Logo, Vf = 0, e dai, f ¢ constante. Portanto, o soliton ¢
trivial. O

3.3 Algumas Relacoes Importantes

Agora, provaremos algumas equagoes que serdao importantes nas demonstragoes
de alguns resultados contidos no artigo principal deste trabalho. Vale lembrar que, nas
equacgoes abaixo, gracas ao Teorema 3.5, o potencial de Perelman pode ser trocado pelo

potencial de Hodge-de Rham.

Proposicao 3.8. Sejam (M, g,V f) um soliton de Ricci gradiente, R a curvatura de
escalar de M e Z € X(M), valem

i. Z(R)+2(V,V [, Vf)=2)Z(f)
ii. (VR,Z)+2(Vy;Vf, Z)=2XVf, Z)

1
iii. Ric(Vf,2) = 5(VR,Z)

iv. Ric(Vf,Vf) = %(VR, v
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1
v. Ric(Vf,VR) = 5|VRP
vi. VR = 2)\Af + (Vf,VR) — 2|V2f|?

vii. AR+ 2‘V2f _Af,
n

2

— (Vf,VR) + %RAf.

Prova.

i. Usando a equagao fundamental de solitons de Ricci gradientes e a desigualdade de

Bianchi, Hamilton mostrou, em [6], que, para solitons de Ricci gradientes, vale
R+|Vf? —2\f =, (3.3)
onde ¢ é uma constante. Em particular, dado Z € X(M),

Z(R) + 2(V ,Vf,Vf) = 20Z(f). (3.4)

ii. Usando a simetria da Hessiana, temos:

(VzVENVE) = (V*f(Z),V])
= V*f(Z, V)
= V*f(Vf,2)
= (V*f(V]),Z)
= (Vu;V/f. Z).

Portanto, a equacao (3.3) fica dada por

(VR,Z) + 2(Vy;Vf, Z) = 2\(V }, Z).

iii. Dado Z € X (M), temos que
Ric(Vf,2) + V2 f(Vf,Z) = NV f,Z).

Mas, pelo item (ii.) acima,
MV F, 7) = %(VR, 2) + (Yo, V1, 7).

Logo,
Ric(Vf, 2)+ V2 f(Vf, Z) = %(wz, Zy+(Vv;Vf, 2Z).

Portanto,

Ric(Vf,7) = %(VR, 7).
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iv. Se Z = Vf no item (iii.) acima, temos
1
Dado [v.] Z = VR no item (3.) acima, temos

1 1
Rie(Vf,VR) = 5(VR,VR) = |VR["

vi. Do Lema 3.4, temos que
R+ Af = \n.

Entao,
VR =-V(Af).

Sendo assim, usando a formula de Bochner e o item (iv.),

SAIVAE = Rie(VE V) + [V 4+ (VE,V(AS)
_ %(VR, V) + [VEf — (Vf,VR)

= [V - (VR V).

Usando a equagao (3.3),

AR+ A|VF? —20Af =0.

Logo,
AR = 2\Af — A|Vf|?
= 2)\Af — (2|V2f|* = (VR,Vf))
= 2)\Af = 2|V?f|? + (V[,VR).

vii. Usando o item (vi.), temos

AR = 20Af+ (Vf,VR) —2|V2f]?
— 200+ (VS VR) - 2(| + CL)
= S+ (VRVS) = 2(1V2f - Ay + L)
= 2\Af+ (VR,Vf) —2|V2f — AL g|* — o&f"
= 2Af(A—2L) —2|V2f — &Lg2 4 (VR, V)
= FRAf=2\V*f = SLgl* + (VR V),

onde a ultima igualdade segue de 3.4. Finalmente,

Af P

p
VR+2'V2f— —%g| = “RAf+(VR.V/),




o que conclui a demonstragao da proposicao.

3.4 Resultados Principais

Teorema 3.9. Seja (M, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entao

2
2 n—2 2
/M‘Vf M= /M(Af)dM

Prova. Do item (vii.) da Proposi¢ao 3.8 vii., segue que

Af |?

2
AR+2‘V2f - —g| = (Vf,VR) + ERAf.

Integrando ambos os membros desta equagao, obtém-se

2
/ARdM+2/ ‘VQf—ﬂg dM
M M

Como fM ARdM = 0, temos que

2 =S

Pelo Lema 1.14,

2
i — /M (VS VR)AM + = /M RAfdM.

/dz’v(RVf)dM — [ d(i(RV]))
M

i(RVf)dM

I
o‘é\ﬁ\

Por outro lado,

/M div(RVf)dM = / Rdiv(V f)dM + / (Vf,VRYAM

M

- //l RAFAM + / (Vf, VR)dM.
M M

Logo,
/MRAfdM:—/M<Vf,VR>dM

:/M<Vf,VR>dM+%/MRAfdM.
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(3.5)



Assim, podemos escrever a equagao (3.5) como
s
M

Mas, visto que R+ Af = n, temos que VR = —V(Af). Desta forma,

Lo

Analogamente, pelo Lema 1.14,

M
n— 2

= /M (Vf,VR)dM

n

_9
aM = "

/M (V£.V(AS)dM

/div(Afo)dM = /d Afo dM
M
= /M Afo dM
oM
= 0.
Por outro lado,
/Mdiv(Afo)dM = /Afdiv(Vf)dM+/M<Vf,V(Af))dM
= //(Af)2dM—|—/<Vf,VR>dM.

Logo,
/M (Af)2dM = /M (VL. V(Af) M

E, portanto, a equacao 3.6 fica dada por

2
2/ ‘sz—ﬂg dM =
M

n—2
n

/M (Af)2dM.

Corolario 3.10. Para um soliton de Ricci compacto (M, g, X) valem:

i. Se / Ric(Vh,Vh)dM <0, entao o soliton é também trivial.
M

ii. Se / Ric(Vh,VR)AM < 0, entao o soliton é trivial.
M
i, A(n+2) [, [Vh2dM = [, (AR)2dM + [, R|Vh|*dM.

Prova.

_ /M<Vf,VR>dM—%/ (V[ VR)dM
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i. Supondo / Ric(Vh,Vh)dM < 0 temos, pelo item (iv.) da Proposi¢ao 3.8, que
M

/ (VR,VfYdM < 0. Como R+ Af = An, segue que / (V(Af),VfydM > 0.
M M
Usando um raciocinio anélogo ao feito na prova do Teorema anterior, concluimos

que / (Af)2dM < 0. Logo, Af = 0 e, pelo Teorema de H. Hopf, concluimos que
M

f é constante e, portanto, o soliton é trivial.

ii. Supondo /

Ric(Vh,VR)dM < 0 temos, pela Proposigao 3.8, que / |VR|?dM < 0.
M M

Logo, R é constante. Assim, pelo item (iv.) da Proposicao 3.8, temos / Ric(Vh,Vh)dM <
M
0. Do item acima, segue o resultado.

iii. Sendo ¢, = V2h — —¢, a equacao dada na Proposicio 3.8 vii. fica escrita como
n
9 2
AR+ 2|¢p|* = (Vh,VR) + ERAh.

Integrando, ambos os membros desta equagao e usando que / ARdM = 0, obtemos
M

que
2
2/ |¢>h|2dM:/ <VR,Vh>dM+—/ RAhdM. (3.7)
M M nJm

Usando, como na demonstragao do Teorema anterior, o Lema 1.14, temos que

/M (VR, VhydM = /M (Ah)2dM

/ RAhdM:—/ (VR, Vh>dM:/ hARdM.
M M M

Assim, a equacao (3.7) fica escrita como
2
2/ |pn|?dM = / (Ah)*dM + —/ hARAM. (3.8)
M M nJm
Usando e equagao (3.3), temos que AR = 2A\Ah — A|Vh|? e, dai,

2/ \pn|?dM = /(Ah)QdM+2/ h(2AAh — A|VR|*)dM
M M

n
4 2
= /V(Ah)2dM+—/ hAhdM——/ hA|Vh[2dM.
M n Jm nJm

Mas, novamente, aplicando o Lema 1.14,

/hA|Vh|2dM:/ |Vh|*Ahd M
M M
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/ hAhdM:—/ (Vh,Vh)ydM = —/ |Vh|*dM.
M M M

Assim,

4\ 2
2/ |¢hl2dM = /(Ah)QdM— —/ ]Vh\ZdM— —/ \Vh|2AhdM
M M M n

n

- /(Ah)?dM—%/ Vi dM——/ VRO — R)dM
M M M

_ /(Ah)QdM—(Q)nL—)/ Vi dM+3/ RIVA[2dM.
M noJm nJm

Usando o Teorema 3.9,

—2 2
n /(Ah )2dM = / (AR)2dM — (2)\+ / IVh|2dM + = / R|Vh[2dM.
n M
Daf,
—2/ (AR)?dM = —(2/\n+4/\)/ |Vh|2dM+2/ R|Vh|*dM.
M M M
Portanto,

A +2) / VhPdM = / (ARY2AM + / RIVA[2dM.
M M M

O

Duas variedades, M e N, sao ditas conformemente equivalentes se existe um

difeomorfismo conforme f : M — N. Ishihara e Tashiro, em [7|, mostraram que uma

variedade Riemanniana completa (M, g) é conformemente equivalente & esfera euclideana

S™ se existe uma funcao nao-trivial, f : M — R, tal que V2f = %g. Usaremos este

fato para provar o corolario a seguir.

Corolario 3.11. Seja (M?, g, X) um soliton de Ricci compacto. Entdo, ou o soliton ¢

trivial ou é conformemente equivalente a esfera S?.

Prova. Se n =2 no Teorema 3.9, temos que

[ 19080
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Logo, V2f = %g. Se o soliton nao ¢é trivial, temos que f nao é constante. Dai, pelo
Teorema dado por Ishihara e Tashiro, concluimos que M? ¢ conformemente equivalente a
esfera S2. O

Tashiro, em [12], mostrou que uma variedade Riemanniana completa (M, g) é
isométrica ao espago euclidiano R™ quando existe uma funcao diferenciavel f : M — R
nao-constante satisfazendo V2f = vg, para alguma constante v # 0. Aplicando este

resultado, provaremos o seguinte Teorema:
Teorema 3.12. Para um soliton de Ricci conforme (M™, g, X), com n > 3, vale:

i. Se M é compacta, entao X € um campo de vetores de Killing e M é um soliton trivial.

ii. Se M é um soliton gradiente nao-compacto, entao ou o soliton é Gaussiano ou X é

um campo de Killing.

Prova. Como X é um campo de vetores conforme, temos que existe ¢ : M — R tal

que Lxg = 21g. Dai, a equagao 3.1 escreve-se como
o que mostra que M" é uma variedade de Einstein. Como n > 3, temos que A — ¢ é

constante. Dai, como A\ é constante, segue que ¢ também é.

i. Suponha que M é compacta. Dado um referencial ortonormal {Ej, ..., E,},
divX = Z Ve X, E;) Zﬁxg E;, E;) = ny.

Pelo Lema 1.14 e o pelo Teorema de Stokes,

0= /Mdz'UX = nypvol (M).

Dai, ¢ = 0. Logo, Lxg = 0. Portanto, X ¢ de Killing.

ii. Suponha que X = Vf. Entdo, Lg;g = 2V2f. Logo, V2f = 1g. Se ¢ = 0, segue que
X é um campo de vetores de Killing. Se v # 0, podemos aplicar o resultado de
Tashiro para concluir que M ¢é isométrica ao espago euclidiano R"”, implicando que

o soliton é Gaussiano.

]

Finalmente, para um soliton de Ricci compacto conforme, o Teorema a seguir nos
oferece um limite inferior para o primeiro autovalor do Laplaciano. Para sua demonstragao
utilizaremos dois resultados classicos que serao enunciados a seguir e podem ser obtidos

na referéncia [3].
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Teorema 3.13. (Lichnerowicz) Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada e orien-
tada, com a métrica g e tensor de Ricci satisfazendo Ric > ag, onde o« > 0 é uma

constante real. Se \ denota o primeiro autovalor nao-nulo do Laplaciano de M, entao

Teorema 3.14. (Obata) Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada e orientada, com

métrica g e tensor de Ricci satisfazendo Ric > ag, onde o > 0 € uma constante. Se
no
A=

€ o primeiro aultovalor nao-nulo do Laplaciano de M, entdo M € isométrica
n —

_ n—1
a esfera candnica S"( ) )

(07

Teorema 3.15. Seja (M", g, X') um soliton de Ricci conforme compacto. Sen > 3, entdo
o primeiro autovalor do Laplaciano satisfaz Ay > "5 X. Além disso, a igualdade ocorre

se, e somente se, M™ é isométrica a esfera euclideana candénica S™(r).

Prova. Como M é compacto, temos que X é um campo de vetores de Killing. Entao,

Ric = \g. Dali, aplicando-se o resultado classico de Lichnerowicz que vale se a curvatura de

Ricci é maior ou igual a k, entao o primeiro autovalor do Laplaciano \; satisfaz \; > %n

Entao, temos que
A

n—1

A >

n.

Aplicando o Teorema de Obata, [10], a igualdade ocorre se, e somente se M" é

isométrica & esfera canonica S™(r).

]
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