UNIVERSIDADE FEDERAL DA BaHIA
INsTITUTO DE MATEMATICA
ProcraMA DE P6s-GRADUAGCAO EM MATEMATICA
DisserTACAO DE MESTRADO

Sobre Decomposicao Dominada Para Fluxos Singulares.

Felipe Fonseca dos Santos

Salvador-BA
Fevereiro/2014



Sobre Decomposicao Dominada Para Fluxos
Singulares.

Felipe Fonseca dos Santos

Dissertacdo de Mestrado apresentada
ao Colegiado da  Poés-Graduacdo
em Matemdtica da  Universidade
Federal da Bahia como requisito parcial
para obtengdo do Titulo de Mestre em
Matematica.

Orientador: Prof. Dr. Vitor D. Martins
de Aratjo

Salvador-BA
Fevereiro/2014



SoBRE DEcomPosicAo DominaDA Para Fruxos
SINGULARES.

FerLire FoNsEcA DOs SANTOS
ORIENTADOR: VITOR D. MARTINS DE ARAUJO

Dissertacdo de Mestrado submetida ao Colegiado de Pds-graduagao
do Instituto de Matematica, da Universidade Federal da Bahia - UFBA,
como parte dos requisitos necessarios a obtengdo do titulo de Mestre em
Matematica.

Aprovada por:

Profa. Dr. Luciana Silva Salgado-IM/UFBA

Profa. Dr. Maria José Pacitico - IM/UFR]

Prof. Dr. Vitor D. Martins de Aratjo - IM/UFBA

Salvador-BA
Fevereiro/2014



Santos, Felipe Fonseca dos.
Sobre decomposi¢cdo denominada para fluxos singulares /
Felipe Fonseca dos Santos. - 2014. 71 f.: il.

Orientador: Prof. Dr. Vitor D. Martins de Aragjo.
Dissertacdo (mestrado) - Universidade Federal da Bahia,
Instituto de Matematica, Salvador, 2014.

1. Método de decomposigdo. 2. Andlise de sistemas. 3. Teoria
dos sistemas. 4. Hiperbolicidade. I. Aratjo, Vitor D. Martins de.
II. Universidade Federal da Bahia. Instituto de Matemaética. III.
Titulo.

CDD - 519.72
CDU - 519.85




Dedico este trabalho

aos meus pais, meus irmaos

e a Milena,

por tudo que fizeram por mim
para a realizacdo deste sonho.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus pela sua fidelidade comigo em todos
os momentos de minha vida e por estar sempre me protegendo e me dando
forga.

Ao meu pai Joel e minha méae Rosely, aos meus irmaos Willian e Liz e
minha avo Terezinha. Cujo amor e carinho transmitido durante todo esse
tempo ndo podem ser medidos.

A minha amada Milena, companheira de todas as horas, pelo seu amor,
compreensao, confianca e por sempre me fazer acreditar que posso ir mais
longe.

Aos amigos de Amargosa e da UFRB que mesmo longe sempre es-
tiveram presentes e aos que tive a felicidade de conhecer durante esse
tempo na UFBA.

A todos os meus familiares e aqueles que ao longo do tempo tornaram-
se parte da minha familia como, Seu Jodo, D. Noémia, Loi e tia Roque que
sempre torceram por mim, transmitindo confianga e alegria.

Nao posso aqui deixar de citar minhas tias Dinah, Sarah, Conceigdo,
Sueli e Margarida, meu primo Rafael aos grandes amigos Juracy e tia Lene,
cujo apoio foi tdo importante nesse periodo em Salvador.

Ao exemplo de professor e pesquisador a quem tive a honra e a satisfa-
¢do de ter sido orientado, Vitor Aratijo meu muito obrigado pelo incentivo,
paciéncia, dedicacdo, compromisso, por ter acreditado em mim e pelas
grandes oportunidades de aprendizagem a que me proporcionou. A todos
os professores da p6s-graduacdo do Instituto de Matemaética (IM) da UFBA
que tive a oportunidade de ser aluno e aprender algo importante para
minha formagao.

A todos os funciondrios da pés-graduacdo do IM da UFBA que de
alguma forma contribuiram para a conclusao desta dissertagéo.

Aos professores membros da banca examinadora pela disponibilidade
e atengdo dispensada ao trabalho, bem como por suas valiosas sugestdes.

Agradego também aos meus professores da UFRB que sempre me in-
centivaram mesmo quando tudo ndo passava de um sonho, em especial
ao professor Antonio Andrade do Espirito Santo, a quem devo muito por
estar aqui e cujo apoio e amizade foram fundamentais nessa trajetoria.

Por fim, agradego a CAPES pelo apoio financeiro.



vii

“Tudo parece impossivel até que seja feito.”
Nelson Mandela.



Resumo

Apresentamos resultados que dao condigdes suficientes para que uma
dada decomposicdo invariante do fibrado tangente de um conjunto com-
pacto invariante A de um fluxo C' com singularidades (ou nao) seja do-
minada. Em particular, esses resultados reduzem os requisitos para obter
hiperbolicidade seccional e hiperbolicidade. Além disso, usamos exem-
plos para ilustrar que alguns enfraquecimentos desses resultados ndo sdo
possiveis. Por fim, fazemos uma aplicacdo dos resultados a situacdo de
fluxos tridimensionais fracamente dissipativos.

Palavras-chave: Decomposi¢do dominada, conjunto parcialmente hiperbélico,
hiperbolicidade e hiperbolicidade seccional.



Abstract

We obtain sufficient conditions for an invariant splitting over a compact
invariant subset of a C! flow X; to be dominated. In particular, we reduce
the requirements to obtain sectional hyperbolicity and hyperbolicity. We
also present examples showing that the assumptions are minimal in a
certain sense. Finally, we apply the results to weakly dissipative three-
dimensional flows.

Keywords: Dominated splitting, partial hyperbolic set, hyperbolicity and
sectional-hyperbolicity.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos sistemas dindmicos tem uma longa histéria que remonta
as leis da mecanica cldssica expressa em termos de equagdes diferencias.
Um exemplo relevante, nessa teoria, é o problema dos n-corpos: num
campo gravitacional, este problema modela, por exemplo, 0 nosso sistema
solar. F nabusca da solugao de problemas como esse que muitas ferramen-
tas matematicas foram desenvolvidas, aprofundando a teoria de sistemas
dinamicos.

Desde Poincaré, no final do século XIX, a énfase ao desenvolvimento da
teoria tem sido o estudo do comportamento assintotico das solugdes das
equagdes diferenciais, em vez de buscar explicitamente expressdes para as
solugdes.

1.1 Hiperbolicidade, hiperbolicidade parcial e do-
minacao

Seja M uma variedade compacta Riemanniana n-dimensional C* sem
bordo. Um campo de vetores X sobre M é uma correspondéncia associando
a cada ponto x de M um vetor X(x) em T, M, o espaco de vetores tangentes
a M no ponto x.

1.1.1 Hiperbolicidade

Destacaremos, dentre as possiveis linhas de pesquisa da teoria dos
sistemas dinamicos, a teoria de sistemas dindmicos hiperbdlicos, desen-
volvida nos anos 60 e 70, apds o trabalho de Smale, Sinai, Ruelle, Bowen
entre outros. Essa teoria busca entender o comportamento
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2 Capitulo 1. Introducao

de conjuntos compactos invariantes A para fluxos e difeomorfismos em
variedades compactas de dimens&o finita tendo uma decomposigdo hiper-
bolica do espago tangente. Isto é, se X é um campo de vetores e X; é o fluxo
gerado por X, entdo dizemos que um conjunto compacto invariante A (isto
é, Xi(A) = A, paratodo t € R) é hiperbélico para um fluxo X; se existe uma
decomposi¢do continua invariante do fibrado tangente TA\M = E°® EX®E"
e existem constantes C, A > 0 tais que

| DX; lgsll< Ce, IDX pell< Ce™, xeAeteR,

ou seja, E° é uniformemente contraido e E* é uniformemente expandido
por DX;.

Na expressdo acima EX denota o subfibrado unidimensional gerado
pela direcdo do campo e os subfibrados sdo DX; — invariante, ou seja, sdo
invariantes pela derivada DX; do fluxo X;, no seguinte sentido

DX/(E) = Eé(m, xeA, teR, i=s,X u.

As normas usadas sdo decorrentes de uma estrutura Rimaniana fixa-
da na variedade M. Como esta tem dimensdo finita sdo equivalentes, a
definicdo de hiperbolicidade ndo depende da métrica Riemanniana esco-
lhida.

1.1.2 Hiperbolicidade parcial e dominacao

Na tentativa de ampliar o alcance da teoria hiperbdlica, motivado,
por exemplo, em entender as propriedades do atrator de Lorenz (que é
um exemplo de dindmica ndo-hiperbdlica com singularidade) que surgem
varias nog¢des mais fracas de hiperbolicidade. Este é o caso do conceito de
decomposi¢do dominada, que sera objetivo central deste trabalho. Ela foi
introduzida inicialmente nos trabalhos de Mafié [15], Liao e Pliss [22],
na tentativa de provar a conjectura de estabilidadel] de Palis-Smale [21].

Definigao 1.1.1. A decomposicdo dominada por um conjunto compacto invariante
A de X é uma decomposigdo continua do fibrado tangente sobre A, T\M = E®F
invariante por DX, com E,, F, ndo triviais (Ey # 0 e F, # 0) para todo x € A, de
tal forma que existem constantes positivas C, A satisfazendo

| DX, |g,|| - || DX_ < Ce™, VxeAeVt>0. (1.1)

t |FXt(x)

ITal conjectura foi provada para difeomorfismos por Mafié¢ em [14], e para fluxos, por
Hayashi em [10].
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Isto significa que a contracdo/expansdo ao longo da diregdo E é mais
forte que qualquer expansdo/contra¢do na direcdo F.

Note que para um operador linear continuo invertivel L, a norma mi-
nima ou conorma é definida como m(L) := ||[L7}|™' = inf{||[L(V);|Iv]| = 1}.
Dai a condigdo (L) da defingdo (L.LI) é equivalente a

| DX; |g,|I< CeMm(DXg,), Vx€AeVt>D0. (1.2)

Temos ainda a nocdo de Hiperbolicidade Parcial que surgiu a partir
do estudo dos sistemas que robustamente nao sao hiperbélicos. Veja por
exemplo, o livro de Hirsch, Pugh e Shub sobre variedades invariantes
e a nogdo de hiperbolicidade seccional introduzidas em [17] por Metzger
e Morales. Pode-se encontrar maiores detalhes em Bonatti-Diaz-Viana [6]
e Araujo-Pacifico [1].

Definicdo 1.1.2. Um conjunto compacto invariante A diz-se parcialmente hiper-
bolico se existe uma decomposigio dominada TyM = E @ F tal que E é subfibrado
uniformemente contraido, ou seja, existe constantes positivas C, A tal que

| DX; g lI< Ce™, Yt>0 (1.3)
Neste caso F é o subfibrado central de A.

Novamente, estas nogdes mais fracas de hiperbolicidade ndo dependem
da norma Riemanniana fixada em M.

1.1.3 Expansao seccional

Seja M uma variedade compacta n-dimensional, n > 3, sem bordo e X
um campo de vetores de classe pelo menos C'.

Motivado pelo Atrator de Lorenz temos a seguinte no¢do mais fraca
que a de expansdo uniforme.

Defini¢ao 1.1.3. Um subfibrado DX, — invariante, F C T\M é dito “seccio-
nalmente expansor” se dimF, > 2 é constante para todo x € A e existem
constantes positivas C, A tais que para todo x € A e todo subespaco bidimensional
L, C F, tem-se

|det(DX, |1,)| > Ce™, ¥V t>0. (1.4)

Noutras palavras, a expansao seccional é a expansdo de drea ao longo
de todo subespaco bidimensional do subfibrado F. Notamos que um
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subespaco invariante expansor com dimensao maior ou igual a 2 é sempre
seccionalmente expansor, pois expansdo de comprimento de vetores em
todas as dire¢des implica em particular expansdo de 4rea ao longo de
todo plano bidimensional. Mas expansdo de drea ndo garante expansdo
de comprimento de qualquer vetor: tome por exemplo, a transformacao
linear A : R?> — R? definida por A(x,y) = (2x,y) que tem detA = 2 e
autovetor e; = (0, 1) com autovalor A = 1.

1.1.4 Hiperbolicidade seccional

Uma singularidade do campo vetorial X é um ponto 0 € M tal que
X(0) = 0. O conjunto formado pelas singularidades é denotado por
Sing(X). Dizemos que uma singularidade é hiperbélica se os autovalo-
res da derivada do campo vetorial na singularidade o, DX(0), tém parte
real diferente de zero.

A definigdo a seguir é uma extensdo da nocdo de hiperbolicidade para
fluxos abarcando conjuntos que podem ter singularidades acumuladas por
Orbitas regulares, que se fez necessdria pelo estudo do atrator de Lorenz;
ver Tucker [29], Morales-Pacifico-Pujals [18] para fluxos em dimens&o trés
e Metzger-Morales em dimensdes maiores.

Definicao 1.1.4. Um conjunto compacto invariante A é dito seccionalmente
hiperbélico, se A é um conjunto parcialmente hiperbolico cujas singularidades sdo
hiperbdlicas e o subfibrado central é seccionalmente expansor.

Mais precisamente, temos que A é seccionalmente hiperbdlico se existe
decomposicdo continua e DX;—invariante TAM = E & F que satisfaz (L),
(L.3) e (L.4) para algumas constantes positivas C, A.

A nocao de hiperbolicidade seccional é uma extensdo natural da nogao
de hiperbolicidade para conjuntos invariantes com singularidades, como
mostra o teorema seguinte.

Teorema 1.1.5. (Lema Hiperbdlico). Todo subconjunto compacto invariante sem
singularidade de um conjunto seccionalmente hiperbélico é um conjunto hiper-
bélico.

1.2 Dominacao via contracao e expansao seccional
e consequéncias

De posse dessas informagdes, podemos enunciar o principal resultado
deste trabalho.
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Teorema 1.2.1. [2, Teorema A] Seja A um conjunto compacto invariante de X
tal que cada singularidade neste conjunto seja hiperbolica. Suponha que existe
uma decomposi¢io continua DX, — invariante do fibrado tangente de A, T\M =
E ®F, em que E é uniformemente contraido, F é seccionalmente expansor e temos
dominagdo sobre as singularidades de A, isto é, para algumas constantes C, A > 0
temos

| DX; I, |l - || DX_¢ |, |I< Ce™, Yo € ANSing(X) et > 0. (1.5)
Entdo TAM = E @ F é uma decomposigio dominada.

O Teorema [[.2.1] permite simplificar a verificagdo da dominagdo de
uma dada decomposigdo invariante do fibrado tangente de um conjunto
compacto invariante de um fluxo com singularidades; a verificacdo de
hiperbolicidade de uma tal decomposi¢do sobre um compacto invariante
sem singularidades é o resultado do coroldrio que segue, usando o Teorema

15

Corolario 1.2.2. Seja A um conjunto compacto invariante sem singularidades
para um campo de vetores X. Suponha que exista decomposi¢do continua DX, —
invariante do fibrado tangente de A, T\M = E @ F, onde E é uniformemente
contraido e F é seccionalmente expansor. Entdo A é um conjunto hiperbdlico.

De posse desses resultados, podemos observar que na Definigao[l.1.T]é
exigido dominagéo e, como consequéncia do Teorema[l.2.T] a suposigao de
dominacdo s6 é necessdria para as singularidades, de modo que é possivel
obter a seguinte definicdo equivalente de hiperbolicidade seccional.

Definigao 1.2.3. Um conjunto A C M compacto invariante é seccionalmente
hiperbélico para o conjunto X se todas as singularidades de A sio hiperbdlicas, e
existe uma decomposicdo continua DX, — invariante do fibrado tangente TAM =
E®F, com constantes C, A > 0 tal que, para todo x € A e todo t > 0O, temos:

1. IDXlg |l < Ce™;
2. |det(DX;|r,)| > CeM; para todo subespago linear bidimensional L, C F;

3. I DX; gl - || DX~ |, lI< Ce™, Yo € AN Sing(X).

1.2.1 Hiperbolicidade e expansao seccional

Apresentamos aqui algumas motivacdes para o estudo do Teorema
21 Sabemos por exemplo, que para um conjunto hiperbélico, ambas
as decomposicdes (E° ® EX) @ E e E° @ (EX @ E") sdo dominadas. Além



6 Capitulo 1. Introducao

disso, um conjunto hiperbélico A ndo tem singularidades acumuladas por
Orbitas regulares, salvo se A é composto por um ntmero finito de singu-
laridades hiperbélicas. Na verdade, qualquer singularidade 0 acumulada
por orbitas regulares sobre um conjunto hiperbdlico A seria um ponto de
descontinuidade para a decomposicdo hiperbdlica, devido a auséncia da
diregdo do fluxo no espaco tangente a o.

O préximo resultado mostra que ndo podemos ter uma decomposigdo
hiperbélica sem a dire¢do do fluxo, a menos que o conjunto invariante se
reduza a um nimero finito de singularidades isoladas.

Teorema 1.2.4. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Suponha que
existe uma decomposicdo continua DX, — invariante do fibrado tangente de A,
TAM = E @ F e existem constantes C, A > 0, tal que para todo x € A etodot > 0

IDX; |, || < Ce™ e |IDX_ | < Ce™.

t |FX[(.'X)
Entdo, A é formado por um niimero finito de singularidades hiperbélicas.

Enfraquecendo as hipéteses e tentando obter apenas a condi¢do mais
fraca de dominagdo da decomposicdo E @ F, observamos que ndo podemos
substituir as hipoteses do Teorema [1.2.4] por expansdo seccional, nem
contracdo seccional, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 1.2.5. Considere uma singularidade tipo-Lorenz o para um fluxo C*,
{Xi}er, sobre uma 3-variedade M, isto €, o singularidade hiperbélica de tipo sela
tal que os autovalores de DX(0) sdo reais e satisfazem

A< A3 <0< -A3 <Ay

Imponha ainda uma condigdo extra: Ay + Ay > 0.

Seja E; o autoespago associado ao autovalor A;, i = 1,2,3, e facga E = E5 e
F = E; ® E,. Entdo, a decomposigio é trivialmente continua (pois A = {o} é
apenas um ponto), ndo dominada (F admite vetores mais fortemente contraidos do
que aqueles de E, bastando para isso tomar vetores sobre o eixo E,) mas E contrai
uniformemente comprimento de vetores e F expande drea uniformemente, ou seja,

F é seccionalmente expandido.

No exemplo acima, temos expansdo seccional e contragdo uniforme
ao longo dos subfibrados de uma decomposicdo continua, mas a decom-
posic¢do ndo é dominada, ver Capitulo[3

Este exemplo envolve um conjunto invariante trivial: um ponto de
equilibrio. Mas hd exemplos com conjuntos invariantes compactos com
singularidades acumulados por érbitas regulares, como o exemplo que se
segue.
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Exemplo 1.2.6. Considere um campo de vetores sobre o plano R? com uma conexio
de dupla sela homoclinica que expande volume e multiplique este campo de vetores
por uma contragio ao longo da diregdo vertical, veja a Figura[L1]

w
T

Figura 1.1: Uma conexdo de dupla sela homoclinica expandindo area

O conjunto compacto invariante W, para o campo de vetores X, formado
pelas conexdes homoclinicas juntamente com a singularidade s, admite
uma decomposicdo E @ F, onde E é a direcdo vertical e F é a diregdo do
plano. Esta decomposicdo serd continua, com E uniformemente contraido
e F expandindo uniformemente 4rea.

No entanto, poderemos obter uma decomposi¢do ndo-dominada, bas-
tando paraisso escolher a taxa de contragdo ao longo de E mais fraca do que
a taxa de contragdo na direcdo estavel da singularidade s. Desta maneira a
decomposicdo de T;M ndo é dominada, ver maiores detalhes no Capitulo

Isto sugere que o Teorema [[.2.4 pode ser generalizado se assumirmos
dominacdo nas singularidades de A juntamente com expansao seccional
ao longo de F e contragdo uniforme ao longo de E sobre ¢rbitas regulares.
Este é precisamente o contetido do Teorema [[.2.1]

Como aplicagdo do Teorema [[.2.1] temos os seguintes resultados para
fluxos tridimensionais fracamente dissipativos.

Definic¢do 1.2.7. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Suponha que
existe uma decomposicdo continua DX,—invariante do fibrado tangente de A.
Dizemos que F é um campo continuo unidimensional com propriedade de contragio
assintética para o passado se, e s0 se, x € A v F, é continua e para cada x € A,
F, é um subespago unidimensional de T..M e também

1
ltim inf n log [IDX_lr Il <0, Vx € A.
—s400



8 Capitulo 1. Introducao

Teorema 1.2.8. Seja X um campo vetorial C' em uma variedade tridimensional
M admitindo uma regido armadilha U cujas singularidades (se houver) sdo hiper-
bolicas e C'—linearizidvel. Vamos supor que o subconjunto compacto invariante
A = A(U) seja fracamente dissipativo e dotado de um campo continuo unidimen-
sional F com propriedade de contragdo assintética para o passado.

Se em cada singularidade o € U existe uma direcdo E, complementar DX,—in-
variante tal que E, ® F, = T,M é uma decomposicido dominada, entdo A é um
conjunto hiperbélico (em particular, A nio tem singularidades).

Uma vez que a suposi¢do de contracdo e decomposi¢do dominada é
apenas usada para provar a ndo existéncia de singularidades em A, como
consequéncia da prova temos o seguinte.

Corolério 1.2.9. Seja X um campo vetorial C' em uma variedade tridimensional
M admitindo subconjunto compacto invariante A, sem singularidades, que é fra-
camente dissipativo e dotado de um campo continuo unidimensional F de direcoes
contrativas assintoticamente para o passado. Entdo A é um conjunto hiperbdlico.

1.3 Organizacao do trabalho

A dissertacdo esta dividida em cinco capitulos, sendo o primeiro de-
les denominado Introdugdo, onde foram introduzidas grande parte das
defini¢Oes bésicas e nota¢des que necessitaremos ao longo do texto.

No capituloRlintitulado “Resultados Auxiliares” como o titulo sugere,
apresentamos (e provamos na sua maioria) diversos resultados que auxili-
ardo as demonstragdes dos principais resultados desse trabalho, como por
exemplo os Teoremas[1.2.1] [1.2.4 e o Corolario[1.2.2]

No Capitulo 3] “Exemplos” além de justificar de maneira detalhada
o fato de ser exigido a dominac¢do nas singularidades nas hipoteses do
Teorema [[.2.T através dos exemplos e faremos a construcdo do
campo de vetores no plano do exemplo que possui uma conexdo de
dupla sela homoclinica que expande volume.

No Capitulo 4 “Resultados Principais” serd apresentado a nogdo de
Fluxo Linear de Poincaré além das demonstracdes dos Teoremas([1.1.5,1.2.4]
[.2.7le o Corolario[1.2.2] onde a prova do Coroldrio sera uma consequéncia
imediata do Teorema [1.2.T]junto com o Teorema

No Capitulo B “Fluxo fracamente dissipativos e hiperbolicidade” a-
presentamos uma aplicacdo do Teorema [[.2.1] para a situagdo de fluxos
tridimensionais fracamente dissipativos, provando o Teorema [[.2.8 e o
Corolério



Capitulo 2

Resultado Auxiliares

Colocamos aqui alguns resultados técnicos que serdo usados como
ferramentas nos capitulos seguintes.

2.1 Angulo entre subespacos

Essa secdo serd iniciada com a defini¢do de angulo entre os subespagos,
essa defini¢do é inspirada na no¢do de angulo entre os subespacos unidi-
mensionais.

Definicdo 2.1.1. Dada uma decomposigio do fibrado tangente ToM = E®F sobre
um conjunto compacto invariante A, o dngulo £(Ey, F,) entre os fibrados em x é
definido por

1

sin£(E,, Fy) = m,

x €A

onde m(Ey) : T\M — E, é a projecio sobre E, paralela a F,.

Faremos um breve comentario acerca desta definigao.

Considere os subespagos unidimensionais E e F de um espago normado
(V,lIlhonde V = E@Fem : V — E aprojecdo sobre E paralelaa F. Dizemos
que

I7(E/F)Il = max{||n(E/F)vll; |loll =1, v € E® F}.

Quando ndo houver divida sobre o subespaco que estd projetando-se
sobre E denotaremos 7t(E/F) = mt(E).

Note que podemos considerar o maximo na definicdo de ||(E/F)||,
pois f(v) = ||m(E)v|| é composta de fung¢des continuas, logo é continua e

9
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estd definida num compacto (3'). Considere o dngulo a formado entre a
projegdo de F sobre E no ponto vy € $! onde o méximo de {||(E)o||; [lvl| = 1}
é atingido conforme ilustrado na figura 2.1} ou seja, o angulo a é o angulo
formado entre vetores ndo nulos de E e F.

lIr(E)II

Figura 2.1: Angulo a formado entre a projegao de F sobre E

Dai temos que sina = m Se considerarmos E e F em dimensdes
maiores podemos sempre reduzir ao caso semelhante ao descrito acima.
Considere entdo dimE = nedimF = m,(n,m > 1) e denote n(E') = m(E'/FY),
a projegao de E' C E sobre F! C F no espago V' = E! @ F'. Desta forma,
diremos entdo que,

sin £(E, F)

inf {sin «(E', F');com E' C E, F' C F edimE" = dimF" =1}

1
inf{———comE' CcE, F! c Fe dimE! = dimF' = 1}
{Iln(El/Fl)Il

1

= inf i“f{nn(El/Pl)n

: E' C E,dimE" = 1};1—”1 c EdimF' =1

__ 1
lIm(E/F)|

B 1 1
In(E/B)Il lImnE)N

1
infe ————F' c FEdimF' = 1}
{IIR(E/Fl)II
Usando a defini¢do acima podemos provar o seguinte lema:

Lema 2.1.2. Dada uma decomposicio do fibrado tangente T\M = E @ F sobre
um conjunto compacto A\, o seno do dngulo entre os fibrados em x é minorado por
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ginf{llu -0l :u € Ey,v €Fycom|lul| = ||v|| =1}. Ou seja, para cada x € A
temos que

2
sin 4(Ey, Fy) > 7\/_ inf{llu — || : u € Ey,v € Fycom |lul| = |[v]l = 1}.  (2.1)

Demonstragio. Seja x € A, usando a defini¢do 211l podemos reescrever

1
I (E)l

sin£(Ey, Fy) =
1

{IIH(EX)(u v)ll
up 4 A=A~ O

ueE,veF,comlu-—ov||# O}
llu — ol

M=ol
IIH(EX)(u o)ll’

= { e —oll u€kE,vekF, Com||u—v||¢0”””¢0}

;u€ E,,veF,com|u-o||#0, ||u||¢0}

IT(E)@I’

llu —vll

uekE,veF,comlu-o|#0,]|ul|l # O}

= inf

ueE,veF, com|u—o| #0,ul ¢o}
||u|| ||M||

= inf H

;w,u€ Ey,veF, com|w| =1, ||lul| # O}

= inf{|lw — v||,w € E,,veF, com|w| =1}
= inf{llw-ol;weE, NS, veF}=dE NS F)=d

Note que
d <inf{llw - ol;w € E, NS, 0 e F,N S =d(E, NS, F,nS") =d

Assim podemos comparar os valores de d = sin £(Ey, Fy) e d.

Sabemos que existem wy, € E, NS' e vy € F,, vetores de E, & F, tais
que |lwy — voll = d = sin«(E,, F,). Considere agora v; € F, NS tal que
inf {Ilwo —o|;veF,N ‘51} seja atingido (isso é possivel pois F, N $' é com-
pacto). Denotemos d=|lwy—ovill >de seja f o menor angulo formado
entre o vetor (wy — v7) e Fy, conforme a figura[2.2]

Note que quando 0 < a < 7t/2 temos que 11/4 < < /2, pois quando «a
se aproxima de zero temos que ff se aproxima de 71/2, por outro lado quando
a é 71/2 temos que d serd a hipotenusa de um tridngulo retangulo is6sceles,
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Figura 2.2: Cota inferior para o sin(Ey, Fy).

logo p medira /4. Para a € (11/2, ) teremos a mesma configuragdo que a

anterior.

Observe também que sin(f) = % donde temos que d =
V2

d
sin(p)

e como

d>d>de - < sin(f) < 1, ja que /4 < B < 7/2, concluimos que
d<d= sirfl(ﬁ) < %d. Ou ainda, d > 2d o que garante que,
. 2.
sin £(Ey, Fy) > - inf{[lu — || : u € E,,v € F, com |[u]| = [|v]| = 1}.

2.2 Decomposicao dominada e angulo afastado
do zero

Mostraremos agora que se temos decomposi¢do dominada de um dado
tibrado tangente isso implica que o angulo entre os subfibrados da decom-

posicdo é afastado do zero. Esse resultado sera ttil para a demonstracao
do Teorema[L.1.5no Capitulo

Lema 2.2.1. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Se T\M = E®F
¢é uma decomposicido dominada do fibrado tangente entdo o dngulo entre E e F
é afastado de zero uniformemente ao longo de A, isto é existe O > 0 tal que
sin(E,, Fy) > O para todo x em A.

Demonstragio. Para provar esse Lema vamos mostrar que sob suas hipote-
ses, dados x € A e vetores unitdrios u € E, e v € F, sempre temos
lu — vl > 6 > 0, daf usando o Lema 21.2) onde temos por 1) que

sin £(E,, F,) > Linf{llu —ol| : u € E,,0 € F, com |ju]l = |loll = 1} > 6 > 0
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e portanto concluimos que o dngulo entre E, e F, é afastado do zero para
todo x € A.

Sejam x, € A, n € IN e considere a decomposi¢do dominada T, M =
E., ® F,, para cada n € IN. Suponha por absurdo que existam sequéncias
de vetores unitarios u, € E,, e v, € F,, tais que |[u, — v,|| m 0. Assim,

temos que ||[DX;(x,)(u, — v,)|| —— 0, mas
n—+oo

IDX(xn)(ttn = va)ll = [IDXi(x0)0nll = IDX(x) 11l

”DXt(xn)un”
- DX 1 = DA
DX s el DX (6 )ol
”DXt(xn)un”
> m(DXilE, -||vn||-‘1— 0
(DXie..) IDXn)oull| e
para todo t > 0 fixo.
Como 0 < m(DXyl, ) < +0co temos que ‘1 — “gig’;;z:” —— 0. Logo

;o IDXi()inll < 1 o ;
para n suficientemente grande 557 > 5 seja qual for £ > 0 fixado.

Usando agora que a decomposigao € dominada temos (como vimos em

M2) que

Il DXile, |l
— " < Ce™ VYx,eAeV¥Vit>0.
m(DXlr, )

Assim, para todo t > 0 existem x,, € A e vetores unitérios u, € E,, e v, € Fy,
tais que

DX
ot s WDXie, I IDX(uall 1
m(DXilr,) — [IDXi(xn)oull — 2

In(20) . _
Absurdo, basta tomart > %,]a queassim Ce™" < 1. Portanto, mostramos

que existe O > 0 independente da escolha do ponto x € A e das escolhas
dos vetores unitdrios em u € E, e v € F, tal que [lu — 9|l > 60 > 0, o que

pelo Lema 2.1.21 nos permite concluir que sin(E,, Fy) > %9 > 0 e assim
provamos o Lema. ]

2.3 Topologia Fraca®

Nessa se¢do serd preparado o terreno para a demonstragao da proposicao
que é usada para provar o Teorema [[.2.1]

Nela sera introduzida a nocdo de convergéncia fraca, convergéncia
fraca’, topologia fraca e topologia fraca®, serdo também enunciados alguns
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resultados cldssicos da Anélise Funcional, como os Teoremas de Riesz-
Markov e Banach-Alaoglu, cujas demonstragdes podem ser encontradas
em [9, Capitulo 10, se¢do 2, p.150] e Capitulo 15, se¢do 2, p.108]
respectivamente.

2.3.1 O dual e 0 Teorema de Riesz-Markov

Definic¢ao 2.3.1. Uma aplicacido T : F; — F,, entre espagos de Banach, é dita
linear se paratodox,y € Fiea € F, (F =R, C) temos T(x + ay) = T(x) + aT(y).
E T serd continua se existe C > 0 tal que ||T(x)|lr, < Cllx||r, para todo x € F;,
onde || - ||; é a norma do espago i = F,, F».

Denotamos o espaco vetorial dos funcionais lineares continuos de F;
em F, por B(Fy, F»).

Definic¢do 2.3.2. Se F é um espaco normado, entio o espago de Banach B(F,TF)
serd denotado por F* e chamado de espago dual de F, cujos elementos sio funcionais
lineares continuos definidos em F e tomando valores em IF = R, C.

Definicdo 2.3.3. Uma medida u definida em A, o-dlgebra de X, é dita de proba-
bilidade se u(X) = 1.

Seja X um espago métrico compacto e considerem N o conjunto de
medidas de probabilidade de X e C°(X) = C°(X, R) o espago vetorial das
fungdes continuas definidas em X e tomando valores em R, dotado com a

norma|flo = sup |f().
xeX, ||x|I<1
Defina para cada € N, G, : C°(X) — R, onde G,(¢) = fx pdu, que é
um funcional linear continuo na norma [|¢|lp := sup |lp(x)I|.

xeX, |lx|<1

De fato, dados ¢, € C’(X) e @ € R temos, via linearidade da integral,

que
fx(¢+a¢)du=fx(pdy+fxa¢dy

f(pdy +a f Ydu = Gu(p) + aG,1)).
D' D'

< f oldu < f pllo gt = llgll f .
X X X

Gulp + ay)

Por outro lado,

IGul@)l = UXWI#
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Como u é medida de probabilidade de X, temos que 1 = u(X) = fx du.
Assim |G, (@) < [l¢llo, 0 que conclui o afirmado.

Podemos ainda observar que G, é normalizado, pois |G.(¢)| < ll¢llo
entdo [||G,lll < 1 e como vimos, G, () = fx du = 1 entédo [[|G,|ll = 1, onde
I:X — Rédadoporl(x)=1ell-][l| ¢ anorma do operador.

Note também que G, é positivo, j& que dado ¢ € C°(X), ¢ > 0 (isto ¢,
@(x) > 0 para todo x € X) temos que G,(p) = fx pdu > 0.

Com essas observagdes, temos que dada uma medida de probabilidade
em um espaco métrico compacto, obtemos um funcional linear continuo
positivo e normalizado. Na verdade esse resultado é apenas uma das
consequéncias do Teorema de Riesz-Markov, que entre outras coisas, carac-
teriza o dual do espaco dos funcionais lineares continuos, como podemos
ver a seguir.

Teorema 2.3.4. Riesz-Markov | Sejam X um espago topoldgico compacto
de Hausdorff e N(X) o conjunto de medidas complexas borelianas (finitas) so-
bre X com a norma ||p|| = |ul(X), u € N(X). Entdo, C(X)* = N(X); mais
especificamente, a aplicagio N(X) — C*(X)*, u — G, com

Gul) = fx pdu, Vo € CX),

é uma isometria linear sobrejetiva. Destaca-se que qualquer elemento positivo
f e COUX) (se p > 0 entio f(p) > 0) estd associado uma vinica medida positiva
boreliana finita |1 sobre X.

Demonstragio. Veja [9], Capitulo 10, se¢do 2, p.150. m|

2.3.2 Convergéncias fracas e o Teorema de Banach-Alaoglu

Serdo definidas agora a convergéncia fraca, convergeéncia fraca®, topolo-
gia fraca e topologia fraca™.

Definicdo 2.3.5. Uma sequéncia {x,} C F converge fracamente a x € F se
lim f(x,) = f(x) para todo f € F".
n—+oo

Definicado 2.3.6. Sejam {T,} uma sequéncia de operadores lineares continuos em
B(Fy,Fy) e T : F; — F, linear. Diz-se que T, converge fracamente para T se
|f(T(x)) = f(T(x))] — O paratodox € Fye f € F.

Como vimos a convergéncia fraca num espago vetorial F é definida
através de seu dual F'. De modo andlogo define-se convergéncia fraca*
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em F* via o bidual de F, F**, onde identificamos os elementos de F com os
elementos de F** através da seguinte aplicacdo ": F — F* queacada & € F
associa-se ¢ € F* por

&)= f©), feF.

Definicao 2.3.7. Dado um espago normado F, diz-se que uma sequéncia {f,} C F*
converge fracamente* a f € F* se

Jim &(f) = &), VEeF =) "

onde denota-se f, R f para indicar que {f,} converge fracamente* a f.

Definicdo 2.3.8. A topologia fraca em F é a topologia t(F, F*) gerada pelos fun-
cionais lineares em F".

Definigao 2.3.9. A topologia fraca* em F* é a topologia T(F*,F), gerada pelos
funcionais lineares em F.

Um dos motivos para se introduzir a topologia fraca® é o Teorema de
Banach-Alaoglu. E bem conhecido que se dimF nao é finita entdo a bola
unitdria fechada ndo é compacta na topologia usual induzida com a norma
de F. No entanto,

Teorema 2.3.10. [19, Capitulo 15, segdo 2, p.108, Banach-Alaoglu] Se F é um

espaco normado, entdo a bola fechada Br(0; 1) é um espago topoldgico Hausdorff
compacto na topologia fraca®.

Usando os resultados até aqui obtidos, podemos observar que N =
C(X)" (via Teorema2.3.4) tal que By (0; 1) € compacta na topologia fraca*
pelo Teorema2.3.101 Como vimos no inicio desta subse¢ao N C Beoxy: (0; 1).

Além disso, N é fechada na topologia fraca*, pois dados 1, € N tal que

Un = H, temos que

e Se I : X — R dada por I(x) = 1, temos que G, (I) — G,(I), mas
G,, ) =1, para todo n € IN, entdo G,(I) = 1.

® Se p € C/X), ¢ = 0 com Gy, (p) — Gu(p) temos que G, (¢) > 0,
¥n € N, logo G,(p) > 0. Assim, u € N e portanto N é compacto na
topologia fraca".
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2.4 Medidas invariantes

Seja novamente M uma variedade Riemanniana n—dimensional e X um
campo de vetores em M e {X;};cr 0 fluxo gerado por X.

Defini¢ao 2.4.1. Dizemos que uma medida de probabilidade p é invariante com
respeito a {X;}er ou X — invariante se u(Xy(A)) = p(A), para todo conjunto
mensurdvel A e todo t € R.

Observacio 2.4.2. E possivel mostrar que na definicaol2.4.Tla condigio p(X,(A)) =
u(A) é equivalente a fX(g o Xy)ds = fNI(X)gdy, para todo s € R e toda g €
CoUM(X), R). Para maiores detalhes ver [9, Capitulo 9].

Considere N o conjunto de medidas de probabilidades X-invariantes.
Note que para qualquer u € Ny, podemos definir a medida, 7,(A) =
u(Xi(A)) = u(A), para todo A p-mensuravel e todo ¢ € R.

Assim 1; = u e temos também que Nx C N é fechado na topologia
fraca® (conjunto de pontos fixos de um operador continuo) portanto N é
compacto na topologia fraca".

Dado um conjunto compacto A, X-invariante, dizemos que um subcon-
junto Y C M,, é um subconjunto de probabilidade total de A se u(Y) =1
para toda medida X-invariante u no suporte de A.

O resultado mais importante dessa subse¢do para este trabalho é a
proposicdo que vem a seguir, ela serd utilizada para demonstrar o Teorema
[[.2.1]1 Antes necessitamos da seguinte defini¢ao.

Definicao 2.4.3. Uma familia de fungdes {f; : M — R}er é um cociclo sub-
aditivo sobre o fluxo X; em M se, para todo x € M e todo t,s € R temos

Jess(¥) < fs(2) + fiX(x)).

Lema 2.4.4. Seja ¢ : R x T — R uma fungio continua subaditiva sobre X;, com
I' ¢ M um conjunto compacto invariante pelo fluxo. Se existe Ty > 0 tal que
¢(To, x) < —log?2 para todo x € T, entdo existem constantesc € Re 0 < A <1
tal que ¢(t,x) < c +tlog A paratodox e T'et > 0.

Demonstragido. Demonstracdo Seja K = sup{exp(¢(t,x));0 <t < Ty, x € IT'}.
Sabemos que K é finito, pois exp(¢(t, x)) é uma func¢do continua (com-
posicdo de fungdes continuas) definida num compacto ([0, Tp] X I') logo
atinge méximo. Escolha A € (0,1) tal que 27! > ATo e ¢ € R tal que

logK <c+rlogA para 0<r<T,.
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Entdo, para todo x € A et > 0, podemos escrever t = nT + r com

n=maxlk € Z: k < L) L

S Rt = [T_o] Dai temos que t —nTy = r < T.
Consequentemente,

o(t, x) = p(nTy +1,x) < P(r, X”To(x)) + p(nTy, x)

e como

p(nTo,x) = ¢(Tyo...0To,x)
| —
n fatores

H(To, X" D0 (x)) + d(To, X" DT0(x)) + ... + P(Ty, x)
e d(To, XT0(x)) < —nlog?2

IA

podemos escrever
O(t, x) < P(r, X"(x)) — nlog 2.

Como K = exp ¢(ty, xo) para algum t, € [0,To] e xo € T, temos logK =
P(to, x0) > P(r, X"10™) pois 0 < r < Ty e X"To(x) € T. Dessa forma obtemos,

¢(t,x) <logK-nlog2 <c+rlogA —nlog?2
esendo 27! < ATo, temos quelog 27! < log A" & —log?2 < Tylog A. Logo,
O(t,x) <c+rlogA+nTylogA =c+ (r+nTp)logA =c+tlogA
O

Proposicdo 2.4.5. Seja {f; : A — R}er uma familia de fungdes continuas
subaditivas sobre X; tais que litm inf@ = f(x) < 0 em um subconjunto de

probabilidade total de A. Entdo existem constantes c > 0 e A < 0 tais que, para

cadax € Aetodot >0
e < e

Para provar essa proposi¢ao necessitamos dos seguintes resultados au-
xiliares.

Lema 2.4.6. Seja f : A — R uma fungdo continua tal que f fdu < Apara toda
medida u de probabilidade invariante, entdo para todo x € A existe t(x) > 1 tal
que
tH(x)
1

ﬁoff(XS(x))ds <A
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Demonstragio. Suponha que o lema seja falso, entdo existe xy € A tal que
txo)

1 ff(Xs(xo)) ds > A, para todo t > 0.
t(xo) J

t

Defina y; : A — R dada por puy(A) = = | Ox.)(A)ds, onde A é a
H por u ; (xo)

—

0
o-dlgebra Boreliana e 6, é a medida de Dirac em x. Note que p; é medida o-
t

1
aditiva, pois u(0) = n féxs(xo)(@) ds = 0edados A;, ..., A, ... C Adisjuntos
0

dois a dois, tal que | J A; C A temos que
i=1

00 ! )
Ut (U Al) = % féxs(xo) (U Az) ds
0

i=1
t

1 (o8]
-7 f Z Ox.(xy) (A7) ds, (ja que, Ox, () € medida o-aditiva)
i=1

0
o0 t o0
1
= Z‘ n féxg(xo) (Aj) ds = Zf ue(A;).
1= 0 1=

Além disso, temos que y; é medida de probabilidade ja que, u(A) =
t t

1 1 w*
?féxs(xo) (A) ds = ?fds = 1. Tome agora py, —— . W, um ponto de

0 0
acumulagdo da sequéncia, com t; — oo.

Temos que p é invariante, ja que, dado ¢ € C(A,R) (logo, g o X; é
continua) e usando a definicdo de u temos

[goxyau

tim [ (50X du

te
lim 1 f (g0 X;)oX,du (2.2)
k—sco ty 0

1 ("
lim — f S(Xs4u) du (2.3)
0

k—sco ty
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Note que a igualdade em (2.2) vem do fato de que

1 [ 1 [
f adis = i (A) = - f Sxc (A ds = ~ f A (X)) ds,

1, sexeA

, . échamadade
0, caso contrario

pois Ox,x)(A) = xa(Xs(x)) onde xa(x) = {

fungdo caracteristica de A.
Assim, sendo @ uma fungdo mensuravel, usaremos

Proposicaon2.4.7. Seq : X — [0, +oo] émensurdvel, entdo existem Ay, ..., Ay, ... €

(o]
A (ndo disjuntos em geral) e ay, ..., Ay, ... = 0 nilmeros reais tais que @ = ), aixa.
i=1

Demonstragdo da Proposigio Ver [9) Proposigdo 3.1.6] paginas 48 e 49.
O

Desse modo verificamos a validade da igualdade em (2.2), pois

[eS) 0 & 1 t
f(Pd[th fZOéiXA,- duy, = Zaz‘ fXA,' duy, = Z Oéiaf XA, (Xs(x)) ds
i=1 i=1 i=1 0

1 fe & 1 te
5]; ;aiXAi(XS(x))dS:aL P(X;s(x)) ds. (2.4)

Para ¢ : X — IR mensurével, usamos o fato de ¢ = ¢* — ¢, onde
@* : X — [0, +00] sdo mansuréveis e definidas como ¢*(x) = max{p(x), 0}
e @ (x) = max{—¢@(x),0}. Assim, usando a linearidade da integral e (2.4)

obtemos que
1 (" 1 ("
[oram - [omam =1 [ oxanas- [ ooxaas
te Jo te Jo

f(nod[“lfk
1 i . ~ _ 1 t
b L (" (Xs(x)) — @~ (Xs(x))) ds = b fo P(Xs(x)) ds. (2.5)

Voltando para a equacdo (2.3), podemos escrever

tr i
im - [ g0t = fim - [ g0 - g00) + g
k—>0 tk 0 k—> 0 tk 0

tr i
lim lf ¢(X,)du +klim tlf (=8(Xy) + §(Xsru)) dut.
0 —oo I Jo

k—oo fy
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Como fotk (X)) du = fs & g(Xy) du, podemos escrever

Jim = [ (=g(X,) + 90X, = fim 1(— [ sexoaus [ kg(Xu)du)=

tr+s

11m_( fg(X)d“‘f §(Xu) du + kg(X)d“Jf g(X”)du):

te

tr+S
lim —( f g(Xy) du + g(Xl,)du)
t

k—)oo k

Usando a norma ||g o Xyl := sup |g o X,(x)| < ||gllw, lembrando que g é
xeM(X)
continua e M(X) é compacto, (logo [|gl|- é finito), s é constante e ty —— oo,

k—>00

S tr+s
lim 1 (—f g(Xy)du +f g(Xu)du)
k—> 0 tk 0 b

1 tr+s

< lim — X,)du
k— o0 |tk| g( )

ficamos com

im - [ 1=g0X) + §(X.e) ]

k—>00 k

u

|

1 S ti+s
< lim — f |(X.)| du + f |9(X.) du)
k—00 |tk| 0 t
1 ) ’
< lim — IIgllmf du+||g||oof du)
k—soo [ty 0 0
2||¢loo -
= lim gl - 5 =0.
k—oo |y

E assim, concluimos que u € invariante, pois

f(gOX)dy— 11rn fg(X)du = hm fgdyk—fgdy

por {2

Como f é continua,

tr(x0)

[ = tim_ [ f = tim f FX ) ds 2 2

Essa contradi¢cdo com a suposi¢do f fdu < A finaliza a demostracdao do
lema. O
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Note que durante a demonstra¢do do Lema[.4.6lmostramos o Corolério
a seguir, cujo resultado serd util nas demonstrac¢des da Proposi¢do2.4.5]e do
Teorema [[.2.] sempre que utilizarmos os Teoremas Ergodicos Subaditivo

e Multiplicativo

Coroldrio 2.4.8. Seja f : A — A uma transformagdo continua num espago
métrico compacto. Entdo existe pelo menos uma medida de probabilidade em A
que é f-invariante.

Preparando ainda as ferramentas para a demonstragdo da Proposigdo
2.4.5] temos o seguinte resultado:

Corolario 2.4.9. Seja f : A — R uma fungdo continua tal que f fdu < Apara
toda medida u de probabilidade invariante. Entdo existe T > 0 tal que, para todo
t > T, temos

% ff(Xs(x)) ds< A, VxeA.
0

Demonstragdo. Pelo lema temos que para cada x € A existe t(x) > 1 e
tH(x)

e(x) > 0 tal que f F(Xs(x)) ds < tH(x)(A — &(x)).
0

Como f é continua e 1 : [0, tH(x)] X A — A definida por y(s, y) = X,(y)
é uniformemente continua entdo (f o X;)(y) varia continuamente com y.
Assim existe U, vizinhanga de x tal que para todo y € U, temos

Hx)

f fXs(y)) ds < Hx)(A = e(x)).
0

Pela compacidade de M, podemos obter uma cobertura finita, digamos
Uy, U...U U, edefina Ty = max{t(x1), ..., t(x,)} e € = min{e(xy), ..., €(xp)}.

Considere agora Ty : M(X) — [0, o) definida por indugdo do seguinte
modo

To(x) = 0
Ti(x) = min{t(x;); xeU,, i=1,..,n}
Ten(x) = Ti(x) + T1(X1yw) (X))-

Assim para cada x € M e t > 0 existe k tal que Ti(x) < t < Tyiq(x), pois
Tk(x) /* 400 quando k — +oo.
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Vamos analisar inicialmente o que ocorre com foTk(x) f(Xs(x))ds. Pela
definicdo de Ti(x) podemos escrever Ti(x) = T1(Xrw) (X)) + T1(X1,0)(x)) +
o + T1(X7,_ (0)(X)), @assim

Tr(x) o1 T 1 Ti()+T1 (X7, (%))
[roenas = Y [ rxenas=Y, [ socees
0 =0 1w i=0 Ti(x)

) T1 (X0 (%))

= f ST () + 4 () du.
i=0 0 [

Denotando x; = X7, (x) ficamos com
Ti(x) T1(xi)

k-1 k-1
[ reends = Y [ roendn < Y i - ) < T - o,
0 i=0 0 i=0

t
Observe agora o que ocorre com f f(Xs(x)) ds onde Ti(x) < t < Tiyq(x):
0

t T (x) t
fXs@)ds= | fXs(x)ds+ | f(Xs(x))ds.
e )

Ty(x)
Como vimos que f f(Xs(x))ds < Tr(x)(A — ¢), resta observar o que
0

t
ocorre com f f(Xs(x)) ds. Sabe-se que
Ty (x)

fXs()ds < sup [f(Xs(ODI(E = Te(x)) < [ fllo(Tirr(x) = Tie(x)) < Ml flloTma

Ty(x)<s<t e e

Ti(x) =T1 (X1 (v (¥))
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Deste modo temos que

t
[ roxends < Teon -+ 1T
0
T
_ t(Tk(x)()\—e)+ Il f1lo M)
t t
T
< t(/\—e+ ”f”: M).
Dai para t > "f”ﬂ (ou seja, w < ¢) temos,

t

ff(Xs(x)) ds <td, Yxe M(X).

0

Um resultado forte de que vamos precisar é o seguinte.
Teorema 2.4.10. Teorema Ergddico Subaditivo] Seja (M, A, u) um espago
de probabilidade e seja u uma medida invariante por T : M — M. Seja {f,}>,

uma sequéncia de fungoes mensurdveis f, : X — R U {—oco} que satisfazem as
condigoes:

o ff € L'u) = LYX A u) = {f : X — C; f émensurivele [|fldu <
oo}, onde f" = max{0, f},

o Paracadak,n>1, fiyn < fu + fi o T" (subaditividade com respeitoa T) .

Entio existe uma fungio mensurduvel f : X — R U {—oo} tal que

freti, foT=Ff lm - fi=fe

lim%ffndy:inf%ffndy:ffdy.

Demonstragdo. Consultar apéndice A de [23]. o
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Se {fi}ter € familia de fung¢des mensuravel subaditiva sobre o fluxo X;

e u é medida de probabilidade X-invariante que satisfaz sup f,;" € L'(p),
0st<1
entdona versdo acima do Teorema Ergédico Subaditivo podemos substituir

ne]Nporte[0,+00)eTportiaraobter%ft—>fe%fftd‘u—>ffdy:
inf(! [ fidu,t> 0}

Agora estamos prontos para provar a proposi¢ao

Demonstragio da Proposicio2.Z.53: Temos por hip6tese que f(x) < 0 em u —
g.t.p (isto é, u({x € M(x); f(x) > 0}) = 0) para qualquer medida p-invariante
em um conjunto de probabilidade total, pelo Teorema Ergédico Subaditivo

f() f(

sabemos que 11m mf = f(x) = em um conjunto de proba-
bilidade total e f fdu = thr}? f f dy < 0 para toda medida invariante p.

Portanto existe t(u) € R* tal que para t>t(u)

f%d‘u<%ffdy<0.

Como para a fungdo continua i : M(X) — R temos que a fungdo G :

f

A — R dada por G(7) := f n dn é também continua na topologia fraca®,

como foi mostrado na segdo
Desse modo, existe U, vizinhanga aberta de u € Nx C N tal que

G(n) = fﬁdn< (ffd)

Assim, para cada u € Ny, existem t(u) € R" e U, tais que

f%dn<iffdy, VneU,, e Vt=Hu).

Deste modo temos que {U,},cny € uma cobertura aberta de Nx e, como Ny
é compacto na topologia fraca®’, Nx admite subcobertura finita, digamos
Uy, ..., Uy,

Seja t(i) = t(u;) parat = 1,...,n (podemos assumir sem perda de genera-

lidade que (i) > 1) e defina

T
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Em particular, para toda medida invariante i, existe algum i tal que pu € U,

e fft(i) du < At(i), (pois f% du < }Lf?d‘ui < A). Usando a subaditivi-

dadee o fato de que i é invariante, obtemos para qualquer k inteiro positivo

1 1 k-1 1 1 k-1 1
F(i)ffkt(i) du %;@fﬁ(i)(xjt(i)(x))dll: %]Z:;At(_i)fﬁ(i)(x)dy

1o 1 1k
%;@fﬁ(i)(x)dﬁ = @fft(i)(x)dﬂ
1 1 )
= @fft(i)(x)du < @‘M(l) = A
Assim, se L = t(1)t(2)---t(n) entdo f frdu < AL e pelo Coroldrio

aplicado as fungdes continuas ff, temos que existe algum T tal que para
todo t > T e qualquer x € M(X), temos:

IA

- fo L) ds < 2.

k-1
Como fiz(x) < Y fi(Xj.(x)), entdo para todo 0 < s < L temos
=0

ka(X) = fs+kL—s(x) < fS(x) + ka—s(Xs(x)) = fS(x) + f(k—l)L+L—s(Xs(x))
f5(6) + freenr(Xs(x)) + fr-s(X -1 (Xs(x)))

k-2
fo(x) + [Z fL(XjL+s(x))] + fr-s(Xge-1)r4s(X)). (2.6)

j=0

IA

IA

Integrando (2.6) ficamos com

L L k=2 L
Lka(x):f(; ka(x)dSSL ZfL(Xjus(x))dS"‘fo(fL—s(X(k—l)L+s(x))+fs(x))d5-
=

Sabendo que {fi};cr ¢ uma familia de fun¢des continuas sobre uma varie-

dade compacta, temos que B = sup sup |fi(x)| < co. Assim,
te[0,L] xeM(X)

(k1)L
ful®) < fo % £(X:(x)) ds + 2B.
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Em particular, fi (x) < L(k—1)A +2Bse (k—1)L > T.

Considere agora t > T + 2L. Escrevendo t = kL + s, onde s € [0,L),
temos f(x) < fie(x) + fs(X(x)). Assim, fi(x) < L(k — 1)A + 3B, Uma vez
quet =kL+s >T+L+L, entdiokL > T+ L, ouseja (k—1)L > T (e
t=kL+s>(k—1)L), assim

) Lk—1h 9 ) 3B

3B A 6B 6B
Note que 3 < ) se,esOse, f > — Portanto, tomando K = max {To + 2L, —}

-A
obtemos para todo x € M(X) et > K,

X 3B A A )
fi2) <A+— < A-Z= ==, oque garante que ¢™ < e?,
t t 2 2
Por fim, definac™! =  sup {efs(")‘%, 1}. Daf obtemos ef®-% < ¢!, ou

s€[0,K], xeM(x)
seja, ef®) < ¢7le? para todo s € [0,K] e todo x € M(X). Como ¢! > 1 entdo
ef) < ¢le% para todo t > 0 e todo x € M(X), o que conclui a prova da
proposigao. O

2.5 Expoentes de Lyapunov e Teorema Ergédico
Multiplicativo

O seguinte Teorema é uma vasta generalizacdo da idéia de diagonaliza-
¢do de um operador linear. Ele garante que o produto de uma sequéncia
infinita de operadores lineares é assintoticamente préximo de um opera-
dor diagonalizavel, se os operadores lineares forem escolhidos de maneira
aleatéria. Para formalizar esta idéia, consideremos uma funcdo A : M —
GL(IR"), que associa a cada ponto x no espago de probabilidade (M, A, u) o
operador linear A(x), e a transformacdo T : M — M que preserva u (isto
é, u é medida de probabilidade T-invariante; u(T~'(E)) = u(E) para todo
E € A).

Teorema 2.5.1. Capitulo 4, Teorema Ergddico Multiplicativo] Seja T uma
transformacdo invertivel mensurdvel invariante de um espago de probabilidade
(X, A, u). Seja A : X — GL(RY) uma fungdo mensurdvel com log" ||A(x)|| €
LY(u) elog™ [I(A(x)7!| € L' (u), onde log™ = max{0,log} e L(u) o conjunto das
fungdes p-integrdveis em X. Entdo existe R € A com TR = R e u(R) = 1 tal que
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para cada x € R existe uma decomposicdo em soma direta de R* em subespacos
R = WO (x)® WO(x) @ ... @ WEO) (x) com

nh_r)llo log |A(T" 'x) o ... 0 A(Tx) 0 A(x)(v)|| = A9 (x)

e lim log [(A(T™1x) o ... o A(T™"x))" (0)]| = —AD(x) se 0 # v € WO(x).
A fungio AV (x) # —oco e A(X)WD(x) = WO(Tx) se i < s(x).

Demonstragio. Consultar [23]. O

Vamos necessitar de uma versao deste resultado para fluxos. Para isso
consideramos um “cociclo multiplicativo linear” como segue.

Seja A : EXR — E uma fungdo mensuravel de Borel dada pela colegdo
de bijecdes linear.

At(.X) E, — EXt(x)/ xeM, teR,

onde M é o espago base (nés assumimos que é uma variedade) de E fibrado
vetorial de dimensdo finita. Supomos que A;(x) satisfaz as propriedades
de cociclo sobre X;

Ao(x) = 1d, Apys(x) = Ay(Xs(x)) 0 Ag(x), x e M, t,s € R,

com {X}ier O fluxo suave sobre M. Notamos que para cada t > 0 fixo a
funcdo A; : E — E, v, € E, +— Ay(x) - v, € Ex,(x) é um isomorfismo.

Assumamos que em cada fibrado E, estd definido um produto interno
<, >, que depende suavemente da fibra (andlogo a uma métrica Riemanni-
ana do fibrado tangente de uma variedade).

O exemplo natural de cociclo multiplicativo linear ao longo de um
fluxo X; em uma variedade é a derivada do fluxo, A;(x) = DX;(x) sobre
o fibrado tangente TM de uma variedade compacta de dimensao finita
M, pois Ao(x) = DXp(x) = x = Id e Ajs(x) = DXpis(x) = D(Xi(X(x))) =
DX;(Xs(x)) o DXs(x) = Ay(Xs(x)) 0 As(x), x € M, t, s € R.

Vamos utilizar um exemplo concreto dessa estrutura, o cociclo derivado
Ay(x) = DX}|E, restrito a subfibrado continuo e DX;—invariante do fibrado
tangente TM dado por E.

Teorema 2.5.2. [5, Capitulo 3, Teorema Ergddico Multiplicativo] Sejam (Xi)ier
um fluxo sobre M com probabilidade 1, X—invariante e A cociclo linear multi-
plicativo sobre X; definido num fibrado vetorial E sobre M que satisfazem

sup log™ |lAdl € L'(M, w).

-1<t<1
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Entdo existe decomposicio E, = EL® --- & EX definidas para u-quase todo
ponto x tal que s(x) e os expoentes de Lyapunov

Xi(x) = tlim 1 log [|A:(x) - oll, v€E.L\ {0}, i=1,-- ,5(x)

—s+00 |t|

sdo fungdes mensurdveis, limitadas e X—invariantes. Além disto, dado subcon-
juntos disjuntos e ndo vazios I, ] C {1,--- ,s(x)} temos

lim l log sin A((GBZ-GIEQ), (@je]Ei)) =0.

t—+00 |t|

De acordo com o Teorema Ergodico Multiplicativo de Oseledets [4] 5],

no caso particular de A;(x) = DX;|g, temos sup log||A:(x)|| funcdo limitada
~1<i<1
de x € A, logo existe um subconjunto R de A com probabilidade total de

tal forma que para todo x € R, existe uma decomposi¢do
Ex=Ei(x)&--- & Es(x)(x) (2.7)

que é DX, —invariante e os seguintes limites existem, e sdo conhecidos como
os expoentes de Lyapunov em x ao longo de E

. 1
Ai(x) = til}_}m n log |IDX:(x) - vl (2.8)

para todo v € Ei(x) \ {0}, i =1, ..., s(x). Ordenamos esses niimeros de modo
crescente, ou seja, A1(x) < -+ < Ay (x). Um destes subfibrados é dado pela
diregdo do fluxo (em pontos ndo singulares do fluxo) e o correspondente
expoente de Lyapunov é zero, ja que [|[DX;(X(x))I| = [IX(X:(x))I| e portanto
Hog [IDX (X))l = 1 log IX(X;(x))I| —— 0, para x € R ndo singular, pois
IX(X;(x))I| é limitado (fun¢do continua definida num compacto).

As fungdes s e A; sdo mensurdveis e invariantes pelo fluxo, ou seja,
s(Xi(x)) = s(x) e Ai(Xi(x)) = Ai(x) para todos os x € Ret € R. A decom-
posicdo (2.7) também depende mensuravelmente do ponto base x € R.

Se F é um subfibrado invariante mensurdvel de TM entdo, por “ex-
poentes de Lyapunov de F” entenderemos os expoente de Lyapunov dos
vetores ndo nulos em F.

Observemos que o Teorema Ergédico Multiplicativo Oseledets [4), 5]
garante a existéncia de expoentes de Lyapunov em um subconjunto R C A
de probabilidade total e prevé a seguinte propriedade para os expoentes
de Lyapunov e subespagos de Lyapunov.
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Para qualquer par de subconjuntos disjuntos I, ] C {1, ..., s(x)}, o angulo
entre os espacgos Ej(x) = @i o Ei(x) e Ej(x) = EB]. o E;(x) cresce subexponen-
cialmente ao longo da 6rbita de todo ponto regular x, isto é

lim %log sin Z(E/(X:(x)), E;(X:(x))) =0, x €R

o que implica, em particular, que para qualquer par i, € {1,...,5(x)} com
i # jev € E(0\0, v € E;(x)\0
.1
Jdim n log | det(D Xilgerfv, v;))| = Ai(x) + A;(x)

onde ger{v;, vj} € o espaco gerado entre os vetores v; e v;. De fato, como
| det(DXlgertv, vl = IDX; - vill - IDX; - vjl| sin £(v;, v;) temos que

log | det(Dthger{vilvj})l = log||IDX; - vi|| + log ||IDX; - v/|| + log sin Z(v;, v})

e esta expressdo quando dividida por ¢, converge para A;(x) + A ;(x) quando
t tende para +oo ou —oo.



Capitulo 3

Exemplos

Apresentamos aqui a construcdo detalhada dos exemplos mencionados
na Introducéo.

3.1 O exemplo com conjunto invariante pontual

Exemplo 3.1.1. Considere uma singularidade tipo-Lorenz o para um fluxo C?,
{Xt}ier, sobre uma 3-variedade M, isto €, o singularidade hiperbélica de tipo sela
tal que os autovalores de DX(0) sdo reais e satisfazem

A< A3 <0< —-A3 <Ay

Imponha ainda uma condigdo extra: Ay + Ay > 0.
Seja E; o autoespago associado ao autovalor A;, i = 1,2,3, e faca E = Es e
F=E,®E,.

E=E,
A\ 4 El
- Cf <
> : < 7
F=E®F, *

Entdo, a decomposigio é trivialmente continua, pois A = {o} é apenas um
ponto, E contrai uniformemente comprimento de vetores e como E tem dimensdo

31
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1 concluimos que E é uniformemente contraido e F expande drea uniformemente,
ou seja, F é seccionalmente expandido, mas a decomposicdo ndo é dominada, pois
podemos considerar sem perda

A0 0
DX(@)=| 0 A, 0
0 0 As

dai temos que X;(u) = e’u onde A = DX(0) e u = (u1, Uy, u3) € R?, logo

Ale/\lt 0 0 [Z51
DX,(0) -u = Ae’u = 0 A 0 || uw
0 0 /\3€A3t Us

Tomando v = (0,0,v3) € Eew = (0,w,,0) em Ey, ou seja, w = 0+ w €
E, ® E, = F temos que

IDX:(0)-lHIDX-(0)wll = (Asl[olle’™)-(1A]-lwlle™) = A3 Al lollfollets 2"

como Az — Ay > 0 temos que a decomposicdo é nio dominada e isso ocorre porque
F admite vetores mais fortemente contraidos do que aqueles de E.

No exemplo acima, temos expansdo seccional e contragdo uniforme
ao longo dos subfibrados de uma decomposicdo continua, mas a decom-
posicdo ndo é dominada.

Este exemplo envolve um conjunto invariante trivial: um ponto de
equilibrio. Mas como mencionamos na introdugdo, hé situagdo de con-
junto compacto invariante com singularidades acumuladas por 6rbitas
regulares. Um exemplo disso é o campo de vetores que serad construido
abaixo.

3.2 O exemplo com dupla conexao homoclinica

Como passo inicial para a construgdo do campo de vetores sobre o plano
R? com uma conexdo de dupla sela homoclinica que expande volume,
considere inicialmente o seguinte sistema

{”:y (3.1)

y=x-x
Sendo o campo f(x, y) = (y,x — x°) temos que

f(x,y>=0<=>{,{_:,?3:0
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Logo as tinicas singularidades do campo sdo (-1, 0), (0,0) e (1, 0), e sabendo
que

Df(x,y) =( R )=> Df(0,0)= ( - )

portanto det(Df(0,0) — Ald) = 0 & A* -1 = 0, ou seja, A = £1 o que
mostra que a origem é uma singularidade hiperbélica. Note também que
feoy) = (&, %) se H(x,y) = 3(y* = x* + ). Assim se s(t) = (x(t), y(t)) é
solucao de entdo

d v Pyt Py =
E(HOS)(t)_&x x+8y yV=—-(x-x)y+x-x)y=0.

Portanto, H é constante nas solu¢des de 3.1l Logo as solugdes do sistema
estdo contidas nas curvas de nivel de H. Tome entdo a curva de nivel zero
de H, ou seja, Wy = {(x,y) € R? : 12 — x> + £ = 0}. Tomando y = 0 obtemos
os pontos de intersecdo dessa 6rbita com o eixo dos xx: (0,0), (— V2, 0) e

(V2,0).

Figura 3.1: Gréfico da fungao H

Figura 3.2: Curvas denivel zero (H=0)

Considere um ponto P # (0, 0) a direita da origem, pertencente a curva
Wy. Como as tnicas singularidades do campo sdo (-1,0), (0,0) e (1,0),
temos que a velocidade da solugdo s(t) do sistema, que passa por P, ndo se
anula. Sendo esta solu¢do uma curva contida em Wy \ {(0, 0)}, vemos que
para o passado ou para o futuro a trajetéria de s(t) converge para a origem
que é uma sela. Desse modo temos pelo Teorema da Variedade Estavel
que W*(0,0) = W*(0,0).

Observe que o campo f é simétrico pois, f(—(x,y)) = f(-x,-y) =
(-y,—x +x°) = =(y,x — x®) = —f(x,y). Logo os resultados obtidos a di-
reita dos eixos dos xx podem ser obtidos também a esquerda deste eixo
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simetricamente. Assim, a 6rbita que passa na origem, W, é uma dupla
conexdo homoclinica, o “oito” que podemos ver na Figura[3.3l

15—
1
05
0
-05

-1

15 1 1 1 i 1 1 1
2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Figura 3.3: Curvas de nivel da solugdo do sistema

3.2.1 Perturbacao do campo

De posse dessas informagdes vamos perturbar o sistema[3.1lde modo a
obter o campo desejado. Considere u € R e tome

X' =y
{ y/ :x_x3+yy_yx2 (32)

Deste modo temos agora f,(x,y) = (y,x — x° + uy — yx*), mas as tnicas
singularidades do campo ainda sdo (-1, 0), (0,0) e (1, 0) pois,

_ y=0
fult,y) =0 = { Y- =0
e mais, a origem continua sendo singularidade hiperbélica, j& que

0 1 01
1—-3x% - 2xy ‘u—xz):Df”(O’O):(l y)

portanto, det(Df,(0,0) — Ald) = 0 se, e s6 se, —A(u — A) =1 = 0, ou seja,

- - - = 2 _ — = = IU'_F—‘LM 3 1
AMu—-A)-=1=A%-puA -1 =0Ilogo, A > ndo intersecta o

ny(xr y) =

eixo imagindrio. Além disso, temos que (0, 0) continua sendo sela, ja que,
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et Nu?+4 p- N +4

\Vu?+4 > p portanto, Ay = B — e = B — tém sinais
contrarios.
Observe também que se s(t) é solugdo de[3.2temos que
d(H
(dtoS) - H,x +H, -y

= (x+X)y+ylx -2+ py - yx?)

= yH(u—x).
Casoy # 0 e pu—x* >0, (Hos)(t) é crescente, e decresce caso y # 0 e
(t —x* < 0. Logo sobre as orbitas de[3.2 que pertencem a W*(0, 0) vamos ter

dH
(Hos) >0, pois d: i > (0 e H(0,0) = 0; e sobre as 6rbitas que pertencem
. dHos
a W#(0,0) vamos ter (H o s) <0, pois <0eH(0,0)=0.

dt

3.2.2 Obter dupla conexdao homiclinica para singularidade
na origem

Vamos agora assumir que p > 0. Considere inicialmente u = 0. Como
d(H o s)
dt
a Orbita da variedade instdavel deve estar no interior de W, onde o valor de
H é menor que zero. Além disso, as 6rbitas devem cruzar o eixo dos xx,
pois quandoy > Otemos ' =y >0ey =x—x>—yx>* <Oparay > Oe
x > 1. Entretanto, sobre o eixo dos xx no intervalo (0, 1) o campo é vertical
apontando para a dire¢do positiva do eixo dos yy, pois y’ = x — x> > 0,
para 0 < x < 1eno intervalo de (1, +o0) o campo é vertical apontando para

parte negativa do eixo dos yy, poiso iy’ = x — x> <0 para 1 < x < +oo.

Mais precisamente, considere #; o primeiro tempo que a 6rbita que
passa por P intersecta o reta x = 1, assim s(t;) = (1, y(t1)) com y(t;) > 0; veja
a FiguraB.4l Se y(t;) = 0 entdo s(t;) atinge o eixo dos xx. Se y(t;) > 0, entdo
x'(t1) = y(t;) > 0O e parat > t; + €, € > 0 pequeno, temos que x(f) > 1 +a
para algum a > 0 pequeno. Portanto,

= y*(u—x%) = —y*x* < 0 para todo x e todo v, tal que xy # 0, entdo

y'(t) = x(t) — °(t) -yt < x(t) = x*H) < (1 +a) —(1+a) =-b<0

parat > t;+eey(t) > 0. Logo y(t) — y(t1 +€) < =b(t—(t; +€)) parat > t; +ee
y(t) > 0, assim existe t, > t; tal que y(t2) = 0 e s(t,) = u(0) atinge o eixo dos
d(H o s)

0
dt<o

xx. Observe que em qualquer um dos casos x(f,) < V2, pois
que obriga a érbita a permanecer no interior de W.
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Por outro lado as 6rbitas da variedade estdvel devem estar em curvas
de nivel de H com valor positivo. E fazendo uma andlise similar ao que
foi feito acima, s6 que agora considerando o tempo para o passado, isto é,
t negativo e decrescente, teremos de forma analoga que a 6rbita intersecta
o eixo dos xx (no ponto que chamaremos v(0)), onde v(0) é um ponto com

abscissa maior que V2, como na Figura 3.4

Wy

Figura 3.4: Orbita da W#(0, 0) e da W*(0, 0) do campo fo(x, y)

Considere agora o caso = 2. Dai temos que 5% = 12(u — 22 > 0

sempre que 2 > x%. Logo, a Orbita da variedade instavel deve estar na
regido onde H > 0 (parte exterior de Wy). Além disso, estd 6rbita cruza o
eixo dos xx, pois ela é crescente quando y > 0 e 0 < x < 1, jad que temos
¥ =y>0ey =x—x°+2y—yx* >0 e decresce para x > \/E,poisy’ <0.
Dessa forma, considere t] o primeiro tempo que a 6rbita que passa por P
intersecta oreta x = V2. Assim s(ty) = (\/5, y(t})) com y(t7) > 0. Se y(t;) =0
entdo s(t]) = u(2) atinge o eixo dos xx. Se y(t]) > 0, entdo x'(t]) = y(t]) > Oe

parat > t] +€ temos que x(t) > V2 +a para algum a > 0 pequeno. Portanto,

y'(t) = x(t)—x(£) + 2y(t) — y(t)x*(t)
= x(t) — () + (2 - X*(H) y(t)

[
<0

IA

x(t) = x3(t)
< (V2+a) = (V2+aP =—c<0
parat > t;+eey(t) > 0. Logo, y(t) —y(t; +€) < —c(t — (t; +¢€)) parat > t] +e€

e y(t) > 0, e assim existe t; > t] tal que y(;) = 0 e s(t;) = u(2) atinge o eixo
dos xx.
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Para este mesmo valor de 1, as 6rbitas da variedade estavel devem estar
no interior de W, e pelo mesmo raciocinio, considerando o tempo para o
passado, concluimos que essas Orbitas também intersectam o eixo dos xx
(no ponto v(2)), como na Figura 3.5

Figura 3.5: Orbita de W*(0,0) e da W*(0,0) do campo fulx,y), u=2

Assim entre y = 0 e p = 2 existe algum valor 1y, onde as 6rbitas
das variedades estdvel e instavel se intersectam sobre o eixo dos xx, pois
sabemos que as variedades estdvel e instadvel variam continuamente com a
equacao diferencial; neste caso, variam continuamente com o parametro
como consequéncia do Teorema da Variedade Estdvel para singularidades
hiperbélicas de campos de vetores.

Para p = 0, temos que u(0) — v(0) < 0 e, para u = 2, temos que u(2) —
v(2) > 0. Portanto, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe py tal que
u(uo) = v(uo) e, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugdes, as
orbitas coincidem e temos que a variedade estdvel é igual a instdvel: uma
6rbita homoclinica Wy, que denotaremos por simplicidade de W.

Umavez que f,(—(x, y)) = (-, —x+x°—uy+yx?) = —(y, x=x>+uy—yx?*) =
—fu(x, y), temos que o campo é simétrico, logo as mesmas consideracdes
podem ser feitas para x < 0, dessa forma obtemos o campo X = f,, que
tem um par de conexdes homoclinicas.

Na verdade, ja se sabe que o valor do pardmetro ¢ iy = £ como pode
ser visto com maiores detalhes no Capitulo 4, Segdo 9, Exemplo 3, pdginas
423-424 de [12].
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3.2.3 Expansdo de area ao longo de W

Vamos agora verificar que X expande drea sobre W.

Lembrando que o divergente do campo f, é o trago da matriz jacobiana
de f,, ou seja , div(fy(x,y)) = tr(Df,(x,y)). Dai temos que o campo X
expande drea numa vizinhanga de (0, 0), pois

divX(x,y) = po — X% > ¢, (3.3)

se |x| < @ (basta tomar ¢y = &). Escrevemos agora X; para o fluxo de X
no tempo t € R. Para a origem, que é a tinica singularidade em W, temos

pela Férmula de Liouville,

t
| det DX;(0,0)| = exp f divX(Xs(0,0)) ds | > exp(tcy), t > 0.
0

Considere agora um ponto P = (xo, yp) € W com |xg| > @, es(t) = X;(P) a
solucdo que passa por P . Sabemos que a velocidade de P é uniformemente
afastada do zero, pois ndo hd singularidades. Esse resultado junto com o

fato de que o comprimento do arco entre Py e P; é finito, onde P, e P; sdo

os pontos de interseccdo entre W e a reta x = \/T“_O, garante que, tanto para

o passado quanto para o futuro, a trajetéria de s(t) leva um tempo finito, 7
entre Py e P1, que ndo depende do ponto P escolhido. Logo, para |t| > T,

temos (div)(s(t)) > co, j& que a abscissa de s(t) em moédulo é menor ou igual

P = (xo, yo)

Figura 3.6: O campo de vetores X
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Assim, como

| det DX(P)| = exp ( f trDX(s(u)) du) = exp ( f divX(s(u)) du)
0 0

temos, para um ponto P = (xg, o) € W com |xo| > @, que

| det DX(P)| = exp ( f ' divX(s(u)) du + f t divX(s(u)) du) (3.4)
0

Por um lado, uma vez que Ly = max{divX(x,y); (x,y) € W} existe e é
finito, pois W é fechado e limitado em IR?, temos | fOT divX(s(u)) du| < - L.

Por outo lado, fT t divX(s(u)) du > cy(t — 1), pois divX(s(u))du > ¢, > 0 para
u no intervalo entre 7 e ¢, porque o médulo da abscissa de s(u) € menor ou

igual a @ Vem entdo

| det DX;(P)| exp ( f T divX(s(u)) du + f t divX(s(u)) du)
0 T

> exp (co(t — 1) —7-Lo)

= exp (—1(co + Lo)) - exp (tco)
= Ke'®

onde K = exp(—1(co + Ly)) > 0.

Considere agora um ponto P = (x, y) € W, P(x, y) # (0,0), com |x| < @
e a solugdo s(t) que passa por P. Neste caso temos para o tempo futuro
(para o passado a 6rbita de P converge para a origem) expansao de area, do
tempo t = 0 até o tempo ty, onde t; é o primeiro tempo onde s(t) intersecta

a reta vertical x = \/T”_O Entre os tempos ty e ) + T temos que |divX(s(u))|
é limitado e voltemos a ter expansdo de area entre t;, + 7 até t. Logo, o
modulo do det(DX,(P)) é igual a:

exp ( fo 0divX(s(u)) du + f ” divX(s(u)) du + f divX(s(u)) du) >

to to+7
eXp(Co'tO—T'LO-l'Co(t—to—T))

= exp (=1(co + Lo)) - exp (tcy) = Ke

tco

Dessa forma temos que | det DX;(P)| > Ke'® independente da escolha da
condigdo inicial P em W. Isto mostra que o fluxo de X em W expande area
uniformemente. Isso completa a construgdo do campo de vetores planar
do exemplo[L.2.6l mencionado na introducéo desta dissertagéo.
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3.24 A n3ao dominagao

Recapitularemos a constru¢do do exemplo [[.2.6] e verificaremos que
podemos construi-lo de forma a ndo ter decomposicdo dominada.

Considere um campo de vetores X sobre o plano R?* como o que
acabamos de construir, isto é, com uma conexdo de dupla sela homo-
clinica que expande volume, e multiplique este campo de vetores por uma
contragdo ao longo da diregao vertical E; veja a Figura[3.71

Figura 3.7: Conexdo de dupla sela homoclinica multiplicado por E.

O conjunto compacto invariante W, para o campo de vetores X, formado
pelas conexdes homoclinicas juntamente com a singularidade s, admite
uma decomposicdo E @ F, onde E ¢é a diregdo vertical e F é a diregdo do
plano. Esta decomposicdo é continua, com E uniformemente contraido e a
area em F uniformemente expandida por DX;, como provado na subsecdo

B.2.3

Como vimos na construgdo do campo X acima, os autovalores de

A/ 2 _Af 2
DX(0,0) sdo dados por A; = WT“)H >0el, = WTWL < 0, 0 que nos
garante que a matriz [DX(0, 0)] é conjugada a matriz diagonal D = {14, A,}.
Como estamos multiplicando o campo pela direcao vertical E temos, numa

base de autovetores, que a matriz do novo sistema serd conjugada a matriz
A dada por

Av 00
A= 0 /\2 0 ,
0 0 A3

onde A3 é a taxa de contracdo na dire¢do vertical E. Observe que, neste
caso, a singularidade s ilustrada da figura3.Z1do campo construido acima,
multiplicado pela diregdo vertical E, é a origem de IR® e a dire¢do estavel
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da singularidade s em F corresponde ao autoespaco gerado pelo autovetor
associado ao autovalor A,.

Assim, temos DX;(0,0,0) - u = e*u, com u € R® et € R. Tomando
w € E e v € F autovetores unitarios associados a A3 e A, respectivamente,
obtemos

Ast —Apt

IDX(0,0,0)wl| - [[DX_(0, 0, 0)v]] lle™"zwll - [le™="2|]

e(Aa—Az)f .

No entanto, poderemos obter uma decomposi¢do ndo-dominada, bas-
tando para isso escolher a taxa de contracdo ao longo de E mais fraca do
que a taxa de contracdo na direcdo estdvel da singularidade s, ou seja,
0 > A3 > A,. Desta maneira, a decomposi¢cdo E®F de T;M ndo é dominada,
jaque A3 — A, > 0.
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Capitulo 4

Resultados Principais

Esse capitulo é dividido em trés subse¢des, na primeira subsecdo serd
provado o resultado técnico que garante que, sob determinadas condig¢des,
a direcdo de um fluxo estd contido no subfibrado ndo contrator. A segunda
subsecdo serd dedicada a apresentacdo do fluxo linear de Poincaré e a
prova do Teorema[l.1.5l Ambas as subse¢des serdo usadas para provar os
os Teoremas [[.2.4] e T.2.7] esses constituem os principais resultados dessa
dissertacao.

4.1 Direcao do fluxo na direcao nao contrativa

Iniciamos a subse¢do com a defini¢do de angulo uniformemente afas-
tado de zero. Em seguida sera apresentado um lema que serd de grande
utilidades na prova do Teorema [[.2.4 mais adiante.

Defini¢ao 4.1.1. A decomposi¢io TAM = E & F do fibrado tangente sobre um
subconjunto compacto invariante A tem dngulo uniformemente afastado do zero
se:

1. As dimensoes dos fibrados E, e F. sdo constantes e ndo nula para todo x € A
e

2. Existe Oy > 0 tal que sin £(Ey, Fy) > 0y para todo x € A.

Lema 4.1.2. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Dada uma decom-
posi¢io invariante do fibrado tangente T\M = E & F com dngulo afastado do zero
ao longo de A, onde E é uniformemente contraido entdo a diregdo do fluxo estd
contido no subfibrado F, para todo x € A.

43
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Demonstragdo. Denote n(Ey) : T.M — E, a projecdo de E, paralelo a F, em
TM e n(Fy) : TyM — F, a projecdo de F, paralelo a E, em T, M. Note que
parax € A

X(x) = m(Ey) - X(x) + 1(Fy) - X(x)

e para t € R, temos pela linearidade de DX, e a invaridncia da decom-
posicao TaM = E® F por DX, que

DX;-X(x) = DX;-(n(Ey) - X(x) + n(Fy) - X(x))
= DX+ (n(Ey) - X(x)) + DXy(1e(Fy) - X(x))
= 1(Ex,w) - DX; - X(x) + 1(Fx,)) - DX; - X(x)

Considere agora z um ponto limite da 6rbita negativa de x. Isto é,
estamos supondo sem perda de generalidade que A é compacto, e que
hd uma sequéncia estritamente crescente f, — +oo tal que x, = X_; (x)
satisfaz, lim «x, = nl—ig—loo X (x)=ze 111_1)1{10o DX - X(x) = 111_1>r£10o X(x,) =

n—+oo

X(z) para algum z € A. Por outro lado temos que

| 7(Ex) - X(x) || | DX, (DX, - 7(Ey) - X(2)) |l

GEth (x)

ce M || DXy, - m(Ey) - X(x) ||

IA

Dai temos que || DX_;, - (n(E,) - X(x)) [|> ¢t || m(Ey) - X(x) |I.
Supondo que n(Ey) - X(x) ndo é o vetor nulo, obtemos

I DXy, - (r(Ex) - X(2)) |12 ¢ || (Ey) - X(x) [|———> +o0 (4.1)

Mas isso s6 pode ocorrer se o angulo entre E, e F, tende a zero quando
n — +oo.

De fato, usando a metrica Riemanniana em T,,M e as observagdes feitas
na subse¢do2.2, o angulo a(y) = £(E,, F,) esta relacionado com a norma de
n(E,) como se segue:

| 7(E,) [I= — +o0 = sin(a(y)) — 0

sin(a(y))

Portanto,

I DX, - ((Ex) - X()) |l | 7(Ex,) - DXy, - X(x) ||

I (Ex,) Il - Il DX, - X(x) |l

1
sna(@,) [l X(x) |l

IA
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para todo n > 1. Assim se a sequéncia 4.1] é ilimitada concluimos que

lin} sin(a(X_,(x))) = 0. No entanto, temos que E® F tem angulo afastado

do zero em A.
Esta contradi¢do mostra que m(E,) - X(x) é sempre o vetor nulo e assim
X(x) € F,, Yx € A. O

4.2 Prova do Teorema[l.1.5

Essa secdo como o titulo sugere, serd dedicada a demostracdo do Teo-
remall.1.5 ela serd iniciada com a apresentagdo do fluxo linear de Poincaré,
que além de auxiliar na prova do Teorema também serd de grande
utilidade no CapituloBna demonstragédo do Teorema e do Corolério

4.2.1 O Fluxo linear de Poincaré e hiperbolicidade

A seguinte nocdo pode ser definida para um fluxo em qualquer varie-
dade de Riemann de dimensao finita. Se x ¢ um ponto regular de X (isto ¢,
X(x) # 0), denotemos por

N, ={veT,M:v-X(x) =0}

o complemento ortogonal de X(x) em T M. Denote por O, : T,M — N, a
projecado ortogonal de T\M em N, e defina para cada t € R

p; : TXM — NXt(x) onde P; = OXt(x) o DXt(.X)

Note que P! satisfaz a relagdo de cociclo, ja que DX;(x) preserva a dire¢do
do fluxo e dados u € T,M, x € A podemos decompor u = O,(u) + AX(x),
onde A € R e O,(u) € N,, temos também que DX (x)u € Tx M, pode ser
decomposto como

DXs(x)u = Ox,x(DXs(x)u) + kX (X;(x)),

onde k¥ € R e Ox,y(DXs(x)u) € Nx,(y. Do mesmo modo temos que
DXy(Xs(0))(DXs(x)u) = DX4s(x)(DXs(X)u) € Tx,, M, 10g0

DXt+s(x)(DXs(x)u) = OXH.S(X)(DXf+S(x)(DXS(x)u)) + VX(Xt+s(X)),

onde y € R e Ox,, (x)(DXps(x)(DXs(x)1)) € Nx,, (). Assim,
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Ox,,.(0) (DX 45 () (DX (x)12)) Ox,..(0) (D Xp45(0)(Ox, () (DX (x)11) + £ X(X5(x))))
OXHs(x)(DXt+s(x)(OXs(x)(DXs(x)u)))
= (Ox,.y0 © DX;15(x) © Ox, () © DX(x))u

(Oxyx.0) © DXe(Xs(%)) © Ox, ) © DX(x))u

e portanto P"*u = (P} , o P})u paratodou € T.Metodot,s € R.

A familia P = {P, : t € R, X(x) # 0} é chamada de “Fluxo Linear de
Poincaré para X”.

Seja A um subconjunto compacto invariante nao trivial sob o fluxo de
X € X'(M), (isto é, A contém uma o6rbita regular) onde X¥'(M) é o espago
dos campos de vetores de classe C' e M é uma variedade Riemanniana de
dimensao finita. Suponha que A ndo tenha singularidades, entdo o espago
normal N, é definido para todo x € A. Assim, o fluxo linear de Poincaré
estd definido em todo ponto x € A. A compacidade e a auséncia de
singularidades permitem obter a seguinte caracterizagdo de subconjuntos
hiperbolicos de fluxos. Antes definimos decomposigdo hiperbdlica para o
Fluxo Linear de Poincaré.

Defini¢do 4.2.1. Uma decomposicio Ny = N° @ N" é hiperbdlica para P' se N® é
uniformemente contraido e N" é uniformemente expandido por P', ou seja, existem
constantes C, A > 0 tais que

| P! |sli< Ce ™, || P~ [ull< Ce™, x€ A e t>0.

Teorema 4.2.2. Seja A um subconjunto compacto invariante para X € X'(M).
Entdo A é hiperbélico se, e s6 se, o fluxo linear de Poincaré estd definido em todo
A e (Py)yen = P admite uma decomposigio hiperbolica de N 5.

Se A é um conjunto compacto invariante hiperbélico para X, entdo a
decomposi¢do TA\M = E° @ EX @ E*, DX;-invariante do fibrado tangente
projeta em uma decomposicdo do fibrado normal Ny, = N°® N" através da
projecado ortogonal

N3 = Oy(E}) e Ny = Oy(EY) paratodo x € A.
Como Ando contém singularidades, o fluxo linear de Poincaré estd definido

para todo x € A e a decomposigdo do fibrado normal estd bem definida e
é hiperbdlica, pois a projecdo ortogonal ndo aumenta normas. Assim,
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e Para v € Ej, podemos escrever v = O,(v) + fX(x), com O,(v) € N; e
p € R. Dai temos por um lado que,

DX;(x)(Ox(v) + pX(x)) = DXi(x)O.(v) + BX(X;(x))
Ox,(0 (DXi(x)Ox(v)) + aX(Xi(x)) + BX(X(x))
Ox,(»(DXi(x)0:(0)) + (o + B)X(X;(x))

onde Ox, ) (DX;(x)O(v)) € N;Q(x) ea,p € R. Por outro lado, DX, (x)v =
Ox,x(DXi(x)v) + (DXi(x)v — Ox,x(DXi(x)v)) com Ox,x(DXi(x)v) €
N;Q(x) e (DXi(x)v — Ox,»(DX(x)v)) € Ei(x)' Como a decomposicdo
é tnica e a diregdo do fluxo é DX;—invariante temos que

(a + P)X(Xi(x)) = DXi(x)v = Ox,)(DXi(x)v) = (Id = Ox, ) DXi(x)0.

DX;(x)v

Assim,

IDX(x)ll

IPLOx(v) + (Id — Ox,») DX (x)0||
IPLOx(@)ll = II(Id = Ox,x) DX (x)0ll
IPLO+(0)Il = [IId = Ox,wll - IDX(x)ol|
IPLO«(v)ll — IDX(x)ol|

vV IV IV

onde a ultima desigualdade decorre do fato de (Id — Ox,() ser uma
projecdo e ||Id— Ox,wll < 1. Assim, temos que ||[PLO.(v)|| < 2|IDX;(x)vll,
logo [[PLO,(v)|| < Ce™Y||v||, para algumas constantes positivas C e A,
ja que Ej é uniformemente contrator para t > 0.

e Para w € E¥ temos como antes, w = O,(w) + kX(x), com O,(w) € Ny
e k € R, assim podemos escrever, como fizemos acima, DX_;(x)w =
P 'Oy(w) + (Id — Ox_,)DX_¢(x)w, dai

1P Ox(w) + (Id — Ox_,) DX (x)wl|

1P Ox(@w)ll = |(Id = Ox_,)) DX (x)wl|

1P Ox(w)l| = ld = Ox_wl - IDX_(x)wl|

1P Ox(w)l| = IDX_(x)w].

IDX_(x)wl]

vV IV IV

Logo [[P7'O(w)]| < 2[[DX_(x)w|| que também é uniformemente con-
trator para t > 0. Assim, para algumas constantes positivas C e A
temos ||[P~*O,(w)|| < Ce™M||w].

Portanto concluimos a hiperbolicidade de P'.

Suponhamos que exista uma decomposigao hiperbdlica Ny = N* @ N*
do fibrado normal sobre A P'-invariante. Dai temos, em particular, que A
ndo possui singularidade.
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Considere o subfibrado E* = EX & N" em A. Cada vetor v € E pode
ser escrito como v = aX(x) + w para w € Ny e « € R. Note que E* ¢
subfibrado vetorial DX;-invariante, pois DX;(x)v = aX(X;(x)) + DX;(x)w e
DX(x)w = Ox,»DXi(x)w + pX(X(x)), onde Ox,DXi(x)w € N;‘Q(x) epeRR,
assim o vetor DX;(x)v = (a + B)X(X;(x)) + Ox,@DXi(x)w € EX = @& N

> X0 ¥ X T
EY .y paratodox e AeteR.

A expansdo uniforme de vetores ao longo da diregdo N* sob P' garante
que existem k, A > 0 ndo dependendo de x € A et > 0 tal que
m(P'IN") > ke, (4.2)

Por outro lado,

X@ || IDX@X@I  IXE )]
HDX*(’C)HX(x)H) T X0l IX@)

IXCGE)] I

= i‘if{ Xl ’teR}‘“*

Assim, temos que [|[DXi|gx|| < L logo

m(P,INY)L

Vv

keM||DXt|E§||, x €A

\Y

k
m(P;|N;’) CeAt||DXt|E§||, onde C = I

Deste modo, para todo s € R suficientemente grande temos

DXl 1,

_ —e~ 1. 4.3

Ny S *3)
cu

Considere agora o espago vetorial £ = L([x], EY) dado pela familia de
funcdes

{(&c)xe/\;fx : N} — Eff é linear para x € A e [[|tll] := sup ||6l| < +oo}.

xeA

A norma de cada fungdo linear esta bem definida, pois os espagos tém
dimensao finita e sdo dotados com a norma induzida pela estrutura da
variedade de Riemann.

Vamos agora mostrar que a agdo do DX em £ dado pela transformada
do gréfico é uma contragdo para s como em (4.3). Para isto considere o
graf({f, : N* — EX}) = v+ {,(v) para todo x € A e todo v € N¥ conforme
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EX Ex

4 graf({t, : Ni — EX)) % DX, (graf({t, : N¥ — EX))
b)) - 0+ 0,(0) Ox. o (W) - === ===~ (W + Uy (W)

| :

N e eyl

. \,/‘LX(X&(J:)) 455t

! 0L ;

1 DX>(I) ]

Figura 4.1: Acdo do DX(x) em L.

a figura 1l Desejamos saber qual é a aplicagédo linear fx ), cujo grafico
coincida com DX (graf({{, : N* — EX})).
Para isso calculemos DX (x)(v+€,(v)). Pelalinearidade de D X;(x) temos
DX (x)(v + £:(v)) = DX(x)(v) + DX(x)(¢x(0)),

decompondo DX (x)(v) = Ox,w(DXs(x)(v)) + AX(Xs(x)), para algum A € R,
obtemos

DX,(x)(v + £x(v)) = Ox,»(DXs(x)(v)) + AX(Xs(x)) + DX(x)(£:(v)).
Podemos ainda escrever AX(X;(x)) = [(Id—Ox,)) o DX,(x)](v) e portanto
DX(x)(v+€x(v)) = Ox,x)(DXs(x)(0))+[(Id— Ox,x)) o DX(x)1(0) + DX(x) (£(0)).-

Sabendo que DX;(x)(v+{x(v)) deve ser igual ao grafico de uma aplicagdo
linear {x y : N = — EX  temos que DX (x)(v + {x(v)) = w + {x,o)(w),

Xo(x) X,
onde w € Ny, e {x(w) € EX .

Usando o fato que DX(x) preserva a direcdo do fluxo e que fx,(w) €

ES (v temos entdo que w = Ox,((DX(x)(0)) = P;(0) e que

Ux.0(w) = [(Id = Ox,x) © DX,(1)](v) + DXo(x)(€:(0)).
Como P é invertivel temos que v = (P5)"!(w) = P;*(w) e entdo

lxw@) = [(Id = Oxw) o DX(x)I(P}) ™ (w) + DX(x)(€(P3) ™ (w))
= [(Id - Ox,) © DX,(x) + DX(x) 0 £:](Ox,(DX(x))) ™ (w).
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Denotando 9 = {x ) temos que a imagem de um elemento (¢,) € £ é
DP((£y)) = {((Id = Ox,x) 0 DX(x) + DX(x)|x 0 ) 0 (Ox, ) 0 DX(x)) ™ : x € A

Para verificar que £ é contragdo em .L, estimamos para dois elementos

(Cx)xen € (g)xeA de L

”DXs(x)(gx - Zx) o (Pi)_l”
IDX()(Ex = CII - 1P~
IDX()lex - 1P~

xeA m(PilNabcl) ’

1D (L)) = D (@I

IN A

onde a ultima desigualdade decorre de (4.3).

Temos entdo um elemento fixo £ para £ se mostrarmos que (L, ||| - |||) é
espago de Banach, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Isto corresponde
a um subfibrado E* de N* @ EX, dado pelo gréfico de ¢,. Por construcdo,
(EX)rex é DX,—invariante para este valor particular de s.

De fato, £ ndo s6 ndo depende de s, mas ele é também PDit-invariante
para todo t. De fato, é facil ver que as agdes comutam

DD =D =D rseR, (4.4)

pois cada £ corresponde a aplicar DX; a uma familia de subespacos, e
DD’ corresponde a aplicar DX, ® DX, = DX;,, aos mesmos subespagos.

Notemos que (4.4) vale mesmo para s, r negativo, uma vez que o fluxo
é completo, e para s,r > 0 suficientemente grande, temos que 9" e 9* sdo
contragdes. Assim, o ponto fixo é o mesmo: D°D' () = D' D*(f) = D'(0).
Entdo O'({) = ¢, portanto dado qualquer ¢t € R podemos encontrar s,7 > 0
grandes, com s — v = t e obtemos

D) = D"(6) = D'D'(6) = D) = ¢

Finalmente, note que o subfibrado E* é expandido uniformemente por
DX, ja que, dado v € EY podemos escrever v = O,(v) + £(O(v)) onde
Ox(v) € Ny, €(0:(v)) = a - X(x) € Ef, @ € Relal - [[X(x)Il = I{(O«@))Il <
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1111 - 10x(@)Il < K[|Ox(v)l| onde 0 < K = [[|£]|| < +co portanto,
IDX(x)ol| IDX4(x)(Ox(2) + L(O())l

> IDX@)O0:)l - IDXX)EO @)

= IDXWO)I - lla - XX W)

> 105,09 DX )OI  lal - XK @] - 1
f IX@I

= 0y DX X))l - KIO: )] %

>IP0I - KIOL)]

> €[04 0)l - KIOL@)

(C = Re™)eMI0x()Il = Ce*|OL (@),

onde K = K - sup{%, te IR} < +o0 e C = sup(C — Ke™). Note que
xeA >0

C > 0,ja que Ke™* —— 0.
—+00
Analogamente, obtemos contracdo na diregdo de E° raciocinando com
E® = N°* @ EX e a agdo D * para valores suficientemente grandes de s > 0.

Resta entdo verificar que (L, ||| - [|[) é espago de Banach.

4.2.2 Completude de (£, ||| - ||})

Seja (€})qen uma sequéncia de Cauchy em £, temos que para todo € > 0
existe 19 > 0 tal que

Ym,n>ny = |||6; — €7l <€,

em particular [|£2(v) — €' (0)|| < 162 — €|l - |v] para todo v € NY. Assim temos
que (€(v))en € de Cauchy em EX.

Note que como a decomposigdo N*@ EX é continua, tomando para cada

X(x) % B
X base de EZ, onde k =
dim N¥, conseguimos (a4, - - - , ) matriz [¢,] de £, na base (v1(x), - - - , vk(x)),
onde a; = £,(vi(x)).

Assim, podemos obter uma familia de bases que dependem continu-
amente de x, desta forma é possivel identificar a familia ({y)xep com a
aplicacdo x € A — [¢,] € RF. Usando a completude do R* temos que
{i(v) — L. (v) para cadax € A ecadav e NY.

Resta agora mostrar que ({ex)x€ A € L. Para tanto observe que como £} é
linear temos

x € Aovi(x), -+ ,v(x)} uma base de N¥ e

£ + Aw) —— LV + Aw) = () + A ([W) —— £.) + Al (w)
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paracadax € A,v,w € NY e A € R, o que mostra que {. é linear.
Sabendo ainda que para todo m, n > ny temos,

16 = &Il = sup (I = €71l <€,

xXEA

assim ||2(v) — £°(0)|] < € - |[v| para todo v € N¥ e todo x € A. Fazendo
n — +00 obtemos, [|£,(v) — £ (V)| < € - |[v| para todo v € N¥ e todo x € A.
Mas A A

@)l = 16 @)l < 16 () = & @) < € Jol,

ou seja, I0.]] < € +]1€7]] < +oo, pois [[€;°]] < +oco, portanto 18Il < +c0. Desta
forma temos que ({y)ren € L, donde concluimos que (L, ||| - ||[) é espago de
Banach. Isto conclui a prova do Teorema [£.2.2]

4.2.3 O Lema Hiperbdlico para conjuntos seccionalmente
hiperbélicos

Usamos agora os resultados ja provados para demonstrar o Teorema

15

Demonstragio do Teoremall.1.5t Seja A o subconjunto compacto invariante
de um conjunto seccionalmente hiperbélico sem singularidades. Entdo
existem constantes C, A > 0 e decomposicdo T\M = E @ F tal que

o |IDXiell - IDX_tlell < Ce™M; para todo t >0 e paratodo x € A;
o [|[DXilg|l < Ce™; paratodo t > 0;

e |det(DX|;,)| > Ce; para todo subespago bidimensional L, C F, e
todot > 0;

Como A nédo possui singularidade, entdo P’ esta definido em A e mais,
Nf =0,E, e Nf: = O,F,
é uma decomposicao hiperboélica para (P%).en, pois a proje¢do ortogonal ndo

aumenta norma. De fato, dado v € E, podemos escrever v = O,(v) + aX(x)
onde O,(v) € NE e & € R portanto,

DXi(x)v = DXy(x)(O«(v) + aX(x)) = DXy(x)Ox(v) + aX(X(x))
Ox,(»(DX1(x)0:(0)) + BX(X1(x)) + aX(X(x))

Ox,(»(DXi(x)0:(0)) + (o + B)X(X;(x))
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onde Oy, (DX (x)O,(v)) € NE e a,f € R. Por outro lado, DX;(x)v =

Xi(x)
Ox, (DX (x)v) + (DXi(x)v — Ox,x(DX:(x)v)) com Ox,x(DXi(x)v) € Nfg(x) e
(DXi(x)v — Ox,(DXi(x)v)) € Ei(x)' Como a decomposicdo é tnica e a

direcdo do fluxo é DX;—invariante temos que
(@ + p)X(Xi(x)) = DXi(x)0 = Ox,»(DXi(x)v) = (Id = Ox, () DX (x)0.

Assim,

IDX(x)ll IPLOx(©) + (Id = Ox,)DX:(x)0l|
IPLOx(@)Il = [I(Id = Ox,)DX;(x)oll
IPO:(@)Il = [lld = Ox,l - IDX(x)l]

IPLOx(@)Il = IDX;(x)oll.

vV vV IV

Novamente estamos usando o fato de (Id — Ox,y) ser uma projecdo e
portanto |[Id — Ox,yll < 1.

Assim, temos que ||PLO,(v)]| < 2|IDX;(x)vll, logo [|IPLO.(@)|| < CeM||v]],
para algumas constantes positivas C e A, ou seja, Nf é uniformemente
contrator.

Por outro lado, sabemos que F, = EX@&NF, pois NFNEX = {0} e pelo Lema
2.2.Tljuntamente com a hipotese de que o subfibrado E é uniformemente
contraido temos pelo Lemad.1.2lque a dire¢do do fluxo esta na diregdo ndo
contrativa.

Considere os vetores linearmente independentes v € NE\{0} e X(x) €
E¥X. Tomando o espago gerado por eles, ger{X(x),v} Cc EX & Ni, com base

X(x) XXi(x) P!
ortonormal {m, ﬁ}, temos que a base {”X(Xi( L ||sz||} de DX,(ger{X(x),v})

é ortonormal, pela defini¢do P!. Dai obtém-se que a matriz de DX; em
relagdo a estas bases é

IXCGO
DX,]=[ i
o= 1)

_ X() | _ X(Xiw) . P o), X)) _
pote DX*(HX(x)n)‘ xeon O ey ¢ f(nvn) IXCG )]

Pl
IPtol|

Como F, é seccionalmente expansor temos que

_ XX ()l

|det[DX;]| = TIXl

Al > Ce,
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€ como
0
P9l = 103 DX, = [Oxco (DX 2 ) o
X "
= 1l o> eV Xy ke
X

obtemos, ||Pt|N§|| > KCe' para todo t > 0. Logo o fluxo linear de Poincaré
estd definido para todo A e P, admite uma decomposi¢do hiperbdlica de
N, = NE @ NF, pelo Teorema .2.2] concluimos que A é hiperbdlico. O

4.3 Os Teoremas Principais

De posse de todos os resultados obtidos até aqui, concluimos essa
subsecdo apresentando as demonstracdes dos Teoremas[[.2.4e [.2.]

Teorema 4.3.1. Seja A um conjunto compacto invariante de X. Suponha que
exista uma decomposicio continua DX, —invariante nio trivial do fibrado tangente
de A, TAM = E®F (istoé, dim E # 0 e dim F # 0) e existem constantes C, A > 0,
tal que para todo t > 0 e todo x € A, tem-se

IDX; |, || < Ce™ e |IDX_ | < Ce™.

t |FX[(.'X)
Entdo, A é formado por um niimero finito de singularidades hiperbélicas.

Demonstragido. Assuma, argumentando por contradi¢cdo, que existe x €
A\Sing(X), isto é, x é um ponto regular, X(x) # 0.

Como a decomposicao ThM = E & F possui angulo afastado de zero ao
longo de A, pois definindo ¢ : A — [-1, 1] dada por ¢(x) = sin Z(E,, Fy),
obtemos, usando o fato da decomposicdo Th\M = E @ F ser continua e ndo
trivial, que ¢(x) = sin Z(E,, Fy) > 0 e 1 é continua para todo x € A. Sendo
A compacto, existe 0y > 0 tal que ¢ (x) = sin Z(E,, Fy) > 6y > 0 para todo
x € A. Assim pelo Lemad.1.2temos que X(x) € F,.

Aplicando novamente o Lema.1.2] s6 que agora ao fluxo reverso X_,
gerado pelo campo —X sobre o conjunto compacto invariante A, temos
que X(x) € E,. Assim, X(x) € E;NF, = {6}. Esta contradi¢do mostra que
A CSing(X).

Porém, nas hipoteses sobre a decomposicdo, temos que cada o € A é
uma singularidade hiperbélica: os autovalores de DX|g, sdo negativos e os
autovalores de DX|r, sdo positivos. Como as singularidades hiperbélicas
sdo isoladas em uma variedade M (veja [20]) e usando o fato de A ser um
conjunto compacto, conclui-se que A é formado por um ntimero finito de
singularidades hiperbdlicas. |
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Agora provemos o resultado principal.

Teorema 4.3.2. [2} Teorema A] Seja A um conjunto compacto invariante de X tal
que cada singularidade neste conjunto seja hiperbdlica. Suponha que existe uma
decomposicio continua DX; — invariante do fibrado tangente de A, T\M = E®F,
em que E é uniformemente contraido, F é seccionalmente expandido e temos
dominagdo sobre as singularidades de A, isto é, para algumas constantes C, A > 0
temos

e || DX; [gsll< Ce™™, V¥x e A, etodo t > 0.

o |det(DX; |1,)] > CeM, ¥ L, C F, subespaco bidimensional, todo x €
Aet>0.

o || DX; ||l - I| DX |, lI< Ce™, Yo € AN Sing(X) etodo t > 0.
Entdo TAM = E & F é uma decomposigio dominada.

Demonstragio. Seja x € R € A um ponto regular do fluxo de X. Do
Lema K.1.2] sabemos que X(x) € F,. Uma vez que F é um subespaco
DX;-invariante, considerando o cociclo linear multiplicativo A;(z) = DX|r,
paraz € Aet € R, pelo Teorema Ergédico Multiplicativo [4, 5] (Teorema

2.5.7), existe uma decomposicdo F, = @j(:xl) Fj(x), em soma direta de subes-

pagos de Lyapunov. Um destes subespacos é EX gerado por X(x) # 0, que
renomeamos F;(x) = EX no que se segue. Temos também os correspon-
dentes expoentes de Lyapunov Af (x),j =1,..,5(x) que estdo associados aos
subespacos de Lyapunov.

Fixandoi =2,...,s(x) e v € F;(x) \ {0}, consideramos o espago gerado por
X(x) e v, que denotamos ger{X(x), v}. Pela expansdo seccional temos que

log | det(DXlgerixpov1) > log Ce = logC + At,

desse modo,
.. 1 .1
1t1m inf n log | det(DXilgerxov))| > 1t1m inf ?(log C+At)=A. (4.5)
—> 400 —>+00

De [@.5) e usando o controle subexponencial dos dngulos nos pontos
regulares obtemos (via discussdo feita no final da se¢do[2.5)

1
0 < A < liminf ; log | det(DXilgerpxoom)| = Af(x) + A (x) = 4] (x).

Dai Af(x) > A > 0 para todo i = 2,...,s(x), x € Re X(x) # 0.
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Usando agora que E é uniformemente contrator temos
log || DX; |gll< log Ce™ = log C — A t,

Deste modo,
.1 .1 A 1
tllIZ(rl n log || DX; |g,|I< tllI?J(rI n log Ce™" = t11r£1 ;(logC —At)==-A<0

para todo x € A.

Defina ¢;(x) = log Jl?;;ilgl;”) Note que ¢;(x) é uma familia de fungdes
continuas subaditivas: a continuidade vém do fato de ¢;(x) ser composta
das fungdes continuas ||DX;|, || e m(DX;|g,), e a subaditividade vem do fato
de que

IDX,1slE. IDX ey, © DXl
8 DX ) 08 m(DXlr,.., o DXJJr.)
log IDX[ey ., - DXle, |l = log m(DXlry,, - DXlE,)
log(IIDXiley |l - ID Xl ) — log(m(DXilry,,,) - m(DXGlE,))
log [|IDXiley, || +10g DXl || — log m(DXilry,,) — log m(DXlE,)

IDX eyl IDXG]e,
0 ————— +log ————— = P«(Xs(x)) + Ps(x).
8 m(DXt|FXS(X)) 8 m(DXsh—"x) (Pf( ( )) (P ( )

(Pt+s (X)

IN

Além disso ¢;(x) satisfaz para x € R pelo Teorema Ergédico Subaditivo

(Teorema 2.4.10)

)1 IDXg
PO = dmint e = I o8 o)

.1 1
Jim n log [IDXile |l — Tim n log m(DXilr,)
< —A-minfAf(x),1<i<s(x)}<-A-0=-A

para todo x € R tal que X(x) # 0, onde a desigualdade vem do fato da
definicdo de norma e conorma e dos expoentes de Lyapunov ao longo de
F.

Para 0 € Sing(X) C A, temos ¢(0) < —A pois, pela hipétese de domi-
nac¢do nas singularidades, temos que existe C, A > 0 tal que,

| DX Ig, |

Ce™ 2| DXt Ie, Il | DXt Is 1= 5.
t IFs

IDXEq |l

DX S <liminf}log Ce™ = —A + liminf 1 log C = —A.

t—>+00 t—+o0

Assim lim inf 1 log

t—+00



4.3. Os Teoremas Principais 57

Temos assim que ¢(x) < 0 para todo x € R. Aplicando a Proposi¢do
2.4.5, temos que existem K, 7 > 0 tal que e”® < Ke™ paratodox € Aet > 0,

- IDXie, I —_rt - t
0 que equivale a thl;) < Kez, ou seja, || DX; |gll - || DX_ | lI< Ke™,
Vx € Aet>0. O que mostra que a decomposigdo é dominada e com isso

conclui-se a prova do Teorema. m|

Agora que temos provado os Teoremas[I.2.1le[l.1.5lconcluimos a prova
do Corolério[1.2.2

Coroldrio 4.3.3. Seja A um conjunto compacto invariante sem singularidades
para um campo de vetores X. Suponha que exista decomposicdo continua DX; —
invariante do fibrado tangente de A, T\M = E ® F, onde E é uniformemente
contraido e F é seccionalmente expansor. Entio A é um conjunto hiperbdlico.

Demonstragdo. Temos pelo Teorema [L.2.1lque T\M = E & F é uma decom-
posicdo dominada, logo A que é compacto invariante sem singularidades é
parcialmente hiperbdlico. Além disso, F é seccionalmente expansor o que
implica A ser seccionalmente hiperbdlico, e pelo Teorema[L.1.5concluimos
que A é um conjunto hiperbélico. O
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Capitulo 5

Fluxos fracamente dissipativos e
hiperbolicidade

Vamos agora mencionar uma aplicagdo do principal resultado para a
situagdo de fluxos tridimensionais fracamente dissipativos.

5.1 Atrator fracamente dissipativo

Lembramos que um subconjunto aberto U é uma regido armadilha (ou

sumidouro) se X,(U) c U, t > 0, onde A denota o fecho ou aderéncia do
conjunto A num espago métrico ou topolégico. O subconjunto compacto
invariante A é um atrator se é o subconjunto maximal invariante A(U) =

M X:(U) dentro da regido armadilha U, neste caso U também é chamada de
£20

regido isoladora de A. Dizemos que um subconjunto compacto invariante
A para o fluxo gerado pelo campo de vetores X é fracamente dissipativo se
div(X)(x) < 0 para todo x € A, isto é, o fluxo préximo de A ndo expande
volume.

Além disso, dizemos que uma singularidade hiperbdlica o de X é
C'-linearizavel se existe um C'—difeomorfismo h : V, — B de uma
vizinhanga aberta de 0 € M para uma vizinhanga aberta B da origem de
R® tal que h(X;(x)) = e - h(x), Xs(x) € V,, parals| < te A = DX(0). Para
isso, é suficiente que o espectro de DX(o) satisfaga um ntmero finito de
condi¢des de ndo ressondncia, ver por exemplo, [28]. Assim, esta é uma
condicdo que é satisfeita por singularidades hiperbdlicas a menos de pe-
quenas perturbacdes.

59
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5.2 Hiperbolicidade via dissipacao fraca e con-
tracao assintética para o passado.

Teorema 5.2.1. Seja X um campo vetorial C' em uma variedade tridimensional
M admitindo uma regido armadilha U cujas singularidades (se houver) sdo hiper-
bolicas e C'—linearizdveis. Vamos supor que o subconjunto compacto invariante
A = A(U) seja fracamente dissipativo e dotado de um campo continuo unidi-
mensional F com propriedade de contragdo assintética para o passado, isto é,
x € A+ F, é continua e para cada x € A\, F, é um subespaco unidimensional de
T.M, e também

ltirn inf% log [IDX_lr Il <0, Vx€A.
—s400

Seem cada singularidade o € U existe uma diregdo E, complementar DX,—invariante
tal que E; @ F; = T,M é uma decomposi¢do dominada, entdo A é um conjunto
hiperbélico (em particular, A ndo tem singularidades).

Uma vez que o conjunto é atrator e decomposi¢do dominada nas singu-
laridades é apenas usada para provar a ndo existéncia de singularidades
em /A, como consequéncia da prova obtemos o seguinte.

Corolario 5.2.2. Seja X um campo vetorial C* em uma variedade tridimensional
M admitindo subconjunto compacto invariante A\, sem singularidades, que é fra-
camente dissipativo e dotado de um campo continuo unidimensional F de direcdes
contrativas assintoticamente para o passado. Entdo A é um conjunto hiperbdlico.

Estes resultados sdo versdes extremamente fracas da seguinte conjec-
tura de Viana, apresentada em [30].

Conjectura 5.2.3. Se um atrator A(U) tem um expoente de Lyapunov positivo,
em Lebesgue quase todos os pontos de sua vizinhanga isoladora U, isto é, tal que

1
ltim inf n log [IDX|| > 0, para Lebesgue quase todo x € U, (5.1)
—+00

entdo A(U) tem uma medida fisica: existe uma medida de probabilidade invariante
u suportada em A(U) tal que, para todas as fungoes continuas ¢ : U — R

t
tlir? % f P(Xs(x))ds = f @du para Lebesgue quase todo x € UL
—+00 0

Com efeito, se U é uma regido armadilha e A = A(U) satisfaz as hipote-
ses do Teorema entdo A é um atrator hiperbolico, para o qual é bem
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conhecido que (5.I) é verdadeira e existe alguma medida fisica; ver por
exemplo [6} 7, 8].

Comegamos mostrando que o subfibrado F unidimensional que contrai
assintoticamente para o passado é, na verdade, um subfibrado uniforme-
mente expansor. De fato, nota-se que f;(x) = log||[DX_|r,|| € uma familia
subaditiva de fun¢des continuas com respeito a (X_;)er, pois

ft+s(x) : (DX—S|FX)||

log IDX s, [l = log [IDX_ilr,_,,

10g (IDX_lry |l - IDX 4l Il)
= loglIDX_ilp, |l +10g [IDX_d|r, Il = fX_s(x)) + fs(x)
onde a terceira igualdade ocorre devido ao fato de que F é unidimensional

(logo DX, : Fx — Fx_ () € apenas a multiplicagdo por um nimero real).
Além disso, f(x) = ltim inf% log [IDX_|r,|l| < O para todo x € A por
—+00

hip6tese. Em particular, f(x) < 0 em um conjunto de probabilidade total.
Assim, pela Proposicao obtemos ef® < C-'e', ou ainda que,

IDX_t|g || < C'le%\t, ¥t > 0 e algumas constantes A, C > 0. (5.2)
Isso implica que,
Ce? < IDX_lr, ™" = m(DXilr ) < IDXiley

para todo x € A, t > 0. Assim, considerando y = X_;(x) € A temos que
ID Xy, |l = IDXilry, |l = IDXilE Ml 2 Ce? paratodox € A, t > 0.

Como F é fibrado unidimensional, isto mostra que F é uma direcdo
uniformemente expansora.

Agora vamos usar a suposicdo de que A é um conjunto atrator cuja
possiveis singularidades ¢ sdo hiperbolicas e C'-linearizaveis, admitindo
uma direcdo E, complementar DX;—invariante tal que E, ® F, = T,M é
uma decomposicdo dominada.

Lema 5.2.4. O conjunto atrator A ndo contém singularidades.

Demonstragido. Suponha por absurdo que A contém uma singularidade
o € Ade X, isto é, 0 é ponto fixo hiperbélico para o fluxo X;.

Como para cada t € R, X; é um difeomorfismo e F, é um subespago
unidimensional instdvel (F, é uniformemente expansor) de DX;(0) temos,
pelo Teorema da Variedade Instavel, que existe uma subvariedade mer-
gulhada Wy(o) = W; unidimensional (uma curva) tal que F, = T,W} e
X_(z) —— . 0para todo z € W¥.
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Além disso, W} C A porque A é atrator. De fato, para z € WY temos
X_1(z) € UVt > T (ja que, X_(z) estd tdo proximo de o quanto se queira
para todo t maior ou igual a certo Ty > 0 e como U é aberto que contém
ANeo €A, entdo X_4(z) € UVt > Ty). Assim, z € X,(U), YVt > T, portanto
ze () Xy(U) CA.

t>To
Afirmacdo 5.2.5. Para todo z € W temos X(z) € F,.

Prova da Afirmagido. Note que para z = ¢ temos X(0) = 0 € F, (pois F, é
subespaco vetorial). Vamos supor, por absurdo, que X(z) ¢ F. para algum
z € W¥\ {o}. Por hipétese, existe um difeomorfismo h : V, — B de uma
vizinhanga aberta de ¢ € M para uma vizinhanga aberta B da origem de
R? tal que h(Xy(x)) = e - h(x), sempre que X,(x) € V, para |s| < t onde
A = DX(o).

Denotemos por W} (0) a componente conexa de Wy N V,; que contém
0, chamada de variedade instavel local de 0 em V.

Através de uma mudanga linear de coordenadas, podemos assumir,
sem perda de generalidade, que Dh(o) - F, = R x 0% e Dh(0) - E, = 0 X R%,
Sejav: V, N A — RR® 0 campo vetorial continuo unitério tal que ger(v,) =
Dh(x)-F,,x € Vo N A.

Notemos que h(W} (0)) € Fo = (RX 0%)N B, pois a imagem da variedade
instavel de o por uma conjugacdo estd contida na variedade instével de
h(o) = 0 € R3, que é um subespago, pois X é enviado por Dh num campo
linear: Dh, - X(x) = A - h(x). De fato, como o campo é C

0 0
Dh, - X(x) = Dhy- ﬁXt(x)h:o = @h(xt(x))h:o

%em H@)lhmo = Ao = A - h(x)

Portanto, Dhy - TyW}' (0) = TyxFo = Rx0?,
Vx € W (0). Segue que

Fn= Wi (0) = h(W. ()

Dh, - X(z) = A - h(z) € R X 0* = TyFo,

ou seja, Dh. - X(z) € Dh. - T.W}' (0) e assim / \

X(z) € T.-W} (0). Logo, v- ¢ RX0* pois X(z) ¢

F., por suposicdo (lembre-se que v, é gerado ™,

por Dh, - F) . p A-hG) .
Pela invariancia de F, vem que DX_F, = 0 R xq}

Fx 2 — F,. Usando agora a invarian- ' ’

cia de W} (0), temos que DX _(T.W} (0)) = A B
TX_t(Z)W“ (G) E) TUWIL(;C(G) = FU.

loc

b 1i(z)
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Assim, aplicando Dhx_,(;) as expressdes acima e usando que /1 é de classe
C! (Dh é continua), temos por um lado que

Dhy (DX F.) = Dhx_»(Fx_z) = Ux_) = Ae™ "0,
e, por outro lado,

Dhx_,)(DX_(T;W,,(0))) = Dhx_,)(Tx_W},.(0)) PR R x 0°.

Daf concluimos que vx_,,) = Ae v, deve se aproximar de R x 0> = F
quando t — +oco.

Mas v, ¢ R X 0* e a decomposigdo (0 X R?) & (R x 0%) é dominada,
pois E; ® F, é dominada; portanto et . p, vai ter uma componente em
0% R? cada vez maior em relagdo a componente em R X 02, quando f cresce.
Entdo vx ;) ndo pode se aproximar de R X 0?. Esta contradicdo garante
que X(z) € F, e terminamos a prova da afirmagéo.

O

Usando agora a Afirmacéo junto com a expansdo ao longo de F, a
continuidade do campo X e a compacidade de A temos que

0o > sup [X(@)|| 2 [IX(X,(@)l| = IDX; - X@)|| = ce*'IX(2)ll, t>0

xeA

que é uma contradicdo e completa a prova do lema. m|

A partir de agora vamos usar apenas as hipéteses do Coroldrio
isto é, que assumimos A é um subconjunto compacto invariante fracamente
dissipativo, sem singularidades, com um campo continuo unidimensional
F de dire¢des contrativas assintoticamente para o passado.

Como ja vimos na subsecdo 4.2.1] o fluxo linear de Poincaré esta bem
definido sobre A (j& que A ndo possui singularidades). Denotemos como
antes O, : TyM — N, a projecdo ortogonal de T,M em N, (complemento
ortogonal da direcdo do campoem x € A, ouseja, N, = {v € T.M;v- X(x) =
0} ), com o fluxo linear de Poincaré dado por P! = Ox,x o DX; : T:M —
NXt(x)/ xe A telR

Denote Fa projecao de F no subfibrado normal dada por {Ey = Ox(Fo)}ren
e considere o subfibrado unidimensional G, de N, ortogonal a F, (note que
N, é bidimensional). Podemos entdo escrever N, = F, ® G,.

Note que o subfibrado F é P'—invariante. De fato, dadow € F, podemos
decompor w como soma de vetores v € [, e aX(x) € EX, para algum
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a € R. Dai temos que DX;(x)w = DX(x)(v+aX(x)) = DXy(x)v+aX(X(x)) €

Ny, @ E§t(x) e também DX;(x)w € Fx,) pois F ¢ DX;—invariante. Portanto

Ox,»(DXi(¥)w) = Ox,w(DXi(x)v + aX(Xi(x))) = Ox,(DXi(x)0)
= Ox © DXi(x)(Ox(w)) = Py(Ox(w)), t=0.

Como w € F, é qualquer e O,(w) € F, e Ox,)(DX;(x)w) € Fx, ), concluimos
que F é P'—invariante (PL(F,) = Fx,)-
Desta forma, tomando vetores unitdarios ndo-nulos v € F, e vt € G,,

P;t(v) P;t(zﬂ-) L
P @)l 7 IIP;f(UL)”} (Slmllar

podemos escrever a matriz [P;'] em relagdo a base {
ao que fizemos na subsecao £.2.3)

—t t bt
(8 2

onde Elt(X) . Fx — FX_t(x)/ bt(X) : Gx — FX_t(x) e Ct(X) . Gx — GX_t(x)-
Lembre que a dire¢do do fluxo é DX_;—invariante. Dai, tomando a base

X o1 X XEL)  PPe) PREY)
Ortonormal{nX(x)u' 0,0 }de I.M = E;®F&G, temos que{nX(X_f(x))n' RO ||P;f<vL>||}

¢ base normalizada de DX _(EX @ E.®G,), pela defini¢do de P~'. Desta
forma, podemos escrever a matriz de DX_; em relacdo as bases considera-
das acima,

IX(X_ ()]

Xer  *
[DX_] = 0 &) b
0 0 c(x)
” X(@ | - XCL) _ IXCLO | XEa@) L F g p—f_invard
ja que DX (i) = “hait = Shi - ey © Fr € Py —invariante

Usando o fato de que o campo é fracamente dissipativo (divX(x) < 0,
VYx € A) temos, pela férmula de Liouville, que

t
| det[DX;]| = exp fdiVX(XS(x))ds <1, t>0,

0

logo |det[DX_]| = |det[DX;]|"! > 1 e como

_ X _ XG4
|detlDX /]| = =2 e (] = TS et 2 1,
IXEl

concluimos que |det[P;']| > my = min( ) > 0, uma vez que A

ved \ I XX ()l
ndo contém singularidades, pelo Lema5.2.4
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Afirmagdo 5.2.6. O subfibrado F é uniformemente contraido por P~ para o
passado.

Prova da Afirmagio. Pelacontinuidade do subfibrado F, temos que Z(Fy, X(x))
¢ afastado de zero, assim existe k > 0 tal que Fy = {u = X(x) +v : v €
F, e |Bl < kl|v||}. Dai, ficamos com

IPY @)l = (Ox_w © DX-)(x) @)l
= [l(Ox_, © DX_1(x))(u — BX(x))l]
= 0x_,0(DX_(x)u = BX(X_1(x)))
1(Ox_,) © DX_(x)) @)l < [IDX_(x)(u)]] < (por(5.2)

< CleF|lull = Cle 3 |IBX(x) + oll < C e F (BIX ()| + I[oll)

< Cle T (kloll - IX@)N| + Iloll) < C e F|foll(1 + ksup [[X(x)Il)
xXeEA

< kC'e % |ol| = ke~ ¥ ||o (5.3)

onde A > 0, k = (1 + ksup||X(x)|)) < o (ja que o campo é continuo e A é
xeA

compacto) e k = kC™' > 0, o que prova a afirmagao5.2.6 O

Agora ja temos o necessdrio para garantir a existéncia de um subfi-
brado complementar P~'—invariante e expansor através da transformada
do grafico.

Pela afirmacaoB.2.6e pelo fato de que F, é P;'—invariante, temos |a;(x)| <
ke=% e sabendo que 0 < mp < |det[P']] = |a:(x)| - |ci(x)], obtemos |ci(x)| >

AT

At
mpe? . Mpe2
O—, x € A, t > 0. Fixemos T > 0 tal que [c/(x)| >

>2eke? <1

paratodot >T.

Vamos agora considerar a familia de subespacos unidimensionais com-
plementares para E, em N, dados pelo gréfico da fungdo linear ¢, : G, —
E,, isto é, consideraremos o espaco vetorial L = L([x]x, E,) dado pela
familia de funcoes

{(&c)xe/\;fx : Gy, — F, élinear para x € A e [[|tll] := sup ||&l| < +oo}.

xXEA

J& vimos nas subse¢des4.2.Tle[d.2.2lque a norma de cada funcdo linear esta
bem definida e que (£, ||| - |ll) é espaco de Banach.

Vamos agora mostrar que a acdo do Fluxo Linear de Poincaré—P~" em
L, dado pela transformada do gréfico, é uma contragdo para —T. Para isto
considere o grafico graf({(, : G, — ED = v+ 6(v) para todo x € A e
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todo v € G,, conforme fizemos na subsecdaol.2.1l Desejamos saber qual é a
aplicacdo linear lx_y), cujo grafico coincida com P;!(graf({(, : G, — F.})).
Para isso calculemos P;'(v + £,(v)). Pela linearidade de P;' temos

Pl(v + £, (v)) = P'(v) + P, (¢x(v)), ve€G,.

Usando a projegdo ortogonal 1, : N, — F, decompomos P;'(v) =
Ag + Tix v (P;'(v)), para algum A € R e algum g € Gx (v € obtemos

P (v + £4(v)) = Ag + Tix ) (PL'(0)) + P (£(0)).
Podemos ainda escrever
Ag = P (v) = Tx((Py' (0) = [(Id = Tix_ ) © PY'1(0)
e portanto
PL'(v + £x(v)) = [(Id = mtx_() © Py'1(0) + (Tx, © PY)(©) + (P50 L) (0).

Notemos que [(Id — tx_,) © Py'1(v) = c(x) - v por [P;'],ja que Id — Ttx )
é a projecdo ortogonal em N ) sobre Gx ), poisv = (0,v1) € N, = E. @G,
e [Pyl v = (bi(x)o1 c(x)v1)", logo [(Id — 1tx ) © P'1(0) = ci(x)or.

Sabendo que P;'(v + £(v)) deve ser igual ao grafico de uma aplica¢do
linear fx, ¢ : Gx_,0) — Fx_,(, temos que Py (v + €(0)) = w+ lx ) (w), onde
w € Gx,w € O, (®) € Fx .

Usando o fato de que F, é P;'—invariante e que {x ) (w) € Fx ), temos
entdo que w = [(Id — Ttx ,v) © P;'1(v), logo v = [(Id — 7tx ) © P! (w) e
portanto

Ox o) = [P;' - €y + Tix o - P11 o [(Id — 1) © P31 (w).

Denotando D" = fx_,, vem que a imagem de um elemento (£,) € L é
dada por

D7H(Cy) = ([P b+ Tix o - PY'T o [(Id — mix ) © PY'T7' :x € A}

Para verificar que D' é contragdo em L, estimamos para dois elemen-
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t0s (€1)xen € (0y)xen de L

D™ (6:)) = D@ sup{lIP;" - (6 = L) o [(Id = Ttx 4 9) 0 P T

XEA

sup{lIP;"Ig 1 1(6x = LA = Ttx ym) © PYTT7HI)

xeA

(Por[.3)
ke suplli(t = (1A = x o) 0 P
—_——

xeA

IA

IA

IA

<1

IA

_ 1 _
sup{||tx — &l - ler ()|} < 5 sup{||€, — I}

xeA xeA

1 —
= E|||(£,C)XGA = (Co)xenlll

Temos entdo um elemento fixo ¢? para D" pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach. Isto corresponde a um subfibrado E = {E, = {(u, (%(u)) : u €
Gylrea) P"T—invariante para o fibrado normal. Sabendo que P! comuta
com cada P* para todo s € R, temos que E é P°—invariante para todo s € R.

Afirmacdo 5.2.7. O subfibrado E = E @ EX é DX_;—invariante.

De fato, para qualquer v = u + fX(x) € E, onde u € E e B € R, obtemos
que DX;(x)v = DX (x)u+BX(X:(x)) e DXy (x)u = PL(u)+yX(X(x)) para algum
y € R, assim DX (x)v = PL(u)+yX(X:(x))+BX(X:(x)) = PL(u)+(y+B)X(X:(x)),
com P!(u) € Ex, e portanto DX;(x)v € Ex, ) 0 que prova a afirmagio5.2.71

Neste ponto, temos uma decomposi¢do continua DX_; — invariante,
T\M = E, ®F,, x € A. Usando essa decomposigdo invariante podemos

escrever
[ Ax) 0
[DXi] = ( 0 Bix) )

onde A;(x) é a matriz de ordem 2 da aplicacdo DX_|g, e B;(x) é a matriz de
ordem 1 da aplicagdo DX |, .

A continuidade da decomposi¢do garante que Z(E,, F,) é uniforme-
mente afastado do zero, isto assegura que 1 < |[detDX_;| = [det Ay(x)| -
|B¢(x)| - sin Z(Ey, Fy) < |detAu(x)| - |Bi(x)| e como Bi(x) = DX_|r, temos
IBi(x)| < C e (por e portanto |det A;(x)| > Ce''/? (cresce expo-
nencialmente rapido).

Isso mostra que A possui uma decomposi¢do continua invariante E® F
com F uniformemente contrator e E expandindo &rea para o fluxo no
passado. Como estamos tratando de uma variedade tridimensional, isso
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implica que E é seccionalmente expansor para —X. Pelo Coroldrio 4.3.3]

temos que A é um conjunto hiperbdlico para —X, portanto A é um conjunto
hiperbolico, o que prova o Teorema e Corolario

5.3 Considera¢oes Finais

Neste ponto ja vimos através do Teorema [1.2.1] condi¢des suficientes
para dominagdo de uma decomposigdo invariante sobre um subconjunto
compacto invariante de um fluxo diferenciavel, X;.

O Teorema [[.2.1] diz que se pode obter uma decomposi¢do dominada,
a partir de uma decomposigdo continua em dois subfibrados invariantes
E®F do fibrado tangente de um subconjunto compacto invariante A, como
consequéncia de

e dominagdo nas singularidades de X sobre A, se existirem;
e invaridncia da decomposigéo;

e contragdo uniforme ao longo de E e expansdo seccional ao longo de
F.

Como vimos, o Teorema [[.2.11¢é obtido através de um enfraquecimento
das hipéteses do Teorema [1.2.4l Seguindo esse caminho de enfraquecer
hipéteses para obter condi¢des mais gerais, surgem questdes a serem res-
pondidas, tais como:

1. Sob quais hipoteses pode-se retirar a condi¢do de dominagao nas sin-
gularidades no Teorema [L.2.1P

2. Existe alguma hipotese tal que a continuidade na decomposigdo do
Teorema [1.2.1]é desnecessaria?

3. Quais sdo as condi¢des necessarias e/ou suficientes para um conjunto
compacto invariante ser seccional hiperbélico para um fluxo?

Concluo assim a dissertagdo, destacando perspectivas positivas para
um futuro trabalho, onde quem sabe essas perguntas sejam respondidas.
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