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NÃO LINEARES EM ESTADO ESTACIONÁRIO.
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Resumo da Dissertação apresentada à UFBA como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

A avaliação da incerteza de estimativas, sejam elas oriundas de medições ou

de outros procedimentos, é importante para o aumento da assertividade nas deci-

sões sempre que estas forem baseadas em informações quantitativas. O Guia para

Expressão da incerteza de medição (GUM) e seus suplementos fornecem regras ge-

rais para avaliar e expressar a incerteza de medição, para alguns modelos: método

GUM para modelos MISO (múltiplas entradas e uma sáıda) lineares ou lineariza-

dos; método GUF (GUM Uncertainty Framework) para modelos MIMO (múltiplas

entradas e múltiplas sáıdas) lineares ou linearizados; métodos GUM-S1 e MCM-S2

para modelos MISO e MIMO não lineares, respectivamente, através simulações de

Monte Carlo. O GUF pressupõe que o grau de liberdade do sistema é igual ao

número de grandezas de sáıda, o que gera regiões de abrangência discrepantes com

relação aos resultados obtidos com o método de Monte Carlo. Essa pesquisa visa

diminuir essa limitação do método GUF e desenvolver ferramentas para avaliar a

região de abrangência de modelos MIMO não lineares. Foram desenvolvidos (i) um

método para calcular a matriz de graus de liberdade efetivos de modelos MIMO que

considera os graus de liberdade e as covariâncias entre as grandezas de entrada e

avalia a confiança nas covariâncias obtidas, fórmula de Welch-Satterthwaite MIMO;

(ii) um método para avaliar a região de abrangência, aqui chamado de RAGL, que

considera os graus de liberdade efetivo do modelo MIMO; (iii) um módulo compu-

tacional, Uncertainty, para a plataforma EMSOr capaz de avaliar a incerteza de

modelos MIMO de plantas industriais em estado estacionário; e que avalia a matriz

de variância-covariância por duas maneiras: (a) linearização do modelo e (b) por

simulação de Monte Carlo. Estudos de casos foram realizados em modelos MIMO

lineares, não lineares, assumindo diferentes PDFs ou com todas as PDFs gaussia-

nas. Também foram comparados os resultados dos métodos propostos com os do

GUM-S2 e mostrou-se que o RAGL é uma generalização do GUF.

Palavras Chaves: Metrologia, análise estat́ıstica multivariada e processo estocás-

tico.
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Abstract of Dissertation presented to PEI/UFBA as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

The evaluation of the uncertainty of estimates, whether derived from measure-

ments or other procedures, are important for increasing assertiveness in decisions

where these are based on quantitative information. The Guide to the expression

of uncertainty in measurement (GUM) and its supplements provide general rules

for evaluating and expressing of measurement uncertainty for some models: GUM

method for MISO models (multiple inputs and one output) linear or linearized;

GUF method for MIMO models (multiple input, multiple output) linear or lin-

earized; GUM-S1 and MCM-S2 methods for MISO and MIMO non-linear models,

respectively, through Monte Carlo simulations and therefore require knowledge of

the input PDFs. The GUF presupposes that the degrees of freedom of the system

is equal to the number of output quantities, which can cause in disparate coverage

regions with respect to the results obtained by the Monte Carlo methods. This

research aims to reduce GUF method limitation and develop tools to evaluate the

coverage region of MIMO nonlinear models. Have been developed (i) a method of

calculating the matrix of effective degrees of freedom of models MIMO considering

the degrees of freedom and covariance between the input quantities and evaluates

the confidence in the covariance obtained by Welch-Satterthwaite formula for MIMO

models; (ii) a method to evaluate the coverage region by considering the effective de-

gree of freedom of MIMO model, CRDF; (iii) a computational module, Uncertainty,

to the platform EMSOr able to evaluate the uncertainty MIMO model of industrial

plants in steady state, and which evaluates the matrix variance-covariance matrix

by two methods: (a) linearization of the model and (b) by Monte Carlo simulation.

Case studies were performed in MIMO linear models, nonlinear, assuming different

PDFs or all Gaussian PDFs. the results of the proposed methods were compared

with GUM-S2 and showed that the RAGL is a generalization of GUF.

Keywords: Metrology, multivariate statistical analysis and stochastic process.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“A certeza é fatal. O que me encanta é a incerteza. ”

Escritor Oscar Wilde

1.1 Motivação e Justificativa

Modelagem de processos industriais, em geral, recai em modelos multivariados, des-

critos por equações não lineares e impĺıcitas e o conhecimento das incertezas asso-

ciadas a esses modelos é fundamental para o controle da qualidade e/ou auxiliar no

processo decisório. Neste trabalho, os modelos que possuem mais de uma grandeza

de sáıda, correlacionadas entre si, são denominados de modelos MIMO (Múltiplas

Entradas e Múltiplas Sáıdas - Multiple Input Multiple Output)1.

Quando as sáıdas não são correlacionadas, o modelo pode ser apresentado na

forma de multi-MISO (Múltiplas Entradas e Uma Sáıda - Multiple Input Single

Output) e a avaliação da incerteza é tratada pelo Guia para Expressão da Incerteza

na Medição (GUM - Guide to the expression of uncertainty in measurement)(BIPM

et al., 2008a) e por seu Suplemento 1 (GUM-S1) (BIPM et al., 2008b).

Em outubro de 2011, o Grupo de Trabalho 1 do Joint Committee for Guides

in Metrology (JCGM), responsável pela elaboração e promoção do GUM e de seus

1O GUM-S2 utiliza o termo “multivariate measurement models” definido como modelos com

mais de uma gradeza de sáıda. Neste trabalho será utilizado o termo “modelos MIMO” pois é o

termo comum para modelagem de processos e não será utilizado o termo medição pois os métodos

também se aplicam a modelos simulados.
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suplementos, publicou o Suplemento 2 do GUM (GUM-S2) que apresenta duas me-

todologias para avaliação da incerteza de sistemas MIMO de medição (BIPM et al.,

2011), uma baseada na Lei de Propagação da Incerteza (LPU – Law of Propagation

of Uncertainty) e outra baseada na Lei de Propagação de Funções de Densidade de

Probabilidade (PDF) (LPP - Law of Propagation of PDF) através do Método de

Monte Carlo (MCM – Monte Carlo Method).

O método GUM determina, após a aplicação da LPU, a utilização da fórmula

Welch-Satterthwaite (W-S) (WELCH, 1947; SATTERTHWAITE, 1946) para calcu-

lar o grau de liberdade efetivo da grandeza de sáıda, e assim, determinar o intervalo

de abrangência da grandeza com uma probabilidade de abrangência (PA) estabele-

cida. Entretanto, o método do GUM-S2 que utiliza a LPU multivariada (MLPU)

não considera a informação dos graus de liberdade nas grandezas de entrada para

a construção da região de abrangência das grandezas de sáıda. Esta constatação é

uma das motivações deste trabalho e proporcionou a oportunidade de desenvolvi-

mento de método para avaliação da incerteza de sistemas MIMO que considera os

graus de liberdade efetivos das grandezas de sáıda.

Acompanhando a evolução dos métodos para avaliação da incerteza de medição,

diversos software foram criados para facilitar o uso dos procedimentos propostos

pelo GUM e GUM-S1. Entretanto, esses software geralmente são espećıficos para

uma área de atuação (em geral focados em medições laboratoriais), permitem entrar

com modelo de medição na forma expĺıcita para sistema MISO ou Multi-MISO

(JURADO; ALCáZAR, 2005).

O único software encontrado que realiza cálculos para modelos multivariados

foi o GEU (Avaliadora Generalizada de Incerteza - Generalizad Evaluator Uncer-

tainty)(GONCALVES et al., 2011), criado pelo Grupo de Pesquisa em Incerteza

do Programa de Engenharia Industrial da UFBA (GI-UFBA), dispońıvel gratuita-

mente via web (www.GEU.ufba.br). O software GEU tem como objetivo facilitar

a utilização da incerteza em meio acadêmico oferecendo diversos métodos para sua

avaliação.

O GEU em sua última versão realiza a avaliação de incerteza de medidas diretas

ou indiretas, modelos impĺıcitos, e os métodos implementados estão de acordo com
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o GUM e de seus Suplementos. Mas até o presente momento não apresentava as

regiões de abrangência e nem utilizava graus de liberdade efetivos nessas avaliações.

A utilização de um software para avaliação da incerteza de modelos MIMO, como

o GEU ou o MATLAB que não tem uma linguagem adequada a simulação de proces-

sos, para avaliar a incerteza de grandezas de sistemas industriais é um procedimento

bastante complexo e trabalhoso devido ao número de grandezas e equações envolvi-

das. Este cenário forneceu a segunda motivação deste trabalho: o desenvolvimento

de um módulo para avaliação da incerteza de sistemas MIMO (Uncertainty) em um

software que utilize uma linguagem de modelagem de equipamentos ou processos

industriais.

Um software dispońıvel para a academia com possibilidade de incorporar novos

modelos, é o EMSO (Ambiente para Modelagem, Simulação e Otimização - Envi-

ronment for Modeling, Simulation and Optimization) (SOARES; SECCHI, 2003).

O EMSOr é um simulador de processos, tanto dinâmico quanto estacionário, que

permite a criação de modelos de equipamentos de forma livre e apresenta pacotes

numéricos (solvers) para resolução de sistemas de equações algébricas, diferenciais,

de problemas de otimização entre outros. Com o EMSOr é posśıvel simular plantas

industriais de forma bastante natural, com uma linguagem de modelagem que uti-

liza conceitos de programação orientada a objetos e a equações. Atualmente estão

dispońıveis módulos para realizar estudos de casos, análise de sensibilidade, otimi-

zação, reconciliação de dados entre outros. Contudo, até o desenvolvimento desta

pesquisa, a propagação da incerteza através do modelo não era posśıvel.
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1.2 Objetivo Geral

Desenvolver método e ferramenta para avaliação da incerteza e obtenção da região

de abrangência em sistemas MIMO não lineares em estado estacionário, aplicáveis

a simuladores de processos industriais.

1.2.1 Objetivo Espećıficos

• Desenvolver módulo para o EMSOr para propagação da incerteza em modelos

MIMO em estado estacionário.

• Desenvolver método para a obtenção da região de abrangência (RA) através

da extensão da fórmula de Welch-Satterthwaite (W-S) com correlação para

sistemas MIMO (RAGL).

• Aplicar o método e ferramenta desenvolvidos em um problema MIMO não

linear.
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1.3 Notação

A notação deste trabalho, salve indicação contrária, segue as regras de padroniza-

ção śımbolos matemáticos e unidades estabelecidas na norma internacional ISO 31.

Porém alguns pontos não são normatizados e portanto será apresentada a notação

escolhida:

Variáveis vetoriais ou matriciais: Foi utilizado o formato negrito nas variáveis,

arábicas ou gregas, que sejam vetoriais ou matriciais. Exemplo:

A Y f(X),

caso uma variável vetorial ou matricial seja escrita pelos seus ı́ndices, a representação

segue o formato da norma ISO 31, que é aplicando o itálico. Exemplo:

Ai,j Yi fi(X1, · · · , Xj).

Operadores Alguns operadores matriciais utilizados seguem a regras apresenta-

das no Quadro 1.1:

Quadro 1.1: Notação para as operações

Śımbolos Descrição

> A> Sobrescrito significa a transposta de matriz.

−1 A−1 Sobrescrito significa a inversa de matriz. A matriz A

deve ser inverśıvel.

· (A ·B)i,j =
n∑
q=1

ai,q · bq,j Se A é uma matriz m-por-n e B é uma matriz n-por-p,

então seu produto é uma matriz m-por-p

� (A�B)i,j = Ai,j ·Bi,j Produto de Hadamard, comumente chamado de pro-

duto elemento a elemento. As matrizes devem possuir a

mesma dimensão.

⊗ (A⊗B)i,j = Ai,j ·B Produto de Kronecker. Se A é uma matriz m-por-n

e B é uma matriz p-por-l, então o produto Kronecker

resultará em uma matriz mp-por-nl.

� (A�B)i,j =
Ai,j
Bi,j

Divisão elemento a elemento. As matrizes devem possuir

a mesma dimensão.
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Termos metrológicos: Os termos metrológicos deste trabalho seguem as nor-

mas definidas no Vocabulário Internacional de Metrologia (VIM) (INMETRO, 2012;

BIPM et al., 2008c) ou GUM.

1.4 Estrutura da dissertação

A dissertação está dividida em cinco caṕıtulos e três apêndices, estruturados da

seguinte forma:

O caṕıtulo 1 trata da introdução, motivação e dos objetivos deste trabalho, além

de esclarecer a notação utilizada.

No caṕıtulo 2 encontra-se uma revisão sobre a avaliação da incerteza com mode-

los MIMO, uma apresentação dos métodos do GUM-S2. Há uma discussão sobre a

fórmula W-S para o cálculo do grau de liberdade efetivo e também são apresentados

os conceitos estat́ısticos utilizados neste trabalho.

O caṕıtulo 3 apresenta os métodos desenvolvidos: a) A fórmula W-S MIMO

para sistemas MIMO; b) cálculo do grau de liberdade efetiva de um modelo MIMO

para obtenção da região de abrangência; c) obtenção da região de abrangência para

sistemas MIMO.

A validação dos métodos desenvolvidos é apresentada no caṕıtulo 4, bem como

os resultados da aplicação deles em estudos de casos. Neste caṕıtulo ainda são

reforçados os impactos da incerteza na tomada de decisões através de um estudo de

caso de um reator de mistura perfeita, CSTR.

No caṕıtulo 5 são apresentadas as conclusões do trabalho, juntamente com as

perspectivas de futuros trabalhos.

O apêndice A apresenta deduções sobre os conceitos utilizados ao longo desta

dissertação. O apêndice B mostra a utilização do módulo desenvolvido, bem como,

os códigos para reprodução dos resultados apresentados e o apêndice C a produção

bibliográfica desenvolvida ao longo deste trabalho de pesquisa.
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Caṕıtulo 2

Revisão da Literatura

“A noção do valor numérico de uma grandeza f́ısica qualquer é uma pura abstração

matemática, à qual não corresponde a qualquer realidade.”

Matemático Émile Borel

Com a consolidação do GUM (BIPM et al., 2008a) e do seu suplemento 1 (GUM-S1)

(BIPM et al., 2008b), surgiram publicações que fornecem as bases para a norma-

tização da avaliação da incerteza em sistemas MIMO. O Suplemento 2 do GUM

(GUM-S2)(BIPM et al., 2011) converge para essas linhas de pesquisa, i.e., o primeiro

método apresentado, chamando de GUF (GUM uncertainty framework), utiliza a

lei de propagação de incertezas em sistema multivariado, MLPU, que é abordagem

equivalente à utilizada pelo GUM para sistema MISO (BICH, 2009; BICH, 1996;

KACKER; JONES, 2003; LIRA, 2002; D’ANTONA, 2004), sendo adequada para

sistemas lineares ou fracamente não lineares (MARTINS et al., 2010; MARTINS,

2010), e pode ser aplicado para sistemas com variáveis complexas (HALL, 2004;

HALL, 2003; WILLINK; HALL, 2002).

O segundo método apresentado, aqui denominado de MCM-S2 (Método de

Monte Carlo multivariado - Multivariate Monte Carlo method), utiliza a lei de

propagação de funções de densidade de probabilidade (PDF) Multivariada, MLPP

(Multivariate Law of Propagation of PDF ), abordagem equivalente a utilizada pelo

GUM-S1 (HALL, 2006; LIRA, 2002; MARTINS; KALID, 2011; DIN1319-4:1999-02,

1999), podendo ser aplicado para sistemas não lineares.

A MLPU fornece uma matriz de covariância das grandezas de sáıda. Para uma

avaliação da região de abrangência similar ao do GUM é necessário estabelecer uma
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probabilidade de abrangência (PA) com a qual deseja-se trabalhar a informação,

produzindo assim uma região de abrangência1 (RA) em que o sistema MIMO torna-

se posśıvel. Essa região de abrangência também pode ser fornecida pelo método

MLPP, através do método desenvolvido por Possolo (2010), de forma mais exata,

porém com um esforço computacional maior que o método MLPU.

O procedimento do GUM também considera que, além da incerteza associada

aos dados, existe a incerteza associada a essa incerteza, representada pelo grau de

liberdade (BIPM et al., 2008a, seção G.4.2), de forma que quanto maior os graus de

liberdade maior é a confiança depositada sobre a incerteza calculada, e vice-versa.

No caso das avaliações do Tipo A da incerteza, a parcela associada à repetição

das medidas, o grau de liberdade é igual ao número de pontos menos um (ν =

n − 1) no caso das avaliações do Tipo B, as parcelas associadas à qualidade do

aparato de medição, Castrup (2000) mostra de forma detalhada como determinar o

grau de liberdade para fontes de incerteza tipo B. Os graus de liberdade refletem a

qualidade das fontes de incerteza do sistema de medição e não podem ser ignorados

(BENTLEY, 2005; ALMEIDA et al., 2011).

O GUM utiliza a fórmula Welch-Satterthwaite (W-S) (WELCH, 1947; SAT-

TERTHWAITE, 1946) para calcular o grau de liberdade efetivo da incerteza de

uma medição que possui diferentes tipos de avaliações (Tipo A e Tipo B) cada uma

com seu respectivo grau de liberdade. A fórmula tem como premissa que as gran-

dezas, tanto de entrada quanto de sáıda, sejam aderentes a uma PDF normal e, por

consequência, seus desvios padrão por uma PDF Chi-quadrado. A Equação (2.1)

representa a fórmula W-S para sistema MISO com a restrição de independência das

grandezas de entrada e entre suas variâncias (BIPM et al., 2008a, seção G.4.1):

1Na estat́ıstica o conceito equivalente a intervalo de abrangência, para sistemas MISO, ou região

de abrangência (RA), para sistema MIMO, é o de intervalo ou região de confiança respectivamente.

Mas enquanto a RA considera o desvio-padrão experimental e a qualidade do sistema de medição

para estabelecer o seu tamanho, a região de confiança considera apenas o desvio-padrão experi-

mental.
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νeff =
u4Y

n∑
i=1

(cXiuXi)
4

νi

, (2.1)

em que νeff representa o grau de liberdade efetivo do mensurando, uY é incerteza do

mensurando, Xi e uXi representam a i-ésima grandeza de entrada e sua respectiva

incerteza, ci é o coeficiente de sensibilidade dado pela derivada parcial de primeira

ordem da função de medição em relação as grandezas de entrada (∂f/∂Xi) e νi é o

grau de liberdade da incerteza de Xi. Para um sistema MISO com grandezas

de entrada correlacionadas, Lepek (2003) propôs a seguinte equação:

νLeff =
u4Y

n∑
i=1

n∑
j=1

(
cicjuXiuXjρij

)2/√
νiνj

, (2.2)

em que ρij é a correlação entre as variáveis Xi e Xj. Outras equações podem ser

encontradas em diversos trabalhos (WILLINK, 2007; LIU, 2005; WILLINK, 2005;

TURZENIECKA, 1999; ASPIN, 1948) inclusive com a inserção de termos de altas

ordens (ASPIN, 1948; LIU, 2005). Uma dedução da fórmula W-S pode ser obtida

através da aplicação do operador covariância na Equação (2.5) para sistemas MISO

(dedução no Apêndice A.4). A fórmula W-S foi muito criticada por possuir algumas

incoerências (BALLICO, 2000), mas todas elas podem ser refutadas com base na

estat́ıstica frequêncista (WILLINK, 2008).

O método GUF, apresentado no GUM-S2, negligencia o grau de liberdade das

grandezas de entrada, considerando apenas o número de grandezas de sáıda envol-

vidas. No segundo método apresentado pelo GUM-S2 baseado no método de Monte

Carlo, MCM-S2, é posśıvel utilizar os graus de liberdade das grandezas de entrada

através das PDFs, e.g., se a grandeza possui comportamento aproximadamente gaus-

siano com um determinado grau de liberdade a PDF indicada para a determinação

da região de abrangência é uma t-Student.

Ressalta-se que a utilização de PDFs gaussianas não deve ser feitas de forma

leviana, que é uma prática comum, um caso interessante, vem da estimação de parâ-

metro, a utilização do método dos mı́nimos quadrados, só possui uma interpretação

estat́ıstica se as grandezas seguirem uma distribuição normal, caso negativo, deve
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ser avaliada pelo método da máxima verossimilhança qual o método mais adequado,

por exemplo, no caso de variáveis seguirem uma distribuição exponencial, o método

adequado é a minimação do valor absoluto dos dados e do modelo (SCHWAAB;

PINTO, 2007).

2.1 Métodos e conceitos do GUM-S2

O Suplemento 2 do GUM expande a avaliação de incerteza-padrão de um modelo

de medição MISO do GUM e GUM-S1 para um MIMO, seguindo a mesma linha

de racioćınio do guia e seu suplemento 1. Para qualquer um dos dois métodos

apresentados, o primeiro passo sempre é estabelecer o modelo MIMO que relaciona as

grandezas de sáıdas (Yi) com as grandezas de entrada (Xi). Esse modelo é composto

por M equações de medição e é representado pela Equação (2.3), escrito na forma

impĺıcita: 

h1(X1, ..., XN ;Y1, ..., YM) = 0

h2(X1, ..., XN ;Y1, ..., YM) = 0
... =

...

hM(X1, ..., XN ;Y1, ..., YM) = 0

, (2.3)

As equações que compõe o modelo MIMO são determinadas por modelagem

fenomenológica (leis de conservação e equações constitutivas) ou por modelagem

emṕırica. Nos casos mais simples as equações podem ser resolvidas analiticamente,

entretanto, a solução numérica é mais comum, principalmente nos casos não lineares.

A Equação (2.3) pode ser escrita em uma forma mais compacta utilizando notação

matricial, apresentada na Equação:

h(X; Y) = 0, (2.4)

em que: Y = [Y1, . . . , YM ]>; X = [X1, . . . , XN ]> representam um vetor das grande-

zas de sáıda e entrada, respectivamente; 0 = [0, . . . , 0]>. Uma vez determinada o

modelo de medição, utiliza-se um dos métodos apresentado no GUM-S2, apresenta-

dos nas próximas seções.
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2.1.1 GUM Uncertainty Framework

O GUM Uncertainty Framework (GUF), primeiro método apresentado no GUM-S2,

mantém os seguintes conceitos do GUM:

• É necessário conhecer o modelo de medição MIMO, que relaciona as grandezas

de sáıda com as de entrada.

• É necessário o conhecimento das estimativas e matriz de covariância das gran-

dezas de entrada.

• Utilização a lei de propagação da incerteza estendida para modelos multivari-

ados;

• Para a construção das regiões de abrangência, as grandezas de entrada e de

sáıda devem seguir uma distribuição gaussiana;

O GUF consiste na propagação do vetor de estimativas das grandezas de entrada

(x) e de sua matriz de covariância (Ux) através do modelo MIMO linearizado (line-

arização utilizando a série de Taylor truncada no termo de primeira ordem) obtendo

o vetor das estimativas das grandezas de sáıda (y) e sua matriz de covariância (Uy).

Um algoritmo desse método é apresentado abaixo:

1. Estabelecer os valores de x e de Ux;

2. Calcular y através da solução do modelo MIMO, Equação (2.4);

3. Calcular a matriz de sensibilidade das grandezas de entrada (Cx) e de sáıda

(Cy), transposta da matriz jacobiana, avaliada no ponto das estimativas x e

y:

C>x = Jx =


∂h1
∂X1

· · · ∂hM
∂X1

...
. . .

...

∂h1
∂XN

· · · ∂hM
∂XN

 e C>y = Jy =


∂h1
∂Y1

· · · ∂hM
∂Y1

...
. . .

...

∂h1
∂YM

· · · ∂hM
∂YM


4. Calcular a matriz de covariância das grandezas de sáıda através da MLPU

(Equação (2.5)):

Uy = C ·Ux ·C> em que: C = −C−1y ·Cx, (2.5)
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5. Quando requerido, obter a região de abrangência, que será apresentada na

seção 2.1.3:

A Equação (2.5) permite avaliar as variâncias e covariâncias das grandezas de

sáıda de um sistema multivariado. A raiz quadrada da diagonal principal de Uy

são as incertezas padrão (BIPM et al., 2011, Seção 3.20). Vale destacar que a

interpretação f́ısica da incerteza-padrão em modelos multivariados ainda é um ponto

aberto na literatura, pois somente se Uy for diagonal dominante essa interpretação

é a mesma dos modelos MISOs.

2.1.2 Método Monte Carlo Multivariado

O segundo método apresentado pelo Suplemento 2 é baseado na lei de propagação

de PDF para modelos multivariados (MLPP) através do método de Monte Carlo,

aqui nomeado de MCM-S2, mantendo os seguintes conceitos do GUM-S1:

• Necessário conhecer o modelo de medição MIMO, que relacional as grandezas

de sáıda com as de entrada.

• Necessário o conhecimento completo da PDF das grandezas de entrada;

• Utiliza o modelo não linear de medição, ou seja, não necessita linearizar o

modelo de medição;

• Utilização do método de Monte Carlo para a construção da PDF conjunta

emṕırica das grandezas de sáıda.

O método MLPP propaga a PDF conjunta das grandezas de entrada (gX(ξ))

através do modelo MIMO, Equação (2.4), obtendo a PDF conjunta das grandezas

de sáıda (gY(η)). Fazer essa propagação analiticamente quase sempre é imposśıvel,

nesses casos se utiliza o Método de Monte Carlo para realizar essa propagação.

A ideia básica do MCM-S2 é gerar aleatoriamente (Q) amostras da PDF conjunta

das grandezas de entrada, obtendo uma PDF emṕırica (ĝX(ξ)), e propagar estas

amostras através do modelo MIMO, Equação (2.4), para obter a PDF conjunta
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emṕırica das grandezas de sáıda (ĝY(η)); em que os posśıveis valores das grandezas

de entrada e sáıda são representados respectivamente como ξ = [ξ1, . . . , ξN ]> e

η = [η1, . . . , ηM ]>.

Para a obtenção da PDF conjunta a partir das PDF individuais das grandezas

de entrada, quando houver correlação, sugere-se a utilização de copulas (POSSOLO,

2010).

O algoritmo para o MCM-S2 é apresentado a seguir:

1. Gerar Q amostras independentes ({ξ1, . . . ,ξQ}) da PDF conjunta das grande-

zas de entrada gX(ξ). O mı́nimo recomendado para o valor de Q é de 105, mas

é necessário estabelecer esse valor de modo que se consiga uma repetitividade

satisfatória dos momentos estat́ısticos2;

2. Calcular Q amostras das grandezas de sáıda (Y) utilizando o modelo MIMO,

Equação (2.4). Estas amostras constituem a PDF conjunta emṕırica de Y

(ĝY(η)).

3. Calcular a melhor estimativa de Y (y) e sua matriz de covariância (Uy) de

acordo com as Equações (2.6) e (2.7):

yj =
1

Q

Q∑
r=1

ηrj , j = 1, . . . ,M (2.6)

Uy(i, j) =
1

Q− 1

Q∑
r=1

(ηri − yi) ·
(
ηrj − yj

)
, i, j = 1, . . . ,M (2.7)

4. Obter, se for necessária, a região de abrangência, que será apresentada na

seção 2.1.3:

2.1.3 Região de Abrangência (RA)

O GUM-S2 apresenta 3 métodos para calcular a região de abrangência, fornecendo

uma região eĺıptica, retangular ou a região ótima. O método GUF limita-se a utilizar

2É importante destacar que a geração das Q amostras para uma PDF conjunta é diferente da

geração de Q amostras a partir das PDFs individuais; essas Q amostras apenas terão o mesmo

valor se as grandezas forem independentes entre si.
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as duas primeiras possibilidades, já que assume que as grandezas de sáıda possuem

comportamento gaussiano. O MCM-S2 pode gerar essas três formas de regiões de

abrangência (RA), porém o mais indicado é a utilização da última, pois fornece a

região ótima de abrangência sem necessidade de assumir uma PDF de sáıda. As

discussões apresentadas nas próximas seções foram adaptadas do GUM-S2.

a) Região Eĺıptica Considerando que as únicas informações sobre as grandezas

de sáıda são o vetor de estimativas (y) e a sua matriz de covariância (Uy), segundo o

prinćıpio da máxima entropia (LIRA, 2002), uma PDF Gaussiana fornece o melhor

estado de conhecimento sobre Y (BIPM et al., 2008b, seção 6.4.8) e por consequên-

cia, a RA terá o formato eĺıptico. Essa hiper-eĺıpse é centrada em y e é fornecida

por:

(η− y)> ·U−1y · (η− y) ≤ kνp , (2.8)

em que η é um vetor dos posśıveis valores das grandezas de sáıda Y, kνp é uma

constante que determina a área da elipse.

Como Y foi considerado ter comportamento gaussiano, o primeiro termo da

Equação (2.8) pode ser caracterizado por uma distribuição Chi-quadrado (χ2
ν), e

portanto kνp deve ser calculado de modo que satisfaça a Equação (2.9):

PA = Pr
(
χ2
ν ≤ k2p

)
, (2.9)

ou seja,

kνp =
√

Inv-χ2
(ν,PA) (2.10)

em que Inv-χ2
(ν,PA) é a inversa da função distribuição acumulada da PDF Chi-

quadrado.

b) Região Retangular O outro método para obter uma região de abrangência,

é considerá-la um hiper-retângulo centrado no vetor de estimativas (y) e os limites

são fornecidos pelo intervalo de abrangência das grandezas de sáıda, yi ± kνq · u(yi),

em que q é calculado pela Equação (2.11):
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q = 1− (1− PA) /ν. (2.11)

A constante kq deverá ser calculada através da marginalização da PDF da gran-

deza de sáıda. Caso seja considerado que Y possua uma distribuição gaussiana,

então kq deve ser calculada pela ponto da porcentagem superior da gaussiana que

satisfaça a Equação (2.12):

PA = Pr (|Z| ≤ kq) . (2.12)

ou seja,

kq = Inv-N (0, 1, (1− (1− q)/2)) (2.13)

em que Z segue uma distribuição normal N (0, 1).

c) Região Ótima Para aplicação deste método, é necessário discretizar as PDF

de sáıda, ou utilizar a PDF emṕırica produzida pelo método MCM-S2. O algoritmo

para a construção desta região está apresentado abaixo e foi desenvolvido por Possolo

(2010):

1. Construir um (hiper-)retângulo no K-espaço das grandezas de sáıda;

2. Subdividir essa região em (hiper-)retângulos menores, em geral, 10.000 retân-

gulos (100x100) oferece uma boa região de abrangência;

3. Avaliar a probabilidade de cada (hiper-)retângulo menor;

4. Listar os (hiper-)retângulos em ordem decrescente de probabilidade;

5. Construa o vetor da probabilidade cumulativa dos (hiper-)retângulos, parando

quando for maior que a probabilidade de abrangência (PA) escolhida;

6. Todos os (hiper-)retângulos obtidos no passo anterior formam a região de

abrangência ótima.

Este método é válido para qualquer PDF das grandezas de sáıda e a região de

abrangência reflete a não linearidade do modelo MIMO utilizado.
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2.2 Conceitos estat́ısticos

Esta seção tem o intuito de revisar os conceitos estat́ısticos necessários para o en-

tendimento deste trabalho e podem ser aprofundados em Ferreira (2008), Johnson

e Wichern (2002) e Muirhead (1982). Em geral, esta seção utilizará as seguintes

variáveis: vetor de variáveis aleatórias A = [A1, · · · , Ap]>, que segue uma PDF mul-

tivariada gA(α), em que α é o vetor dos posśıveis valores de A(α = [α1, · · · , αp]>) e

o vetor de variáveis aleatórias B = [B1, · · · , Bp]
>, que segue uma PDF multivariada

gB(β), em que β é o vetor dos posśıveis valores de B(β = [β1, · · · , βp]>), o vetor de

constantes c = [c1, · · · , cp]>.

2.2.1 Operador Esperança

O operador esperança no caso cont́ınuo é definido como:

E [A] =


E [A1]

...

E [Ap]

 =


∫ ∞
∞
· · ·
∫ ∞
∞

α1 · gA1,··· ,Ap (α1, · · · , αp) dα1, · · · , dαp
...∫ ∞

∞
· · ·
∫ ∞
∞

αp · gA1,··· ,Ap (α1, · · · , αp) dα1, · · · , dαp



E [A] =


E [A1]

...

E [Ap]

 =


µA1

...

µAp

 = µA (2.14)

em que µA é um vetor dos valores esperados da grandeza A.

Propriedades do operador esperança: Dado que c é constante, tem-se:

E [ci] = ci

E [ci ·A] = ci · E [A]

E [ci + A] = ci + E [A]

E [A + B] = E [A] + E [B]

E [A ·B] = E [B] · E [A] casa haja independência entre A e B.
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2.2.2 Operador Covariância

O operador covariância no caso cont́ınuo é definido como:

Cov [A] = E [(A− E [A]) (A− E [A])]> (2.15)

= E



A1 − E [A1]

...

Ap − E [Ap]

 · [A1 − E [A1] , · · · , Ap − E [Ap]
]

=


E
[
(A1 − E [A1])

2
]

· · · E [(A1 − E [A1]) (Ap − E [Ap])]

...
. . .

...

E [(Ap − E [Ap]) (A1 − E [A1])] · · · E
[
(Ap − E [Ap])

2
]


Cov [A] = ΣA (2.16)

Propriedades do operador covariância:

Cov [c1 ·A] = c21 · Cov [A]

Cov [c1 · A1 + · · ·+ cp · Ap] = Cov
[
c> ·A

]
= c>Cov [A] c

Cov [c + A] = Cov [A]

Cov [A + B] = Cov [A] + 2 · Cov [A,B] + Cov [B]

2.2.3 Distribuição Normal Multivariada

Um vetor aleatório A tem uma distribuição normal ou gaussiana multivariada, com

parâmetro de localização µA e parâmetro de escala ΣA se a PDF conjunta for

definida como:

gA(α) =
1

(2π)N/2 ·
√

det [ΣA]
· exp

(
1

2
(α− µA)> ·ΣA

−1 · (α− µA)

)
(2.17)

Notação: A ∼ N (µA,ΣA)

Propriedades: Dado que A ∼ N (µA,ΣA), tem-se

• E [A] = µA;

• Cov [A] = ΣA;

• Combinações lineares de A são normais: c> ·A ∼ N
(
c> · µA, c

> ·ΣA · c
)
;
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2.2.4 Distribuição Chi-quadrado

Dado que A ∼ N (0, I) e, que I é uma matriz identidade, ou seja, A segue uma

distribuição Normal Multivariada padrão, e Ai, i = 1 a p são independentes, tem-se:

B =

p∑
i=1

A2
i ∼ χ2

ν , (2.18)

em que ν = p. A PDF Chi-quadrado é definida como:

gB(β; ν) =


βν/2−1 exp (−β/2)

2ν/2Γ
(ν

2

) , β ≥ 0;

0, caso contrário

(2.19)

em que Γ denota uma função Gamma definida na Equação (2.20):

Γ
(ν

2

)
=

∫ ∞
0

t
ν
2
−1e−t dt (2.20)

Notação: B ∼ χ2
ν

Propriedades:

• E [B] = ν;

• Cov [B] = 2ν;

2.2.5 Distribuição t-Student multivariada

Dado que um vetor aleatório A ∼ N (µA,ΣA) e B ∼ χ2
ν , então t =

A− µA√
ν/B

segue

uma distribuição t-Student multivariada, definida:

gt(θ|µA,ΣA) =
Γ(ν/2)ν−p/2π−p/2Γ [(ν + p)/2]

|Σ|1/2
[
1 +

1

ν
(θ− µA)>ΣA

−1(θ− µA)

](ν+p)/2 (2.21)

em que θ são os posśıveis valores de t.

Notação: Z ∼ tν (µ,Σ)

Propriedades:

• E [t] = 0;

• Cov [t] =
ν

ν − 2
;
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2.2.6 Distribuição Multivariada Wishart

A distribuição Wishart (WISHART, 2011) é geralmente utilizada para modelar uma

distribuição de variáveis matriciais. Dado que Aj ∼ N (µA,ΣA) o j-ésimo vetor de

uma amostra aleatória de tamanho n, então:

S =
n∑
j=1

(Aj − a) · (Aj − a)> ∼ Wp (ν,ΣA) (2.22)

em que a é o vetor das média aritméticas de A (a =
n∑
j=1

Aj

n
), p é o número de

grandezas envolvidas e o grau de liberdade ν é o número de amostras em um espaço

amostral menos 1 (ν = n− 1). A distribuição é definida como:

gS(ϕ; ν,ΣA) =
det [ΣA]−ν/2 · det [ϕ]

ν−p−1
2

2(ν·p)/2 ·
p∏
i=1

ΓN

(
ν − i+ 1

2

) · exp

(
−1

2
· tr
[
Σ−1A ·ϕ

])
(2.23)

em que ϕ é a matriz dos posśıveis valores de S.

Notação: S ∼ Wp (ν,ΣA)

Propriedades:

• E [S] = ν ·ΣA;

• Cov [S] = 2 · ν · (ΣA ⊗ΣA);

• a · Wp (ν,ΣA) =Wp (ν, a ·ΣA)

em que ⊗ representa um produto de Kronecker (Quadro 2.1).

Com a distribuição de Wishart, pode-se obter interessantes resultados, um deles,

é que o estimador da covariância da grandeza A (ΣA), definido por:

UA =

n∑
j=1

(Aj − a) · (Aj − a)>

n− 1
, (2.24)

possui o numerador idêntico à Equação (2.22) para o caso discreto, e como ν = n−1

tem-se:

UA =

n∑
j=1

(Aj − a) · (Aj − a)>

n− 1
∼ Wp (ν,ΣA)

ν
(2.25)
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A prova que o operador UA é não tendencioso é obtida quando aplica-se o operador

esperança na Equação (2.25):

E [UA] = E

[
Wp (ν,ΣA)

ν

]
=
ν ·ΣA

ν
= ΣA

Como UA é a variância amostral, então
UA

n
é a variância da média aritmética,

estimada por:

Ua =
UA

n
∼
Wp

(
ν,

ΣA

n

)
ν

∼ Wp (ν,Σa)

ν
(2.26)

Trazendo para a metrologia, pode-se fazer a equivalência entre a média aritmé-

tica e uma grandeza de entrada X, i.e., x ≡ a e Ux ≡ Ua. Além disso, o grau de

liberdade ν deixará de ser apenas em função do número de amostras e será adicio-

nado a confiança neste sistema.

Ux = ∼ WN (ν,Σx)

ν
(2.27)

2.2.7 Distribuição Fisher-Snedecor

Também pode ser conhecida como Distribuição F e pode ser obtida pela razão de

duas variáveis que seguem distribuição Chi-quadrado: B1 ∼ χ2
ν1

e B2 ∼ χ2
ν2

então:

A =
(Xq,1/ν1)

(Xq,2/ν2)
∼ F (ν1, ν2) .

A distribuição é definida:

gA (α, ν1, ν2) =
1

B
(ν1

2
,
ν2
2

) (ν1
ν2

) ν1
2

α
ν1
2
−1
(

1 +
ν1
ν2
ξ

)− ν1+ν2
2

(2.28)

Notação: X ∼ F (ν1, ν2)

Propriedades:

• E [X] =
ν1

ν2 − 2
;

• Cov [X] =
2ν22 · (ν1 + ν2 − 2)

ν1 · (ν2 − 2)2 · (ν2 − 4)
;
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2.2.8 Distribuição T2 de Hotelling

A distribuição T2 de Hotelling é uma generalização do raio quadrado da distribuição

t-Student, e é utilizado usualmente nos testes hipóteses para de médias de diferentes

populações ou amostras.

Esta distribuição pode ser definida a partir do teorema (WILLINK; HALL,

2002):

Teorema 2.1 Se Z ∼ N (0,Σ) e independentemente S ∼ Wp

(
Σ

ν
, ν

)
então o

escalar Z>M−1Z é distribúıdo por T 2 de Hotelling com parâmetros ν e p, i.e.

Z>M−1Z ∼ T 2
ν,p (2.29)

O parâmetro ν representa o grau de liberdade e p o número de variáveis (ou tamanho

de Z). Há uma relação entre T 2 de Hotelling e a distribuição Fisher-Snedecor:

T 2
ν,p ∼

νp

ν − p+ 1
Fp,ν−p+1 (2.30)

2.3 Software de Incerteza

Muitos software foram criados para facilitar o uso dos procedimentos propostos pelo

GUM e do GUM-S1. Entretanto, esses software geralmente são espećıficos para uma

área de atuação (em geral focados em medições laboratoriais) e apenas permitem

entrar com a função de medição na forma expĺıcita apropriada para sistema MISO

ou Multi-MISO (JURADO; ALCáZAR, 2005).

O único software encontrado que realiza cálculos para modelos multivariados foi

o GEU (Generalizad Evaluator Uncertainty)(GONCALVES et al., 2011; GONCAL-

VES; REQUIAO; KALID, 2011), criado pelo Grupo de Pesquisa em Incerteza do

Programa de Engenharia Industrial da UFBA (GI-UFBA), dispońıvel gratuitamente

via web (www.GEU.ufba.br), mas ainda assim, até a presente data, o software não

apresentava as regiões de abrangência e nem utilizava graus de liberdade efetivos

para modelos MIMO.

Não foi encontrado software que facilitasse a avaliação da incerteza em proces-

sos industriais e os software destinados a modelagem e simulação de processos não

apresentam qualquer forma de avaliação da incerteza dos resultados apresentados.
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2.4 Conclusões

A publicação do Suplemento 2 do GUM foi um importante passo para a unifor-

mização da avaliação de incerteza em modelos MIMO. Entretanto, o GUM-S2 tem

limitações para propagar a incerteza através da MLPU, pois:

• Não considera os graus de liberdade das grandezas de entrada;

• Não desenvolveu a fórmula W-S para modelos MIMO;

Com o desenvolvimento da norma para avaliar incertezas em processos MIMO, a

avaliação da incerteza-padrão ficou bem caracterizada, contudo para a avaliação da

região de abrangência pela MPLU o GUM-S2 considera apenas graus de liberdade

infinitos para sistemas MIMO, o que não é adequado para aplicações industriais.

Os software de simulação de processos atuais não avaliam a incerteza dos re-

sultados apresentados. A utilização das equações de modelagem do processo como

modelos MIMO, proporcionará uma adequada avaliação dos resultados simulados

auxiliando nas tomadas de decisões.

Os métodos apresentados no próximo caṕıtulo tem o intuito de fornecer uma

metodologia adequada a processos industriais e também de apresentar o software

desenvolvido para aplicação dos métodos multivariados do GUM-S2 e o desenvolvido

neste trabalho.
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Caṕıtulo 3

Materiais e Métodos

“Duvidemos até mesmo da própria dúvida.”
Escritor Anatole France

Este caṕıtulo apresenta o método desenvolvido nessa pesquisa para avaliar as regiões

de abrangências das grandezas de sáıda utilizando os graus de liberdade das gran-

dezas de entrada. Para alcançar esse objetivo, foi necessário desenvolver a fórmula

W-S para modelos multivariados utilizada no cálculo do grau de liberdade efetivo

do modelo de medição MIMO.

3.1 Fórmula W-S MIMO

Como citado no caṕıtulo 2, a fórmula W-S pode ser obtida através da aplicação do

operador covariância na Equação (2.5) reduzido ao caso MISO (dedução no Apêndice

A.4). O mesmo procedimento será adotado no caso MIMO, aplicando o operador

covariância na Equação (2.5), tem-se:

Cov [Uy] = Cov
[
C ·Ux ·C>

]
em que: C = −C−1y ·Cx, (3.1)

Se as grandezas de entrada e sáıda possuem um comportamento gaussiano (X ∼

N (x,Σx) e Y ∼ N (y,Σy)), então pode-se afirmar que suas respectivas matrizes

de covariâncias seguem aproximadamente uma distribuição de Wishart (dedução

apresentada na seção 2.2.6):

Ux
approx∼ 1

νx
WN (νx,Σx) , (3.2)

Uy
approx∼ 1

νy
WP (νy,Σy) , . (3.3)
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Aplicando o operador covariância em Uy e Ux tem-se (ver seção 2.2.6 e 2.2.2):

Cov [Ux] =
2 · νx
ν2x

(Σx ⊗Σx) , (3.4)

Cov [Uy] =
2 · νy
ν2y

(Σx ⊗Σy) . (3.5)

Considerando que o melhor estimador de Σx é Ux e de Σy é Uy obtêm as

equações a seguir:

Cov [Ux] =
2

νx
(Ux ⊗Ux) , , (3.6)

Cov [Uy] =
2

νy
(Uy ⊗Uy) , . (3.7)

Aplicando as Equações (3.6 e 3.7) na Equação (3.1), tem-se:

2

νy
(Uy ⊗Uy) = (C⊗C) · 2

νx
(Ux ⊗Ux) · (C⊗C)>

1

νy
(Uy ⊗Uy) = (C⊗C) · 1

νx
(Ux ⊗Ux) · (C⊗C)> (3.8)

As variáveis νy e νx em geral são consideradas como parâmetros constantes, i.e.,

todas as variâncias de variâncias teriam o mesmo grau de liberdade. No entanto,

o que ocorre com mais frequência é que cada elemento da matriz resultante do

produto de Kronecker tenha o seu respectivo grau de liberdade e, portanto, νx e νy

são convertidos em matrizes com dimensões equivalentes a produto de Kronecker

(e.g. Uy ⊗Uy), aqui denominada de Matriz grau de liberdade aumentada: Mνx e

Mνy. Por exemplo, ao considerar um modelo MIMO com duas grandezas de sáıda,

teremos a seguinte matriz de covariância para Y:

Uy =

 u2y1
uy1,y2

uy1,y2 u2y2

 , (3.9)

que realizando a operação do produto de Kronecker, produz a seguinte matriz:

Uy ⊗Uy =


u4y1

u2y1
· uy1,y2 u2y1

· uy1,y2 u2y1,y2

u2y1
· uy1,y2 u2y1

· u2y2
u2y1,y2

u2y2
· uy1,y2

u2y1
· uy1,y2 u2y1,y2

u2y1
· u2y2

u2y2
· uy1,y2

u2y1,y2
u2y2
· uy1,y2 u2y2

· uy1,y2 u4y2

 , (3.10)
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A matriz de grau de liberdade aumentada Mνy traz informações do grau de

liberdade de cada termo da matriz Uy⊗Uy, ou seja, o grau de liberdade das variân-

cias, covariâncias e das variâncias das variâncias e covariâncias de Y. Portanto, se

Uy é uma matriz de ordem MxM , a matriz do grau de liberdade aumentada deve

ser M2xM2 para comportar todas essas informações. Assim, no exemplo bivariado,

a covariância de Uy é fornecido por:

Cov [Uy] = 2 (Uy ⊗Uy)�Mνy

Cov [Uy] =



u4y1

Mνy(1, 1)

u2y1
· uy1,y2

Mνy(1, 2)

u2y1
· uy1,y2

Mνy(1, 3)

u2y1,y2

Mνy(1, 4)
u2y1
· uy1,y2

Mνy(2, 1)

u2y1
· u2y2

Mνy(2, 2)

u2y1,y2

Mνy(2, 3)

u2y2
· uy1,y2

Mνy(2, 4)
u2y1
· uy1,y2

Mνy(3, 1)

u2y1,y2

Mνy(3, 2)

u2y1
· u2y2

Mνy(3, 3)

u2y2
· uy1,y2

Mνy(3, 4)
u2y1,y2

Mνy(4, 1)

u2y2
· uy1,y2

Mνy(4, 2)

u2y2
· uy1,y2

Mνy(4, 3)

u4y2

Mνy(4, 4)


, (3.11)

A Equação (3.8) é então reescrita utilizando a matriz de grau de liberdade au-

mentada:

(Uy ⊗Uy)�Mνy = (C⊗C) · (Ux ⊗Ux) · (C⊗C)> �Mνx

Mνy = (Uy ⊗Uy)�
[
(C⊗C) · (Ux ⊗Ux) · (C⊗C)> �Mνx

]
(3.12)

A natureza do produto de Kronecker leva, quando há correlações negativas, a

obtenção da matriz Mνy com elementos com valores negativos, porém o uso do

módulo nessas matrizes não altera a determinação da região de abrangência1 (Equa-

ção (3.25)) e permite uma interpretação de que os termos de Mνy representam a

confiança nos termos da matriz resultante de Uy ⊗Uy, logo:

Mνy = abs
{

(Uy ⊗Uy)�
[
(C⊗C) · (Ux ⊗Ux) · (C⊗C)> �Mνx

]}
(3.13)

A Equação (3.13) representa a generalização da fórmula W-S para modelos

MIMO e explicita parcelas que são frequentemente ignoradas, e que podem ser ob-

servadas na dedução não matricial no Apêndice A.4. Ao considerar que o sistema é

1Nos testes numéricos realizados com e sem o uso do módulo os resultados finais, isto é, a região

de abrangência obtida foi a mesma, mas ainda falta o desenvolvimento da prova matemática desse

resultado.
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MISO, com todas as grandezas de entrada e suas variâncias independentes entre si,

e que, além disso, a grandeza de sáıda e todas as grandezas de entrada seguem PDF

gaussianas, a Equação (3.13) reduz-se a fórmula W-S (Equação (2.1)).

3.2 Região de Abrangência com Graus de Liber-

dade - RAGL

A matriz de graus de liberdade aumentada das grandezas de sáıda (Mνy) é neces-

sária para obtenção da região de abrangência. O método proposto nesta seção é

uma adaptação da proposta feita por Willink e Hall (2002) que utiliza distribuições

multivariadas para o cálculo de grau de liberdade de sistemas multidimensionais.

No método GUM, um intervalo de abrangência é obtido através do cálculo do

fator de abrangência kp dada uma probabilidade de abrangência (PA), conside-

rando que a variável segue uma distribuição t-Student. O Mesmo procedimento será

aplicado no método multivariado, mas utilizando a distribuição T 2 de Hotelling,

generalização do raio quadrado da t-Student(HOTELLING, 1931). A escolha da

distribuição T 2 de Hotelling deve-se ao fato desta ser adequada para variáveis que

possuam populações amostrais diferentes, o que na linguagem metrológica significa

ter diferentes graus de liberdade.

Fazendo uma analogia da Equação (2.29) da seção 2.2.8 com a abordagem do

GUM, tem-se:

Z ≈ η− y
approx∼ Np(0,Σ) (3.14)

M ≈ Uy
approx∼ Wp

(
νy,

Σy

νy

)
(3.15)

(η− y)>U−1y (η− y)
approx∼ T 2

ν,p (3.16)

que pode ser escrito como:

(η− y)>U−1y (η− y)
approx∼ νp

ν − p+ 1
Fp,ν−p+1, (3.17)

em que Fp,ν−p+1 Fisher-Snedecor.
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Como se trata de modelos multivariados, a definição ν pode ser problemática

e aqui será definido como grau de liberdade efetivo do sistema (νModel). O valor

νModel pode ser entendido como um número que exprima a variabilidade da matriz

de covariância das grandezas de sáıda, ou seja, um número que caracterize o grau

de confiança nos valores apresentados na matriz de covariância Uy.

Johnson e Wichern (2002) define como ou traço ou determinante da matriz a

variabilidade de uma matriz de covariância. Utilizando essa informação, Willink

e Hall (2002) define que o grau de liberdade do sistema (νModel) pode ser obtido

pela razão entre a variância da matriz covariância com confiança absoluta (grau de

liberdade infinito, ou seja, segue uma distribuição normal e portanto a matriz de

covariância segue uma distribuição de Wishart) e a variância da matriz de covariância

da grandezas de sáıda (Uy):

νtv

Model =
tr [var [Wp (νy,Σy)]]

tr [var [Uy]]
(3.18)

νgv

Model =
det [var [Wp (νy,Σy)]]

1/p

det [var [Uy]]
1/p

(3.19)

νgv

Model é denominada a variância generalizada e νtv

Model é a variância total da matriz de

covariância. A diferença entre νtv

Model e νgv

Model é o grau de conservadorismo que pode ser

requerido pela aplicação do método multivariado. O νgv

Model é em geral menor ou igual

a νtv

Model e, portanto ela fornece um valor de região de abrangência maior, Willink e

Hall (2002) sugere que se adote a média aritmética entre os dois. Alternativas como

média (aritmética, geométrica ou harmônica) também pode ser utilizada, mas em

geral são ainda mais conservadoras que νtv

Model.

Utilizando as Equações (3.7) e (3.3), e assumindo que o melhor estimador para

Σy é Uy, nas Equações (3.18) e (3.19), obtêm:

νtv

Model =
tr [Uy ⊗Uy]

tr

[
Uy ⊗Uy

νy

] (3.20)

νgv

Model =
det [Uy ⊗Uy]

1/p

det

[
Uy ⊗Uy

νy

]1/p (3.21)

Como o modelo é MIMO, νy é equivalente a matriz de graus de liberdade das

grandezas de sáıda (Mνy), calculada na Equação (3.13), logo as Equações (3.20( e
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(3.21) são reescritas como:

νtv

Model =
tr [Uy ⊗Uy]

tr [Uy ⊗Uy �Mνy]
(3.22)

νgv

Model =
det [Uy ⊗Uy]

1/p

det [Uy ⊗Uy �Mνy]
1/p

(3.23)

A região de abrangência pode então ser calculada, para certa probabilidade de

abrangência (PA):

(η− y)>U−1y (η− y) ≤ KPA (3.24)

dado:

KPA =
νModelp

νModel − p+ 1
F−1p,νModel−p+1,PA (3.25)

em que F−1p,νModel−p+1,PA é a função cumulativa da distribuição Fisher-Snedecor (ver

seção 2.2.7).

O método RAGLcalcula o grau de liberdade efetivo do modelo MIMO (νModel)

e utiliza essa informação para o cálculo da constante de abrangência KPA a ser

utilizada na Equação (3.24). A função cumulativa da Fisher-Snedecor é utilizada no

GUM-S2 (seção 6.5.4) para o cálculo de várias amostras (análise multidimensional),

mas todas com a mesma dimensão (o que neste caso, pode-se interpretar como o

mesmo grau de liberdade), o que é uma forte exigência para problemas industriais.

A abordagem proposta neste trabalho considera as diferenças entre o número de

amostras nas grandezas e diferentes graus de confiança nas informações dispońıveis,

o que é mais razoável.

3.3 Módulo Uncertainty

O EMSOr (SOARES; SECCHI, 2003) permite a confecção de novos módulos que

interajam com os modelos dos processos industriais simulados e por isso foi escolhido

para o desenvolvimento do módulo para avaliação da incerteza em sistemas impĺıcitos

multivariados, denominado Uncertainty. O módulo foi desenvolvido na linguagem

C++ e contou com o forte apoio da Universidade Federal do Rio Grande do Sul sob

a orientação do Prof. Dr. Rafael de Pelegrini Soares.
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O módulo Uncertainty permite que o usuário utilize um processo modelado e

propague as variâncias das grandezas de entrada para as outras variáveis do sistema

obtendo, no final do procedimento, as variâncias, covariâncias ou a função densidade

de probabilidade (PDF) conjunta emṕırica das grandezas de sáıda.

O Uncertainty é versátil, ou seja, permite que o usuário forneça a estimativa

das quantidades de entrada e sua matriz de correlação ou incerteza combinada ou os

parâmetros de sua PDF, além disso, permite configurar os parâmetros de simulação,

tais como número de simulações do Método Monte Carlo. Um quadro geral que

ilustra a estrutura do módulo Uncertainty e seus componentes (entrada e sáıda de

dados) é apresentado na Figura 3.1.

Figura 3.1: Visão geral da estrutura e componentes do módulo Uncertainty do EMSOr

Para usar o Uncertainty, é necessário ter um modelo de processo rodando em es-

tado estacionário sem erro no ambiente FlowSheet. O Uncertainty converte o modelo

de processo em um modelo MIMO de medição Equação (2.5) e avalia a estimativa e
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matriz de covariância de todas as grandezas de sáıda, através das leis propagação de

incerteza multivariada (MLPU) da lei de propagação de PDF multivariada (MLPP).

Detalhes de como utilizar o método pode ser encontrado no Apêndice B

3.4 Conclusões

Este caṕıtulo apresentou três desenvolvimentos inéditos na literatura: (i) fórmula

W-S MIMO para avaliar a o grau de liberdade efetivo de um modelo MIMO; (ii)

método para avaliar a região abrangência (RA) que utiliza a MLPU e o grau de

liberdade efetivo de modelos MIMO (RAGL), e o módulo constrúıdo no EMSOr

para avaliar incertezas em simulações de processos industriais.

A fórmula W-S produz uma matriz de graus de liberdade aumentada (Mνy)

que fornece o grau de confiança de cada termo da matriz de covariâncias das sáıdas

(Uy). A fórmula segue os prinćıpios da fórmula original Welch e Satterthwaite e seu

formato matricial facilita os cálculos pelos software.

O RAGL inova ao considerar o grau de confiança, graus de liberdade, de cada

grandeza de entrada, no cálculo da Região de Abrangência das grandezas de sáıda.

O RAGL representa um avanço nas avaliações da incerteza com diversos ńıveis de

confiança o que o torna adequado a aplicações industriais.

A validação da fórmula W-S MIMO e do método RAGL é mostrada no caṕıtulo

4, assim como é apresentado um exemplo de aplicação em um CSTR.
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Caṕıtulo 4

Resultados e Discussão

“O ignorante afirma, o sábio duvida, o sensato reflete.”

Filósofo Aristóteles

Neste Caṕıtulo serão apresentados alguns exemplos de forma a ilustrar a aplicação

da metodologia desenvolvida. O primeiro exemplo foi retirado do GUM-S2 (BIPM

et al., 2011, seção 7.7.2) que será feito passo a passo de forma a detalhar o método

e comparar com o método GUF, apresentado no GUM-S2, e para fins de validação,

comparar com o método MCM-S2.

O segundo exemplo foi retirado do GUM (BIPM et al., 2008a, seção H.2) e

representa um problema multi-MISO da área elétrica e o terceiro estudo de caso é

um problema industrial onde o objetivo é demonstrar o potencial da metodologia e

do módulo Uncertainty desenvolvido.

Os cálculos dos métodos MLPU e MLPP, avaliação da incerteza-padrão, foram

feitos utilizando o módulo Uncertainty, para a avaliação da região de abrangência

e a confecção dos gráficos foram desenvolvidas rotinas no software MATLABr. O

processamento foi executado em um computador com memória de 4GB, DDR3,

1333MHz, sistema operacional linux - Ubuntu 12.04. Todos os programas são apre-

sentados no Apêndice B.3.
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4.1 Exemplo 1: GUM-S2 - 7.7.2

Este exemplo foi escolhido pela simplicidade e pela fácil visualização dos métodos

aplicados ou desenvolvidos. Considerando o modelo MIMO de medição:Y1 = X1 +X3

Y2 = X2 +X3

(4.1)

em que X1, X2 e X3 possuem comportamento gaussiano, com o vetor das estimativas

(x) e matriz de covariância (Ux) igual a:

x =


0

0

0

 , Ux =


0.1 0 0

0 0.1 0

0 0 1.9

 , (4.2)

Aplicando a lei de propagação de incerteza multivariada (MLPU), Equação (2.5),

tem-se as matrizes de sensibilidade

Cx = J>x =

−1 0 −1

0 −1 −1

 , Cy = J>y =

1 0

0 1

 ,

C = −C−1y ·Cx =

−1 0 −1

0 −1 −1

 ,
e os seguintes resultados:

y =

0

0

 , Uy =

 2 1, 9

1, 9 2

 , (4.3)

Para construir a região de abrangência, é necessário fazer algumas considerações,

divididas nas próximas 2 seções:

4.1.1 Grandezas de entrada e sáıda seguem uma PDF Gaus-

siana

Ao considerar essa hipótese, então as grandezas de entrada e sáıda são bem conhe-

cidas e, portanto não há dúvidas sobre os valores apresentados na matriz de covari-

ância de ambos, logo, o grau de liberdade das grandezas é infinito (a representação

numérica do infinito será 104). A Tabela 4.1 apresenta os resultados encontrados:
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Tabela 4.1: Resultado dos métodos GUF, RAGL-νtv
Model (variância total), RAGL-νgv

Model

(variância generalizada) e MCM-S2 (Monte Carlo multivariado) de avaliação da incerteza-

padrão aplicada ao exemplo 1 (PA=95%, Q = 105)

Método νModel Equação para FAa FAa PA IAb

GUF n.a.c Equação (2.9) k2p = 2, 45 95,0% 1,0

RAGL-νtv

Model ∞ Equação (3.22) KPA = 2, 45 95,0% 1,0

RAGL-νgv

Model ∞ Equação (3.23) KPA = 2, 45 95,0% 1,0

MCM-S2 n.a.c n.a.c n.a.c 95,0% 1,0

a Fator de Abrangência

b Índice de Abrangência, razão entre a PA do método escolhido e a PA do MCM-S2

c não aplicável

Fonte: próprio autor.

As grandezas de entrada do método MCM-S2 foram geradas a partir de uma

PDF gaussiana multivariada utilizando as informações da Equação (4.2), e utilizando

105 simulações (Q) de Monte Carlo.

Pode-se observar pelo Índice de Abrangência (IA), razão entre a PA do método

escolhido e a PA do MCM-S2, apresentada na Tabela 4.1, que não há diferença

entre os métodos quando feita a consideração de graus liberdade das grandezas de

entrada igual a infinito. A Figura 4.1 que apresenta as regiões de abrangência dos

métodos mostra que não há diferença nos limites estabelecidos.

4.1.2 Grandezas de entrada e sáıda seguem um comporta-

mento de PDF Gaussiana com determinado grau de

liberdade

Esta hipótese declara que há certa dúvida dos valores apresentados na matriz de

covariância das grandezas de entrada e sáıda e esta dúvida é representado pelo grau

de liberdade. Sugere-se que as grandezas de entrada possuem uma matriz de grau
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Figura 4.1: Região de abrangência do exemplo 1 para os diversos métodos com grau de

liberdade para todas as grandezas de entrada igual a infinito. (PA=95%, Q = 105). Fonte:

próprio autor.

de liberdade definida por:

νx =


10 ∞ ∞

∞ 14 ∞

∞ ∞ 8

 (4.4)

A Matriz grau de liberdade aumentada será constrúıda de modo a obter uma

equivalência entre a fórmula W-S apresentada por Lepek (2003) e a obtida na de-

dução apresentada no Apêndice A.4.1:

Mνx =



10, 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ 23, 6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 17, 9 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ 23, 6 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 14, 0 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 21, 2 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 17, 9 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 21, 2 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 8, 0



(4.5)

O valor infinito que é apresentado na matriz Mνx representa confiança absoluta

nos valores apresentados nos termos equivalente da matriz Ux ⊗ Ux, e como Xé

considerado independente, esses termos possuem o valor igual a zero.
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A matriz de grau de liberdade aumentada das grandezas de sáıda (Mνy) foi

calculada através da fórmula W-S MIMO (Equação (3.13)):

Mνy =


8, 4479 8, 2274 8, 2274 8, 0000

8, 2274 8, 4877 8, 0000 8, 2568

8, 2274 8, 0000 8, 4877 8, 2568

8, 0000 8, 2568 8, 2568 8, 5121

 (4.6)

Pode-se notar que os valores de Mνy são coerentes com a informação de grau

de liberdade das grandezas de entrada, que tem como fonte de incerteza-padrão

predominante a grandeza Y3 e esta tem grau de liberdade 8.

A Tabela 4.2 apresenta os resultados encontrados para os métodos GUF, RAGL-

νtv

Model, RAGL-νgv

Modele MCM-S2.

Tabela 4.2: Resultados dos métodos de avaliação de incerteza-padrão aplicada ao exemplo

1 utilizando os graus de liberdade das grandezas de entrada(PA=95%, Q = 5 · 105).

Método νModel Equação para FA FA PA IA

GUF n.a. Equação (2.9) kp = 2, 45 90,3% 0,95

RAGL-νtv

Model 8,4 Equação (3.22) KPA = 3, 35 97,9% 1,02

RAGL-νgv

Model 14,8 Equação (3.23) KPA = 2, 86 95,2% 1,00

MCM-S2 n.a. n.a. n.a. 95,0% 1,00

Fonte: próprio autor.

Os dados da PDF emṕırica das grandezas de entrada do método MCM-S2 foram

gerados a partir de uma PDF t-Student utilizando os graus de liberdade apresentada

na Equação (4.4), considerando que as grandezas de entrada são independentes, e

realizando 5 · 105 simulações (Q) de Monte Carlo.

Pode-se notar pelas informações apresentadas na Tabela 4.2 que o método RAGL-

νgv

Model foi o que representou melhor o sistema. O método RAGL-νtv

Model foi muito con-

servador (IA > 1), e acabou englobando mais pontos que o necessário e o método

GUF foi insuficiente para determinar os pontos com 95% de abrangência (IA < 1).

A Figura 4.2 apresenta graficamente essas diferenças na obtenção da região de abran-

gência quando considerado os graus liberdade das grandezas de entrada.
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Figura 4.2: Região de abrangência do exemplo 1 para os diversos métodos com grau de

liberdade para todas as grandezas de entrada abaixo de 30. (PA=95%, Q = 105). Fonte:

próprio autor.

4.2 Exemplo 2: GUM H2

O exemplo H2 do GUM (BIPM et al., 2008a, seção H.2) que também é retratado

no GUM-S2 (BIPM et al., 2011, seção 6.2.2), representa um modelo multi-MISO

de medição com correlação entre as grandezas de entrada. As funções de medições

multivariada deste estudo de caso são dadas pela Equação (4.7):R = (V/I) · cos(φ)

X = (V/I) · sin(φ)
(4.7)

em que as grandezas de sáıda são: R é a resistência; X a reatância. V representa

uma diferença de potencial, I a corrente elétrica alternada. φ é o ângulo de mudança

de fase da diferença de potencial em relação à corrente alternada e são as grandezas

de entrada do sistema com estimativas e incertezas-padrão apresentadas na Tabela

4.4.

As grandezas de entrada são não correlacionadas. portanto a matriz de grau de
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Tabela 4.3: Informações sobre as grandezas de entrada do exemplo H2 do GUM.

Grandezas Estimativa Incerteza padrão ν

V 4,9990 V 3,2·10−3 V 7

I 19,6610 mA 9,5·10−3 mA 12

φ 1,04446 rad 7,5·10−4 rad 8

Fonte: próprio autor.

liberdade é:

νx =


7 ∞ ∞

∞ 12 ∞

∞ ∞ 8

 (4.8)

A matriz de grau de liberdade aumentada das grandezas de entrada foi cons-

trúıdo seguindo os mesmos prinćıpios da Equação (4.9):

Mνx =



7, 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ 18, 3 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ 15, 0 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ 18, 3 ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ 12, 0 ∞ ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 19, 6 ∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 15, 0 ∞ ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 19, 6 ∞

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ 8, 0



(4.9)

Aplicando o método MLPU, Equação (2.5), e construindo o vetor das grandezas

de sáıda Y = [X,R] obtém a Tabela 4.4.
A Tabela 4.4 apresenta o valor do grau de liberdade para cada grandeza de sáıda

utilizando a Equação (3.13) (os valores encontram-se na diagonal de Mνy).

Mνy =


11, 8858 6, 1287 6, 1287 0, 1900

6, 1287 12, 7045 0, 1900 5, 3546

6, 1287 0, 1900 12, 7045 5, 3546

0, 1900 5, 3546 5, 3546 10, 3174

 (4.10)
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Tabela 4.4: Resultado do método MLPU e da fórmula W-S MIMO para as grandezas de

sáıda do exemplo H2 do GUM.

Grandezas Estimativa Incerteza padrão ν

X 219,85 Ω 0,20 Ω 12

R 127,73 Ω 0,19 Ω 11

Fonte: próprio autor.

A Tabela 4.5 apresenta os resultados para os métodos GUF, RAGL e MCM-S2.

Tabela 4.5: Resultados dos métodos de RA aplicada ao exemplo 2 (PA=95%, Q = 106)

Método νModel Equação para FA FA PA IA

GUF n.a. Equação (2.9) kp = 2, 45 89,4% 0,94

RAGL-νtv

Model 11,8 Equação (3.22) KPA = 3, 00 95,6% 1,00

RAGL-νgv

Model 12,2 Equação (3.23) KPA = 2, 98 95,4% 1,00

MCM-S2 n.a. n.a n.a. 95,0% 1,00

Fonte: próprio autor.

As grandezas de entrada do método MCM-S2 foram geradas a partir de uma

PDF t-Student utilizando os graus de liberdade apresentada na Tabela 4.4, e re-

alizando 106 simulações (Q) de Monte Carlo. A Tabela 4.5 mostra novamente a

diferença entre os resultados dos métodos e comprova que RAGL se aproxima do

método MCM-S2. A Figura 4.3 ilustra essas conclusões.

Figura 4.3: Região de abrangência do exemplo 2 para os diversos métodos (PA=95%,

Q = 106). Fonte: próprio autor.
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4.3 Exemplo 3: reator cont́ınuo de mistura per-

feita (CSTR)

Este exemplo trata-se de um reator industrial t́ıpico e tem por objetivo mostrar a

avaliação da incerteza em um processo através de uma simulação. O exemplo foi

dividido em dois cenários. O cenário 1 considera incertezas apenas nas variáveis do

processo, i.e., os parâmetros possuem incerteza-padrão despreźıvel, e ainda assume

duas hipóteses: (H1) todas as grandezas possuem PDF gaussiana, que é uma prática

comum; e (H2) a PDF das grandezas é definida pelo ńıvel de informação que estão

dispońıveis.

O segundo cenário avalia as incertezas-padrão também nos parâmetros utilizados

nas equações e como, em geral, não está dispońıvel informações sobre a incerteza

destes valores, foi realizado uma análise de sensibilidade para verificar o impacto

dessas incertezas na tomada de decisão.

4.3.1 O Processo

Trata-se de um CSTR (Reator Tanque-Agitado Cont́ınuo - Continuous Stirred Tank

Reactor) em estado estacionário que é um equipamento industrial descrito por um

sistema MIMO de equações algébricas não lineares e impĺıcitas. Ocorre uma reação

de hidrólise de óxido de propileno, em presença de metanol, produzindo propileno

glicol no primeiro momento, de forma adiabática (FOGLER, 2002, p. 407). Um

desenho esquemático do reator é apresentado na Figura 4.4:

Figura 4.4: CSTR para produção de propilenoglicol. Fonte: próprio autor

C3H6O︸ ︷︷ ︸
A

+H2O︸︷︷︸
B

H2SO4−−−−→ C3H8O2︸ ︷︷ ︸
C
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As informações sobre as grandezas envolvidas estão descritas no Quadro 4.2,

grandezas de entrada, e no Quadro 4.3, parâmetros e grandezas de sáıda:

Quadro 4.2: Informações sobre as grandezas de entrada do CSTR

Grandeza Descrição Informações sobre a incerteza QIa

CA0 /(kmol·m−3) Concentração inicial de

óxido de etileno (A)

Analisador com certificado de cali-

bração indicando 0,1% de incerteza-

padrão sobre a estimativa

Alta

CB0 /(kmol·m−3) Concentração inicial de

água (B)

Analisador com certificado de cali-

bração indicando 0,1% de incerteza-

padrão sobre a estimativa

Alta

CC0 /(kmol·m−3) Concentração inicial de pro-

pilenoglicol (C)

Analisador com certificado de cali-

bração indicando 0,1% de incerteza-

padrão sobre a estimativa

Alta

CD0 /(kmol·m−3) Concentração inicial de me-

tanol (D)

Analisador com certificado de cali-

bração indicando 0,1% de incerteza-

padrão sobre a estimativa

Alta

Fv/(m3·h−1) Vazão volumétrica da ali-

mentação

Medidor antigo e sem manutenção.

Operador estima que a vazão está

entre (2 e 4) m3·h−1

Baixa

V /m3 Volume do reator Valor de projeto. Fabricante in-

forma 0,5% de incerteza-padrão so-

bre o valor de projeto

Alta

Te /K Temperatura da corrente de

alimentação do reator

Medidor novo com verificação cons-

tante. Certificado informa incerteza-

padrão de 1,5% sobre a estimativa

em graus Celsius

Médio

a Qualidade da informação fornecida, métrica do Laboratório de Pesquisa em Tecnologias Limpas

- TECLIM (MARTINS et al., 2010)

Fonte: próprio autor.

No Quadro 4.2 estão descritos os parâmetros e as grandezas de sáıda do pro-

cesso. As estimativas, incertezas-padrão e PDF escolhidas destas grandezas serão

informadas em cada cenário.
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Quadro 4.3: Parâmetros e Grandezas de sáıda e sua descrição

Grandezas Descrição

Parâmetros

TR /K Temperatura de referência

E /(kJ·kmol−1) Energia de Ativação

k0/1013 h−1 Coeficiente de velocidade da reação

R /(kJ·kmol−1·K−1) Constante universal dos gases

H◦A /(kJ·kmol−1) Entalpia de formação de A (TR)

H◦B /(kJ·kmol−1) Entalpia de formação de B (TR)

H◦C /(kJ·kmol−1) Entalpia de formação de C (TR)

CpA/(kJ·kmol−1·K−1) Calor espećıfico molar de A

CpB/(kJ·kmol−1·K−1) Calor espećıfico molar de B

CpC/(kJ·kmol−1·K−1) Calor espećıfico molar de C

CpD/(kJ·kmol−1·K−1) Calor espećıfico molar de D

Grandezas de Sáıda

CA /(kmol·m−3) Concentração de A na descarga

CB /(kmol·m−3) Concentração de B na descarga

CC /(kmol·m−3) Concentração de C na descarga

CD /(kmol·m−3) Concentração de D na descarga

Td /K Temperatura na descarga

Fonte: próprio autor.

O objetivo desta modelagem é avaliar a concentração final do óxido de propileno

(CA) e a temperatura de descarga (Td) em regime estacionário, esta última não deve

ultrapassar o valor de 325K, do contrário haverá perda significativa do óxido de

propileno por evaporação. O modelo de medição é formado pelas Equações (4.11-

4.12):

Balanço Molar:

Fv · Ci0 − Fv · Ci − k0.e
− E
R·Td · Ci · V = 0, (4.11)

Balanço de Energia:

n∑
i=1

Ci0 .Cpi.(Td − Te) +
n∑
i=1

nuest

i [H◦iR(TR) + Cpi.(Td − TR)].(CA0 − CA) = 0,

(4.12)

São portanto 5 equações no total (um balanço molar para cada componente e

um do balanço de energia).
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4.3.2 Cenário 1: Parâmetros com incerteza-padrão despre-

źıvel

Com as informações dos Quadros (2) e (3) é posśıvel inferir a incerteza-padrão

das grandezas de entrada1 e construir a Tabela 4.6. Além da simulação com a PDF

escolhida (Hipótese H1), foi simulada a hipótese de que todas as PDF são gaussianas

(Hipótese H2), um fato comum no meio metrológico industrial.

Tabela 4.6: Informações estimadas sobre as grandezas de entrada do CSTR

Grandeza PDFa Estimativa Incerteza padrão νa

CA0 /kmol·m−3 Normal 150·10−2 1,5·10−2 25

CB0 /kmol·m−3 Normal 370·10−1 3,7·10−1 25

CC0 /kmol·m−3 Normal 0,0 n.a.b n.a.b

CD0 /kmol·m−3 Normal 340·10−2 3,4·10−2 25

Fv /m3·h−1 Uniforme 30·10−1 5,8·10−1 5

V /m3 Triangular 100·10−2 2,5·10−2 25

Te /K Triangular 3000·10−1 5,4·10−1 10

a Os valores desta coluna não seguem as dimensões da coluna 1
b Não há produto C no ińıcio da reação

Fonte: próprio autor.

Os valores das estimativas dos parâmetros foram retirados do Fogler (2002) e

estão apresentado Tabela 4.7:

O vetor das grandezas de entrada foi constrúıdo com a seguinte sequência: X =

[Fv, Te.V, CAo , CBo , CCo , CDo ]
> e o vetor das grandezas de sáıda: Y = [Td, CA, CB, CC , CD]>.

Os resultados das simulações do método MLPU e do MLPP para as duas hipóteses

de PDF (MLPP-H1 e MLPP-H2) são apresentado na Tabela 4.8:

1Um dos métodos para essa inferência é utilizando Prinćıpio da Máxima Entropia (JAYNES,

1957; DOWSON; WRAGG, 1973) aliada com a Teoria da Informação (SHANNON, 1948) que

também possui um resumo na seção 6.4 do GUM-S1
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Tabela 4.7: Estimativas dos parâmetros do CSTR

Grandeza Estimativa Grandeza Estimativa

TR /K 293,15 H◦C /(kJ·kmol−1) -525,7

E /(kJ·kmol−1) 75362,4 CpA/(kJ·kmol−1·K−1) 146,6

k0/1013 h−1 1,696 CpB/(kJ·kmol−1·K−1) 75,4

R /(kJ·kmol−1·K−1) 8,31447 CpC/(kJ·kmol−1·K−1) 192,6

H◦A /(kJ·kmol−1) -154,9 CpD/(kJ·kmol−1·K−1) 81,6

H◦B /(kJ·kmol−1) -286,1

Fonte: (FOGLER, 2002)

Tabela 4.8: Resultados para os métodos MLPU e MLPP-H1 e MLPP-H2 (Q = 105)

MLPP-H1a MLPP-H2b MLPU

Grandezas de Sáıda Estimativa Incerteza padrão Estimativa δ/%c Incerteza padrão δ/%c Estimativa δ/%c Incerteza padrão δ/%c

T / K 3,359·102 1,62·100 3,359·102 0,0 1,24·100 -23,5 3,359·102 0,0 1,22·100 -24,7

CA /(kmol·m−3) 1,270·10−1 3,3·10−2 1,260·10−1 -0,8 3,1·10−2 -6,1 1,250·10−1 -1,6 3,0·10−2 -9,1

CB /(kmol·m−3) 3,563·101 3,8·10−1 3,563·101 0,0 3,8·10−1 0,0 3,562·101 -0,0 3,8·10−1 0,0

CC /(kmol·m−3) 1,372·100 3,7·10−2 1,373·100 0,1 3,5·10−2 -5,4 1,375·100 0,2 3,5·10−2 -5,4

CD /(kmol·m−3) 3,400·100 3,4·10−2 3,399·100 0,0 3,4·10−2 0,0 3,400·100 0,0 3,3·10−2 -2,9

a H1 - PDF definida pela Tabela 4.6;

b H2 - todas as grandezas com a PDF Normal;

c Os valores desta coluna não seguem as dimensões apresentadas na coluna 1, e representa o desvio percentual em relação ao método

MLPP-H1.

Fonte: próprio autor.

Para o método MLPU, as matrizes jacobianas foram:

Jx =



2189, 603 −0, 038 −0, 038 0, 038 0, 000

−2191, 427 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000

−6568, 808 0, 115 0, 115 −0, 115 0, 000

−48995, 380 −0, 083 0, 917 −0, 917 0, 000

1806, 633 0, 000 −1, 000 0, 000 0, 000

4614, 822 0, 000 0, 000 −1, 000 0, 000

1955, 189 0, 000 0, 000 0, 000 −1, 000


,
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Jy =



1637, 195 0, 009 0, 009 −0, 009 0, 000

0, 000 1, 000 0, 000 0, 000 0, 000

0, 000 0, 000 1, 000 0, 000 0, 000

0, 000 0, 000 0, 000 1, 000 0, 000

0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 1, 000


.

As matrizes de correlação para os métodos MLPP-H1, MLPP-H2 e MLPU estão

apresentadas nas Equações (4.13), (4.14) e (4.15):

McorMLPP−H1
Y =



1, 00 −0, 80 −0, 33 0, 81 −0, 02

−0, 80 1, 00 0, 20 −0, 92 0, 01

−0, 33 0, 20 1, 00 −0, 20 0, 00

0, 81 −0, 92 −0, 20 1, 00 −0, 01

−0, 02 0, 01 0, 00 −0, 01 1, 00


, (4.13)

McorMLPP−H2
Y =



1, 00 −0, 82 −0, 41 0, 87 −0, 03

−0, 82 1, 00 0, 20 −0, 91 0, 01

−0, 41 0, 20 1, 00 −0, 20 0, 00

0, 87 −0, 91 −0, 20 1, 00 −0, 01

−0, 03 0, 01 0, 00 −0, 01 1, 00


, (4.14)

McorMLPU
Y =



1, 00 −0, 82 −0, 41 0, 86 −0, 03

−0, 82 1, 00 0, 21 −0, 91 0, 01

−0, 41 0, 21 1, 00 −0, 20 0, 00

0, 86 −0, 91 −0, 20 1, 00 −0, 01

−0, 03 0, 01 0, 00 −0, 01 1, 00


, (4.15)

A estimativa das grandezas de sáıda foi pouco afetada pela mudança da PDF

das grandezas de entrada, ou pela mudança do método de MLPP para MLPU. Mas

a Tabela 4.8 mostra que há desvios consideráveis nas incertezas-padrão padrão das

grandezas de sáıda com a mudança de PDF gaussiana para uma mais apropriada

(definida na Tabela 4.6), e.g., na Temperatura de descarga (Td), há uma redução de

23,5% na sua incerteza-padrão combinada (de 1,6K para 1,2K) por considerar todas

as PDF normais, o que poderia levar a erros na tomada de decisão; o mesmo ocorre

entre a MLPP-H1 e MLPU pois o método MLPU utiliza as funções linearizadas,

gerando um erro de aproximação.
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Tabela 4.9: Performance dos métodos de avaliação da incerteza-padrão aplicada ao CSTR

considerando as cinco dimensões (PA=90%, Q = 106)

Método νModel Equação para FA FA PA IA

GUF n.a. Equação (2.9) kp = 3, 04 69,4% 0,77

RAGL-νgv

Model 12.2 Equação (3.22) KPA = 3, 54 84,9% 0,97

RAGL-νtv

Model 11.8 Equação (3.23) KPA = 4, 32 96,9% 1.08

MCM-S2 n.a. n.a. n.a. 90,0% 1.00

Fonte: próprio autor.

A Tabela 4.9 apresenta a avaliação da RA considerando todas as grandezas

de sáıda e portanto, a RA possui cinco dimensões (há 5 grandezas de sáıda). O

Índice de Abrangência mostra que o método RAGL-νgv

Modelfoi o que obteve a melhor

desempenho.

4.3.2.1 Cuidados com análise da RA

A avaliação das incertezas-padrão das grandezas de forma individual não traduz

todo o comportamento do sistema, e a avaliação adequada da incerteza-padrão deve

ser pela região de abrangência da PDF conjunta. Pode-se atestar esta afirmação

observando as diferenças entre os desempenhos dos métodos para obter a região de

abrangência, quando reduzida ao caso bivariado com as grandezas Td e CA, apresen-

tada na Tabela 4.10:

Tabela 4.10: Performance dos métodos de avaliação de incerteza-padrão aplicada ao CSTR

considerando duas grandezas Td e CA (2 dimensões). (PA=90%, Q = 106)

Método νModel Equação para FA FA PA IA

GUF n.a. Equação (2.9) kp = 2, 14 76,1% 0,85

RAGL-νgv

Model 13.7 Equação (3.22) KPA = 2, 29 80,5% 0,89

RAGL-νtv

Model 26,5 Equação (3.23) KPA = 2, 46 84,9% 0,94

MCM-S2 n.a. n.a. n.a. 90,0% 1,00

Fonte: próprio autor.

Pode-se observar que os IA apresentados na Tabela 4.9 diferem dos valores apre-
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sentados na Tabela 4.10, i.e., houve uma mudança no desempenho dos métodos.

As diferenças de desempenho são consequências na mudança da distância dos

pontos ao centro da região de abrangência, e.g., considerando o sistema deste exem-

plo, um ponto que fora da RA teria 5 coordenadas [ξ1, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5] e uma distância

de Mahalanobis2 maior que a fator de abrangência para cinco dimensões (KDim=5
PA =

3, 54). Agora, utilizando apenas as duas primeiras coordenadas [ξ1, ξ2] a distância

de Mahalanobis poderia estar menor que a fator de abrangência (KDim=2
PA = 2, 46)

pertencendo a RA bidimensional.

A tendência natural é fazer a análise bivariada por ser posśıvel a representação

gráfica, mas apenas deve ser usado como instrumento de verificação do comporta-

mento das grandezas. Como as grandezas de interesse são Td e CA, foi constrúıdo o

gráfico das regiões bivariada, apresentada na Figura 4.5:

Figura 4.5: Região de abrangência do Reator industrial/cenário 1 para os diversos métodos

(PA=90%, Q = 105). Fonte: próprio autor.

A eficiência na determinação da região de abrangência dos métodos também é

afetado pela não linearidade do sistema, pois neste caso, as PDFs das grandezas

de sáıda não tenderão a uma gaussiana como enunciado pelo Teorema do Limite

Central(BIPM et al., 2008a, seção G.2.1) . A região então destoa de uma região

normal, que está fora do alcance dos métodos GUF e RAGL. Por essa razão, é

interessante analisar o histograma das PDFs individuais das grandezas de sáıda de

2Distância utilizada para determinar a região de abrangência (MAHALANOBIS, 1936). Repre-

senta a distância quadrática média ponderada pela matriz de covariância
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interesse (Figura 4.6a e Figura 4.6b). Percebe-se que as duas grandezas Td e CA foge

da normalidade e por consequência os métodos MRA e GUF não possuem um bom

desempenho.

Figura 4.6: PDF marginal emṕırica e intervalos de abrangência para as grandezas de sáıda,

para as Hipóteses 1 (curva azul) e 2 (curva vermelha) e MLPU (curva preta). As linhas

verticais representam os limites inferior e superior do intervalo de abrangência individual

dos métodos obtido pelos métodos GUF, RAGLe MCM-S2. Fonte: próprio autor.

(a) PDF marginal emṕırica e intervalos de abrangência para CA

(b) PDF marginal emṕırica e intervalos de abrangência para Td.

A Figura 4.6 também evidencia a importância da escolha adequada da PDF das

grandezas de entrada, pois fica clara a diferença entre as hipóteses 1 e 2 para este

cenário.
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4.3.3 Cenário 2: Incerteza padrão nos parâmetros

O cenário 2 mostra a importância de se avaliar a incerteza dos parâmetros, conside-

rados constantes no cenário 1. Como não há informação sobre a incerteza-padrão dos

parâmetros, exceto a constante molar dos gases (R = 8.3144621(75) kJ·kmol−1·K−1,

(NIST, 2012)), será feita uma análise de sensibilidade para incertezas-padrão, consi-

derando uma PDF triangular com amplitudes variando de 0,1%, 0,5% e 1% sobre os

valores estimados (Tabela 4.7), a incerteza-padrão calculada podem ser visualizados

na Tabela 4.11 e os resultados são apresentados na Tabela 4.12:

Tabela 4.11: Estimativas dos parâmetros do CSTR e de suas incertezas-padrão.

Fonte: adaptado de (FOGLER, 2002)

Grandeza Estimativa
Incerteza padrão

0,1% 0,5% 1,0%

TR /K 3,00·102 7,1·10−2 3,5·10−1 7,1·10−1

E /(kJ·kmol−1) 7,54·104 1,8·101 8,9·101 1,8·102

k0/1013 h−1 1,70·1013 4,0·109 2,0·1010 4,0·1010

CpA/(kJ·kmol−1·K−1) 1,47·102 3,5·10−2 1,7·10−1 3,5·10−1

CpB/(kJ·kmol−1·K−1) 7,54·101 1,8·10−2 8,9·10−2 1,8·10−1

CpC/(kJ·kmol−1·K−1) 1,93·102 4,5·10−2 2,3·10−1 4,5·10−1

CpD/(kJ·kmol−1·K−1) 8,16·101 1,9·10−2 9,6·10−2 1,9·10−1

H◦A /(kJ·kmol−1) 1,55·105 3,7·101 1,8·102 3,7·102

H◦B /(kJ·kmol−1) 2,86·105 6,7·101 3,4·102 6,7·102

H◦C /(kJ·kmol−1) 5,26·105 1,2·102 6,2·102 1,2·103

Fonte: próprio autor.

Tabela 4.12: Influência da incerteza-padrão dos parâmetros sobre a incerteza-padrão das

grandezas de sáıda utilizando o MLPP-H1 (Q = 105)

Grandezas de Sáıda Estimativa
0,0% 0,1% 0,5% 1,0%

Incerteza padrão Incerteza padrão δ/%a Incerteza padrão δ/%a Incerteza padrão δ/%a

Td / K 3,357·102 1,622 1,637 0,9 1,794 10,6 2,235 37,8

CA /(kmol·m−3) 1,311·10−1 3,341·10−2 3,391·10−2 1,5 3,603·10−2 7,8 4,227·10−2 26,5

CB /(kmol·m−3) 3,563·101 3,759·10−1 3,754·10−1 -0,1 3,759·10−1 0,0 3,763·10−1 0,1

CC /(kmol·m−3) 1,369 3,788·10−2 3,835·10−2 1,2 4,015·10−2 6,0 4,572·10−2 20,7

CD /(kmol·m−3) 3,400 3,403·10−2 3,400·10−2 -0,1 3,407·10−2 0,1 3,413·10−2 0,3

a Os valores desta coluna não seguem as dimensões apresentadas na coluna 1, e representa o desvio percentual em relação

ao método MLPP-H1.

Fonte: próprio autor.

48



Pode-se concluir que as incertezas-padrão dos parâmetros podem impactar forte-

mente nas incertezas-padrão das grandezas de sáıda e consequentemente na tomada

de decisão. Um aumento da incerteza-padrão de 1% em todos os parâmetros pro-

voca um aumento da incerteza-padrão da temperatura da descarga (Td) de 1,6K para

2,2K que a depender do sistema pode ser uma forte fonte de impacto financeiro.

4.3.4 Tomada de decisão

Ao considerar que a incerteza-padrão nas grandezas do sistema foram avaliadas

corretamente (Cenário com MLPP-H1) e que os parâmetros do modelo possuem

incerteza-padrão de 0,5%, percebe-se que a temperatura de descarga (Td apresentado

na Tabela 4.8) está aproximadamente 11K acima do limite recomendado de 325K

(citado na seção 4.3.1) e, portanto, faz-se necessário a instalação de trocador de

calor para resfriar o sistema, representado na Figura 4.7.

Figura 4.7: CSTR para produção de propilenoglicol com sistema de resfriamento. Fonte:

próprio autor

Instalando uma serpentina de resfriamento com uma área de troca térmica de

3,5m2 e uma vazão de água suficiente para manter uma temperatura (TS) em torno

de 310K; o valor t́ıpico do coeficiente de transferência de calor para essa configuração

é de 0,9kJ·kmol·10−1·K·10−1, essas informações, a incerteza-padrão e a provável PDF

são apresentadas na Tabela 4.13.

O balanço de energia do sistema é alterado para Equação (??):

Balanço de Energia:
n∑

i=1

Ci0 · Cpi · (Td − Te)−
U ·As · (TS − Td)

Fv · CA0

+

n∑
i=1

nuest
i · [H◦

iR + Cpi · (Td − TR)] · (CA0
− CA) = 0
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Tabela 4.13: Dados da serpentina instalada no CSTR

Grandeza PDF Estimativa Incerteza padrão

TS /K Normal 300,0 0,5

A / m2 Normal 5,0 0,1

U /(kJ·kmol−1·K−1) Normal 630 2,0

Fonte: próprio autor.

A utilização da serpentina consegue reduzir o valor da temperatura de descarga

para 323,5K, que está abaixo do limite estipulado. Porém, a incerteza-padrão desta

grandeza é de 2,1K, que com o uma probabilidade de abrangência de 90% dará um

intervalo de abrangência de aproximadamente [320, 327]K, podendo assim, passar

do limite de estabelecido.

Com esta informação o responsável pelo reator poderá tomar algumas das se-

guintes decisões:

1. Aumentar a quantidade de calor retirado do sistema, e.g. reduzindo a tem-

peratura da água da serpentina. Essa solução depende da disponibilidade de

utilidades, da possibilidade de integração energética entre outros. Neste caso,

fazendo uma nova simulação, o valor adequado seria de 295K.

2. Manter o sistema, se não houver grandes de perdas financeiras e ambientais

consideráveis.

3. Melhorar a avaliação da incerteza-padrão no sistema, por exemplo:

• Fazer manutenção nos medidores;

• Fazer calibração ou verificação dos instrumentos com regularidade;

• Fazer um estudo apontando as fontes de incerteza e identificando aquelas

com maiores contribuições para as variáveis cŕıticas do processo, com

posterior atuação sobre as maiores fontes de incerteza;
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4.4 Conclusões

Os resultados do exemplo 1 validaram os métodos desenvolvidos neste trabalho e

mostraram que o GUF, quando o grau de liberdade das grandezas de entrada for

negligenciado, pode ser considerado como um caso particular do método RAGL.

O segundo exemplo (GUM-H2) evidencia que o método RAGL consegue gerar

uma região de abrangência próxima a gerada pelos MCM-S2 com modelos fraca-

mente linear.

Um processo industrial foi reproduzido no exemplo 3 e apresenta alguns resul-

tados:

• Mostra que a escolha de PDF não adequadas às informações do processo (e.g.,

considerar todas gaussianas) pode impactar significativamente nas incertezas-

padrão das grandezas de sáıda e na região de abrangência;

• Demonstra através de uma análise de sensibilidade, a importância de estabe-

lecer bem a incerteza-padrão dos parâmetros;

• Apresenta de maneira simples, como a incerteza pode auxiliar a tomada de

decisão nos processo produtivo.

A avaliação da incerteza pode ser utilizada como ferramenta para auxiliar nas

tomadas de decisões das empresas, podendo contribuir para o melhor conhecimento

do processo e consequentemente na redução de insumos.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

“Eu me sinto como um garoto brincando na praia, contente em achar aqui e ali,

uma pedra mais lisa ou uma concha mais bonita, mas tendo sempre diante de mim,

ainda por descobrir, o grande oceano de verdades”

Isaac Newton

Este trabalho desenvolveu métodos e ferramenta computacional para avaliação da

região de abrangência em sistemas MIMO em estado estacionário que considera os

graus de liberdade efetivos das grandezas de sáıda; também desenvolveu uma ferra-

menta que facilita a avaliação da incerteza em simulação de processos industriais.

A metodologia para avaliação de incerteza é estudada por diversos pesquisado-

res e culminou com a publicação do Suplemento 2 do GUM, GUM-S2, em outubro

de 2011. Os métodos apresentados no GUM-S2 utilizam as leis de propagação de

incerteza multivariada (MLPU) e de PDFs conjuntas (MLPP) para avaliar a incer-

teza padrão, ou melhor, a matriz de covariância das grandezas de sáıda de modelos

MIMO; também estabelece métodos para avaliação da região de abrangência das

grandezas de sáıda, assunto ainda pouco estudado na literatura. Porém o GUM-S2

ao não avaliar e, portanto, descartar a informação dos graus de liberdade efetivos

das grandezas de entrada e consequentemente não apresentar a fórmula de Welch-

Satterthwaite (W-S) para modelos MIMO diverge do procedimento GUM para mo-

delos com uma grandeza de sáıda.

É neste contexto que o primeiro objetivo deste trabalho se encaixa: utilizar os

graus de liberdade das grandezas de entrada para a obtenção da fórmula W-S para

modelos MIMO (W-S-MIMO). A W-S-MIMO foi desenvolvida seguindo as mesmas
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premissas da fórmula W-S e os testes demonstram a obtenção de valores coerentes

com o modelo MIMO. Junto com a obtenção W-S-MIMO, surge o problema de

definição do grau de liberdade das covariâncias entre as grandezas de entrada e entre

as suas variâncias e covariâncias. Neste trabalho optou-se por considerar todas as

grandezas como independentes, mas este é um tema para estudos posteriores.

Foi desenvolvido um método para calcular o grau de liberdade efetivo do modelo

(νModel) a partir dos graus de liberdade efetivos das grandezas de sáıda e de suas

covariâncias, fornecidos pela fórmula W-S-MIMO, e utilizando o νModel para avaliar

a região de abrangência de modelos MIMO: método RAGL.

O caṕıtulo 4 apresenta alguns resultados da aplicação da fórmula W-S-MIMO,

dos métodos de avaliação νModel e da RAGL em 3 exemplos. O primeiro (seção 4.1)

compara o método RAGL com MCM-S2 utilizando a PDF t-Student com diferentes

graus de liberdade das grandezas entrada; o resultado mostra que o RAGL conseguiu

representar a região de abrangência em um modelo multivariado linear. No caso em

que há confiança absoluta nos dados informados (seção 4.1.1), graus de liberdade

infinitos, o RAGL iguala-se ao método GUF; no caso em que os graus de liberdade

não são infinitos (seção 4.1.2) o método RAGL consegue acompanhar o método

MCM-S2, ao contrário do GUF que fornece uma região de abrangência menor.

É importante ressaltar que tanto o método GUF quanto o RAGL exigem que as

grandezas de entrada e sáıda devem seguir seguem uma PDFs gaussianas multivari-

adas, o que se configura como uma desvantagem em relação ao método MCM-S2 que

aceita qualquer PDF. Ainda assim, como muitos das grandezas podem ser caracteri-

zadas por uma distribuição normal, torna os métodos GUF e RAGL úteis para uma

grande gama de problemas.

O segundo exemplo (seção 4.2) tem um modelo MIMO fracamente linear. A

região de abrangência obtida pelo método RAGL apresenta resultados intermediários

entre o método MCM-S2 e o GUF. Os resultados desses dois exemplos apontam que

o método GUF é um caso particular do método RAGL.

O terceiro exemplo (seção 4.3) demonstra uma avaliação da incerteza em um

processo industrial. Foram avaliadas as incertezas padrão das variáveis de um reator

CSTR simulado no EMSOr através de 5 cenários. Os resultados mostram que a
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escolha das PDFs deve ser baseada nas informações que estão dispońıveis e que a

prática comum de considerar todas as variáveis gaussianas pode levar a resultados

incoerentes. É fundamental para uma pesquisa que envolva dados experimentais

que se faça a caracterização dos dados, e assim poder avaliar a incerteza padrão

corretamente.

Outra observação importante apontada pelo cenário 2 do exemplo 3, seção 4.3.3,

foi o impacto na incerteza das variáveis de processo quando feita uma análise de

influência da incerteza padrão dos parâmetros, contribuição usualmente e erronea-

mente desprezada. Essas incertezas padrão não devem ser negligenciadas e a consi-

deração de que possuem valores despreźıveis deve ser bem estudada.

A importância da avaliação da incerteza multivariada fica mais ńıtida em am-

biente industrial, pois, em sua grande maioria, é representado por modelos MIMO.

Numa planta industrial, cada processo é formado por diversos equipamentos que

podem ser modelados por equações fenomenológicas ou emṕıricas, que representam

sistemas MIMO; ou ao integrar todos esses equipamentos, torna o modelo MIMO

resultante, muitas vezes extenso e de dif́ıcil avaliação da incerteza. O segundo obje-

tivo deste trabalho é facilitar esta avaliação de incerteza em um processo industrial,

através do desenvolvimento de ferramenta computacional para avaliação da incer-

teza em sistemas MIMO no EMSOr, uma plataforma computacional adequada para

simulação de processos industriais.

Os software dispońıveis no mercado para simulação de processos não tratam a

incerteza dos parâmetros, dos modelos ou dos dados de entrada e poucos são abertos

à construção de módulos ou mesmo para fornecer o modelo do equipamento utili-

zado. O EMSOr, por outro lado, é um software de modelagem e simulação com

possibilidade de edição dos modelos utilizados ou agregação de novos módulos. As-

sim foi criado o módulo Uncertainty para avaliação da incerteza em modelos MIMO

estacionários; esse módulo foi utilizado em todos os exemplos deste trabalho. O mó-

dulo Uncertainty avalia a incerteza em modelos MIMO através dos métodos MLPU

e MLPP fornecendo relatórios que facilitam a determinação da região de abrangên-

cia. Nesta pesquisa as regiões de abrangências dos sistemas MIMO, foram obtidas

transferindo os resultados obtidos no módulo Uncertainty para rotinas desenvolvidas
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no MATLABr.

Adicionalmente, os resultados também mostram diferenças entre as incertezas

padrão obtidas através dos métodos MLPU e MLPP. Essas diferenças são devidas

a não linearidade do modelo, pois o método MLPU lineariza o modelo ao utilizar

matrizes jacobianas. Nos casos em que a diferença dos valores de incerteza padrão

entre os métodos MLPU e MLPP for significativa, a indicação é a utilização do

método MLPP o que torna crucial a correta definição das PDFs das grandezas de

entrada.

5.1 Perspectivas

Com a realização deste trabalho vislumbram-se algumas perspectivas de pesquisas

na área da avaliação da incerteza:

• Definição dos graus de liberdade das covariâncias das grandezas de entrada

assim como de suas variâncias de covariâncias;

• Expansão dos métodos MLPU e MLPP utilizando expansão de altas ordens

(segunda e terceira) (MARTINS; REQUIAO; KALID, 2011) na série de Taylor

para melhorar a avaliação da incerteza padrão em sistema MIMO não lineares;

• Desenvolvimento da fórmula W-S com expressões de altas ordens e posterior

incorporação na avaliação da região de abrangência de modelos MIMO

• Implantação no módulo Uncertainty a avaliação da incerteza padrão através

da inferência bayesiana para sistemas estacionários (LIRA; GRIENTSCHNIG,

2010; LIRA; KYRIAZIS, 1999).

• Desenvolvimento de métodos para avaliação da incerteza em sistemas dinâmi-

cos (KYRIAZIS; MARTINS; KALID, 2012).
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5.2 Contribuições

Com a realização deste trabalho as seguintes contribuições foram alcançadas:

Contribuição 1: Desenvolvimento do conceito de matriz de grau de liberdade efe-

tiva das grandezas de sáıda de sistemas MIMO, considerando as variâncias,

covariâncias e covariância das covariâncias: fórmula W-S MIMO;

Contribuição 2: Desenvolvimento de método para cálculo do grau de liberdade

efetiva de um modelo MIMO para obtenção da região de abrangência a partir

da W-S MIMO;

Contribuição 3: Desenvolvimento de método para obtenção da região de abran-

gência para sistemas MIMO em estado estacionário que considera os graus de

liberdade das grandezas de sáıda, a partir do método MLPU (RAGL);

Contribuição 4: Confecção do módulo Uncertainty para o EMSOr que imple-

menta os métodos MLPU e MLPP;

Contribuição 5: Confecção de programas em MATLABr:

• procedimento proposto por Possolo (2010) para definição da região de

abrangência para o método MCM-S2 em sistema bivariado;

• fórmula W-S MIMO;

• método GUF do Suplemento 2 do GUM;

• método RAGL;

Contribuição 6: confecção de 9 artigos relacionados a incerteza (7 em congressos

e 2 em periódicos) que estão listados no Apêndice C;

Contribuição 7: disseminação da importância da avaliação da incerteza, através

da participação como docente em 4 cursos de extensão da UFBA;

Contribuição 8: co-orientação de 11 alunos no Grupo de Pesquisa em Incerteza

da UFBA (GI-UFBA).
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Apêndice A

Deduções

Nas próximas seções serão demonstradas algumas deduções utilizadas nesse trabalho.

A.1 Esperança de X

A esperança de X (E [X]) é o primeiro momento estat́ıstico da grandeza aleatória

X e significa que é o valor mais esperado desta, e será representado pela variável µX

(FERREIRA, 2008; JOHNSON; WICHERN, 2002):

µX
M
= E [X] . (A.1)

Para o conhecimento completo de µX , é necessário conhecer a PDF de X, o que

em geral não é posśıvel, portanto, faz necessário um estimador de µX , que é a média

aritmética (x), fato provado pela Equação (A.2)

E [x] = E

[
n∑
i=1

ξi
n

]
=

n∑
i=1

E [ξi]

n
=

n∑
i=1

µX
n

=
n · µX
n

= µX , (A.2)

em que ξi representa os n valores amostrais da grandeza X.

A.2 Variância de X

Variância de X (σ2
X) é uma medida da dispersão das medições de uma grandeza

aleatória em torno do valor esperado. Quanto maior for a variância mais dispersos

os dados estarão; é definido através do segundo momento estat́ıstico centrado no
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valor esperado (FERREIRA, 2008; JOHNSON; WICHERN, 2002):

σ2
X = var [X]

M
= E

[
(X − E [X])2

]
= E

[
X2
]
− (E [X])2. (A.3)

Para sistemas discretos, pode-se usar o estimador (s2X), calculado por:

s2X =
n∑
i=1

(ξi − x)2

n− 1
. (A.4)

Um resultado importante é que E [x] = E [ξ] = µX . Substituindo a A.2 em A.4,

tem-se:

s2X =

n∑
i=1

(
ξi −

n∑
j=1

ξj
n

)2

n− 1
=

n∑
i=1

(
n · ξi −

n∑
j=1

ξj

)2

(n− 1) · n2 .

Para faciltar a notação e os cálculos, será feito a mudança de variável θi = ξi − µX .

Então:

s2X =

n∑
i=1

(
n · (ξi − µX)−

n∑
j=1

(ξj − µX)

)2

(n− 1) · n2 =

n∑
i=1

(
n · θi −

n∑
j=1

θj

)2

(n− 1) · n2

s2X =

n∑
i=1

n2 · θ2i − 2 · n · θi ·
n∑
j=1

θj +

(
n∑
j=1

θj

)2


(n− 1) · n2

Lembrando que o quadrado de um somatório é um somatório duplo . Expandindo

o somatório:(
n∑
i=1

ai

)2

=
n∑
i=1

n∑
j=1

ai · aj;

Expandindo o somatório:

s2X =

n∑
i=1

n2 · θ2i − 2 · n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj +
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

θi · θjθk

(n− 1) · n2

s2X =

n∑
i=1

n2 · θ2i − 2 · n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj + n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

(n− 1) · n2

s2X =

n∑
i=1

n2 · θ2i − n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

(n− 1) · n2
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Por fim, tem-se a expressão para o estimador da variância:

s2X =

n∑
i=1

n · θ2i −
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

(n− 1) · n
(A.5)

A.2.1 Esperança de s2
X

A aplicação do operador esperança na expressão A.5, determina que s2X é um esti-

mador não tendencioso de σ2
X :

E
[
s2X
]

= E

[
1

(n− 1) · n

(
n∑
i=1

n · θ2i −
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

)]

E
[
s2X
]

=
1

(n− 1) · n

(
n ·

n∑
i=1

E
[
θ2i
]
−

n∑
i=1

n∑
j=1

E [θi · θj]

)

E
[
s2X
]

=
1

(n− 1) · n

n · n∑
i=1

σ2
X −

n∑
i=1

σ2
X +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E [θi · θj]


Se os valores da amostra são independentes, então a última parcela é zerada pois

E [θi · θj] = E [θi] · E [θj] e

E [θi] = E [ξi − µX ] = E [ξi]− E [µX ] = µX − µX = 0

portanto, temos:

E
[
s2X
]

=
1

(n− 1) · n

(
n ·

n∑
i=1

σ2
X −

n∑
i=1

σ2
X

)
E
[
s2X
]

=
1

(n− 1) · n
(
n2 · σ2

X − n · σ2
X

)
E
[
s2X
]

=
(n− 1) · n · σ2

X

(n− 1) · n
= σ2

X . (A.6)

A.2.2 Variância de s2
X

Aplicando o operador variância na expressão A.5, obtem-se a expressão que estima

a variância da variância da grandeza aleatória X:

var
[
s2X
]

= E
[
(s2X)2

]
− (E

[
s2X
]
)2 = E

{ 1

(n− 1) · n

(
n∑
i=1

n · θ2i −
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

)}2
− σ4

X
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var
[
s2X
]

=
1

(n− 1)2 · n2E

(n · n∑
i=1

θ2i −
n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

)2
− σ4

X

var
[
s2X
]

=
1

(n− 1)2 · n2

(
n2 ·

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θ2i · θ2j

]
− 2 · n · E

[
n∑
i=1

θ2i ·
n∑
j=1

n∑
k=1

θj · θk

]

+E

( n∑
i=1

n∑
j=1

θi · θj

)2
− σ4

X

var
[
s2X
]

=
1

(n− 1)2 · n2

(
n2 ·

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θ2i · θ2j

]
− 2 · n ·

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θ2i · θj · θk

]
+

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

E [θi · θj · θk · θl]

)
− σ4

X ; (A.7)

resolvendo o primeiro operador esperança:

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θ2i · θ2j

]
=

n∑
i=1

E
[
θ4i
]

+
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E
[
θ2i
]
· E
[
θ2j
]

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θ2i · θ2j

]
=

n∑
i=1

κ.σ4
X +

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

σ2
X .σ

2
X = nκ.σ4

X + n · (n− 1)σ2
X .σ

2
X

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θ2i · θ2j

]
= n · σ4

X · (κ+ (n− 1)); (A.8)

resolvendo o segundo operador esperança:

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θ2i · θj · θk

]
=

n∑
i=1

E
[
θ4i
]

+
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E
[
θ2i
]
· E
[
θ2j
]

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θ2i · θj · θk

]
= n · σ4

X · (κ+ (n− 1)); (A.9)

resolvendo o terceiro operador esperança:

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

E [θi · θj · θk · θl] =
n∑
i=1

E
[
θ4i
]

+ 3 ·
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E
[
θ2i
]
· E
[
θ2j
]

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

E [θi · θj · θk · θl] = n · κ · σ4
X + 3 · n · (n− 1) · σ2

X · σ2
X

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
l=1

E [θi · θj · θk · θl] = n · σ4
X · (κ+ 3 · (n− 1)); (A.10)
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em que a grandeza κ é o coeficiente de curtose, definida como: E
[
θ4i
]
/σ4

X . Substi-

tuindo A.8, A.9 e A.10 em A.7, tem-se:

var
[
s2X
]

=
1

(n− 1)2 · n2

[
n2 · n · σ4

X · (κ+ (n− 1))− 2 · n · n · σ4
X · (κ+ (n− 1))

+n · σ4
X(κ+ 3 · (n− 1))

]
− σ4

X

var
[
s2X
]

=
σ4
X

(n− 1)2 · n2

[
n3 · (κ+ (n− 1))− 2 · n2 · (κ+ (n− 1)) + n · (κ+ 3 · (n− 1))

]
− σ4

X

var
[
s2X
]

=
σ4
X

n− 1
·
[
n3 · (κ− (n− 1))

(n− 1) · n2
− 2 · n2 · (κ− (n− 1))

(n− 1) · n2
+
n · (κ− 3 · (n− 1))

(n− 1) · n2

]
− σ4

X

var
[
s2X
]

=
σ4
X

n− 1

[
κ · (n− 2)

(n− 1)
+

κ

(n− 1) · n
+

3

n
+ n− 2

]
− (n− 1) · σ4

X

n− 1

var
[
s2X
]

=
σ4
X

n− 1

[
3

n
+
κ · n · (n− 2) + κ

n · (n− 1)
+ n− 2− n+ 1

]
var
[
s2X
]

=
σ4
X

n− 1

[
3

n
+
κ · (n2 − 2 · n+ 1)

n · (n− 1)
− 1

]
=

σ4
X

n− 1

[
3

n
+
κ · (n− 1)2

n · (n− 1)
− 1

]
var
[
s2X
]

=
σ4
X

n− 1

[
−1 +

κ · (n− 1) + 3

n

]
2

2
=

2σ4
X

n− 1

[
−1

2
+
κ · (n− 1) + 3

2 · n

]
var
[
s2X
]

=
2 · σ4

X

n− 1

[
1− 3

2
+
κ · (n− 1) + 3

2 · n

]
=

2 · σ4
X

n− 1

[
1 +

κ · (n− 1) + 3− 3 · n
2 · n

]
var
[
s2X
]

=
2 · σ4

X

n− 1

[
1 +

κ · (n− 1)− 3 · (n− 1)

2 · n

]
var
[
s2X
]

=
2 · σ4

X

n− 1

[
1 +

(n− 1) · (κ− 3)

2 · n

]
. (A.11)

Sabendo que o grau de liberdade para a grandeza X é ν = n − 1, substituindo

na equação A.11, tem-se:

var
[
s2X
]

=
2 · σ4

X

ν

[
1 +

ν · (κ− 3)

2 · (ν + 1)

]
, (A.12)

se a grandeza X possuir uma distribuição gaussiana, então κ = 3 (SCHWAAB;

PINTO, 2007), a expressão A.12 reduz a:

var
[
s2X
]

=
2 · σ4

X

ν
. (A.13)

A.3 Covariância

A covariância (σX1,X2) entre duas variáveis aleatórias X1 e X2 é um parâmetro

estat́ıstico que quantifica como essas variáveis variam conjuntamente em torno dos
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seus respectivos valores esperados. Formalmente é o momento conjunto de primeira

ordem das variáveis X1 e X2 centrados no valor esperado, definida por:

σX1X2 = Cov [X1, X2] = E [(X1 − E [X1]) · (X2 − E [X2])]

= E [X1 ·X2]− E [X1] · E [X2] . (A.14)

Para sistemas discretos, pode-se usar o estimador (s2X1,X2
) representado pela

equação A.4:

sX1,X2 =
n∑
i=1

(ξ1,i − x1) · (ξ2,i − x2)
n− 1

, (A.15)

em que ξ1,i e ξ2,i representa os n valores amostrais das variáveis X1 e X2, e x1 e x2

são as médias aritmética da amostra calculada através da equação abaixo A.2. Se

substituirmos a A.2 em A.15 temos:

sX1,X2 =
n∑
i=1

(
ξ1,i −

n∑
j=1

ξ1,j
n

)
·

(
ξ2,i −

n∑
j=1

ξ2,j
n

)
n− 1

Para facilitar a notação e os cálculos, considera-se a grandeza θX1,i
= ξi − µX1,i

e θX2,i
= ξ2,i − µX2,i

. Então temos:

sX1,X2 =

n∑
i=1

(
n(ξ1,i − µX1,i

)−
n∑
j=1

(ξ1,j − µX1,i
)

)
·

(
n(ξ2,i − µX2,i

)−
n∑
j=1

(ξ2,j − µX2,i
)

)
(n− 1) · n2

sX1,X2 =

n∑
i=1

(
n · θX1,i

−
n∑
j=1

θX1,j

)
·

(
n · θX2,i

−
n∑
j=1

θX2,j

)
(n− 1) · n2

sX1,X2 =

n∑
i=1

n2 · θX1,i
· θX2,i

− n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

(
θX1,j

· θX2,i
+ θX1,i

· θX2,j

)
+

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

θX1,j
θX2,k

(n− 1) · n2

sX1,X2 =

n∑
i=1

n2 · θX1,i
· θX2,i

− n ·
n∑
i=1

n∑
j=1

θX1,i
· θX2,j

(n− 1) · n2 =

n∑
i=1

n · θX1,i
· θX2,i

−
n∑
i=1

n∑
j=1

θX1,i
· θX2,j

(n− 1) · n

sX1,X2 =

(n− 1)
n∑
i=1

θX1,i
· θX2,i

−
n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

θX1,i
· θX2,j

(n− 1) · n

sX1,X2 =
1

n

n∑
i=1

θX1,i
· θX2,i

− 1

(n− 1) · n

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

θX1,i
· θX2,j

(A.16)
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A.3.1 Esperança de sX1,X2

Aplicando o operador esperança na expressão A.16, iremos verificar se sX1,X2 é um

estimador não tendencioso de σX1X2 :

E [sX1,X2 ] = E

 1

n

n∑
i=1

θX1,i
· θX2,i

− 1

(n− 1) · n

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

θX1,i
· θX2,j


E [sX1,X2 ] =

1

n

n∑
i=1

E
[
θX1,i

· θX2,i

]
− 1

(n− 1) · n

n∑
i=1

n∑
j=1
j 6=i

E
[
θX1,i

· θX2,j

]

Se os pontos amostrais (i e j) forem independentes, então E
[
θX1,i

· θX2,j

]
é igual a

E
[
θX1,i

]
E
[
θX2,j

]
e como E

[
θX1,i

]
= 0 = E

[
θX2,j

]
, temos:

E [sX1,X2 ] =
1

n

n∑
i=1

σX1X2 =
n

n
σX1X2 = σX1X2 (A.17)

A.3.2 Variância de sX1,X2

Aplicando o operador variância na expressão A.16, obtem-se a expressão que calcula

a variância da covariância de duas variáveis aleatórias sX1,X2 :

var [sX1,X2 ] = E
[
(sX1,X2)2

]
− (E [sX1,X2 ])2

var [sX1,X2 ] = E

{ 1

(n− 1) · n

(
n∑
i=1

n · θX1,i
· θX2,i

−
n∑
i=1

n∑
j=1

θX1,i
· θX2,j

)}2
− σ2

X1,X2

var [sX1,X2 ] =
1

(n− 1)2 · n2

(
n2 ·

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,j

]
− 2 · n ·

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

θX2,k

]
+

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
p=1

E
[
θX1,i

· θX2,j
· θX1,k

· θX2,p

])
− σ2

X1,X2
(A.18)

Se os pontos amostrais forem medidos de forma não correlacionada, então E
[
θX1,i

· θX2,j

]
é igual a E

[
θX1,i

]
· E
[
θX2,j

]
e como E

[
θX1,i

]
= E

[
θX2,j

]
= 0. temos:
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Primeira parcela:

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,j

]
=

n∑
i=1

E
[
(θX1,i

· θX2,i
)2
]

+
n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i

]
· E
[
θX1,j

θX2,j

]
n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,j

]
=

n∑
i=1

κX1,X2 · σ2
X1,X2

+
n∑
i=1

n∑
j=1

σX1,X2 · σX1,X2

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,j

]
= n · κX1,X2 · σ2

X1,X2
+ n · (n− 1) · σ2

X1,X2

n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,j

]
= n · σ2

X1,X2
· (κX1,X2 + n− 1) (A.19)

Segunda parcela:

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,k

]
=

n∑
i=1

E
[
(θX1,i

· θX2,i
)2
]

+
n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i

]
· E
[
θX1,j

· θX2,j

]
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

E
[
θX1,i

· θX2,i
· θX1,j

· θX2,k

]
= n · σ2

X1,X2
· (κX1,X2 + n− 1) (A.20)

Terceira parcela:

n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
p=1

E
[
θX1,i

· θX2,j
· θXk · θYp

]
=

n∑
i=1

E
[
(θX1,i

· θX2,i
)2
]

+ 3
n∑
i=1

n∑
j=1

E
[
θX1,i

· θX2,i

]
· E
[
θX1,j

· θX2,j

]
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

n∑
p=1

E
[
θX1,i

· θX2,j
· θXk · θYp

]
= n · σ2

X1,X2
· (κX1,X2 + 3 · (n− 1)) (A.21)

Substituindo A.19, A.20 e A.21 em A.18, tem-se:

var [sX1,X2 ] =
1

(n− 1)2 · n2

[
n2 · (n · σ2

X1,X2
· (κX1,X2 + n− 1))− 2 · n · (n · σ2

X1,X2
(κX1,X2 + n− 1))

+ n · σ2
X1,X2

· (κX1,X2 + 3 · (n− 1))
]
− σ2

X1,X2

(n− 1)2 · n
(n− 1)2 · n

var [sX1,X2 ] =
σ2
X1,X2

(n− 1)2 · n
[
n2 · (κX1,X2 + n− 1)− 2 · n · (κX1,X2 + n− 1)

+ (κX1,X2 + 3 · (n− 1))− (n− 1)2 · n
]

var [sX1,X2 ] =
σ2
X1,X2

(n− 1)2 · n
[
κX1,X2 · (n2 − 2 · n+ 1) + n3 − 3 · n2 + 5 · n− n3 + 2 · n2 − n− 3

]
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var [sX1,X2 ] =
σ2
X1,X2

(n− 1)2 · n
[
κX1,X2 · (n2 − 2 · n+ 1)− n2 + 4n− 3

]
var [sX1,X2 ] =

σ2
X1,X2

(n− 1)2 · n
[
κX1,X2 · (n− 1)2 − (n− 1)2 + 2 · (n− 1)

]
var [sX1,X2 ] =

σ2
X1,X2

(n− 1) · n
· 2 · n

2 · n
[(n− 1) · (κX1,X2 − 1) + 2)]

var [sX1,X2 ] =
2 · σ2

X1,X2

(n− 1)

[
(n− 1) · (κX1,X2 − 1)

2 · n
+

1

n

]
var [sX1,X2 ] =

2 · σ2
X1,X2

(n− 1)

[
(n− 1) · (κX1,X2 − 1)

2 · n
+ 1− 2 · (n− 1)

2 · n

]
var [sX1,X2 ] =

2 · σ2
X1,X2

(n− 1)

[
1 +

(n− 1) · (κX1,X2 − 3)

2 · n

]
(A.22)

Sabendo que o grau de liberdade para um conjunto amostral é νX1,X2 = n − 1,

substituindo na equação A.22, tem-se:

var [sX1,X2 ] =
2 · σ2

X1,X2

νX1,X2

[
1 +

νX1,X2 · (κX1,X2 − 3)

2 · (νX1,X2 + 1)

]
(A.23)

Se a pdf conjunta de X e Y possuir distribuição gaussiana, então κX1,X2 = 3, a

equação A.23 reduz a:

var [sX1,X2 ] =
2 · σ2

X1,X2

νX1,X2

(A.24)
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A.4 Fórmula W-S para Sistema MISO Expĺıcito

Se o modelo de medição for MISO na forma explicita, então a Equação (2.3) pode

ser reescrita em termo da variância da grandeza de sáıda Y , é dada pela equação:

u2Y ≈ u2Y1ord
=

N∑
i=1

N∑
j=1

∂f

∂Xi

· ∂f
∂Xj

· uXi,Xj =
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj (A.25)

em que u2Y1ord
é variância calculada através de aproximações pela série de Taylor (de

ordem 1). Xi representa as N grandezas de entrada e ci é a derivada parcial da

função (y = f(x)) de primeira ordem (∂f/∂Xi).

Aplicando o operador variância na equação A.25 tem-se:

var
[
u2Y1ord

]
= var

[
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj

]

var
[
u2Y1ord

]
= E

( N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj − E

[
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj

])2


var
[
u2Y1ord

]
= E

( N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj −
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · µuXi,Xj

)2


var
[
u2Y1ord

]
= E

( N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj

)2

− 2 ·
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · uXi,Xj
n∑
p=1

n∑
q=1

cp · cq · µuXp,Xq

+

(
N∑
i=1

N∑
j=1

ci · cj · µuXi,Xj

)2


var
[
u2Y1ord

]
=

N∑
i,j,p,q

ci · cj · cp · cq · E
[
uXi,Xj · uXp,Xq − 2 · uXi,Xj · µuXp,Xq + µuXi,Xj · µuXp,Xq

]
var
[
u2Y1ord

]
=

N∑
i,j,p,q

ci · cj · cp · cq · E
[
(uXi,Xj − µuXi,Xj ) · (uXp,Xq − µuXp,Xq )

]
var
[
u2Y1ord

]
=

N∑
i,j,p,q

ci · cj · cp · cq · Cov
[
uXi,Xj , uXp,Xq

]
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Expandindo a equação:

var
[
u
2
Y1ord

]
=

N∑
i=1

c
4
i · var

[
u
2
Xi

]
+

N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

(
2 · c2i · c

2
jvar

[
uXi,Xj

]
+ 4 · c3i · cj · Cov

[
u
2
Xi
, uXi,Xj

]
+ c

2
i · c

2
j · Cov

[
u
2
Xi
, u

2
Xj

])

+
N∑

i=1

N∑
j=1
j 6=i

N∑
k=1
k 6=i,j

(
2 · c2i · cj · ck · Cov

[
u
2
Xi
, uXj,Xk

]
+ 4 · c2i · cj · ck · Cov

[
uXi,Xj

, uXi,Xk

])

+
N∑

i=1

N∑
j=1
j 6=i

N∑
k=1
k 6=i,j

N∑
q=1

q 6=i,j,p

ci · cj · ck · cq · Cov
[
uXi,Xj

, uXk,Xq

]
(A.26)

Se as variâncias e covariâncias das grandezas de entrada não forem correlacionadas

então tem-se:

var
[
u2Y1ord

]
=

N∑
i=1

c4i · var
[
u2Xi
]

+ 2 ·
N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

c2i · c2j · var
[
uXi,Xj

]
Se as grandezas de entrada e sáıda possuirem comportamento gaussiano então pode-

se aplicar as equações A.13 e A.24:

2 · u4Y1ord

νeff

=
N∑
i=1

c4i ·
2 · u4Xi
νXi

+ 2 ·
N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

c2i · c2j ·
2 · u2Xi,Xj
νXi,Xj

u4Y1ord

νeff

=
N∑
i=1

c4i ·
u4Xi
νXi

+ 2 ·
N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

c2i · c2j ·
u2Xi,Xj
νXi,Xj

νeff =
u4Y1ord

N∑
i=1

c4i ·
u4Xi
νXi

+ 2 ·
N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

c2i · c2j ·
u2Xi,Xj
νXi,Xj

(A.27)

Se as grandezas de entrada não forem correlacionadas tem-se a fórmula W-S:

νeff =
u4Y1ord

N∑
i=1

c4i ·
u4Xi
νXi

(A.28)

A.4.1 Grau de liberdade para correlação νXi,Xj

Na dedução da variância da covariância aparece o termo νXi,Xj que representa o grau

de liberdade da covariância de Xi e Xj (Cov [Xi, Xj]), aqui denominado de grau de

liberdade conjunto. O valor desse grau de liberdade deverá ser n− 1, onde n repre-

senta o número de pontos do experimento que determinou a covariância, quando se
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tratar de avaliações estat́ısticas (Tipo A). Na metrologia também é trabalhado ou-

tros temos que não vem de avaliações estat́ısticas e sim devido a outros fatores como

conhecimento prévio da grandeza, certificados de calibração, equipamento utilizado

etc, chamadas de avaliações do tipo B. O grau de liberdade, portanto, passa a ser o

grau de confiança que é depositado no valor dessa grandeza.

Não foi encontrado trabalhos que descrevam como deve ser feito a estimativa da

incerteza conjunta (uX,Y ), em geral considera-se que adotar uma relação entre os

graus de liberdades das variáveis, e.g., médias geométricas, harmônica ou aritmética

para a construção do grau de liberdade conjunto é uma alternativa plauśıvel.

Na literatura entre os autores que propõem uma fórmula W-S que englobe a

correlação entre as variáveis, a fórmula de Lepek (2003) que tem o formato similar

a Equação (A.27):

νLeff =
u4Y

N∑
i=1

c4Xi ·
u4Xi
νXi

+
N∑
i=1

N∑
j=1
j 6=i

c2Xi · c
2
Xj
·

u2Xi,Xj√
νXi · νXj

(A.29)

Comparando a Equação (A.27) e a Equação (A.29) pode-se definir o grau de

liberdade conjunto equivalente ao do Lepek:

νXi,Xj = 2 · √νXi · νXj (A.30)

Outras formas de definir o grau de liberdade conjunto podes utilizados, comoo

as médias aritméticas, geométrica ou harmônica:

Média Aritmética

νXi,Xj = (νXi + νXj)/2 (A.31)

Média Geométrica

νXi,Xj =
√
νXi · νXj (A.32)

Média Harmônica

νXi,Xj = 2 ·
νXi · νXj
νXi + νXj

(A.33)
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Apêndice B

Módulo Uncertainty

Para utilizar o módulo Uncertainty é necessário garantir que a modelo de processo

esteja funcionando no EMSO em modo estacionário e descrito por equações algébri-

cas, isto é, o Uncertainty ainda não pode ser utilizado quando o modelo é descrito

por equações diferenciais ordinárias com os termos das derivadas iguais a zero.

A Figura B.1 apresenta um exemplo de um modelo do exemplo H2 do GUM [1,

p. 74], detalhado na seção 4.1.

Figura B.1: Código do EMSO (FlowSheet) de um sistema Multigrandeza do exemplo

H2-GUM

Com o modelo de processo funcionando, existem três etapas para utilizar o
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módulo Uncertainty : primeiro é necessário declarar quais são as variáveis de interesse

para avaliação da incerteza, e isso é feito na seção EVALUATE (ver Figura B.2).

Na seção INFORMATION deve ser fornecido o arquivo onde estão os dados das

variáveis de entrada e, por último, informações sobre os parâmetros da avaliação

(método, probabilidade de abrangência, número de amostras geradas entre outros)

que devem ser fornecido na seção OPTIONS. A Figura B.2 mostra um exemplo da

utilização do módulo.

(a) Exemplo de utilização do módulo de incerteza - MLPU

(b) Exemplo de utilização do módulo de incerteza - MLPP

Figura B.2: Utilização do módulo Uncertainty

B.1 Entrada de dados

Os dados das grandezas de entrada são fornecidos através de um arquivo de texto. A

formatação deste arquivo possui uma grande flexibilidade. O usuário pode escolher
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entre informar as incertezas padrão combinada (Figura B.3a) ou os parâmetros da

PDFs (Figura B.3b) ou a matriz de covariâncias das grandezas de entrada (Figura

B.3c).

(a) Entrada de dados utilizando as melhores estimati-

vas e suas incertezas combinadas

(b) Entrada de dados através dos parâmetros de PDF

(c) Entrada de dados utilizando as melhores estimati-

vas e a matriz de covariância

Figura B.3: Utilização do módulo Uncertainty

Caso a entrada de dados seja os parâmetros da PDF, é necessário informar

os valores de A, B, C, que caracterizam o tipo de PDF escolhida. A Tabela B.1

mostra como utilizar corretamente esses parâmetros. Outras PDFs estão sendo

implementadas e o modo de como utilizar será detalhada no manual do módulo

Uncertainty.

Tabela B.1: Parâmetros da PDF para entrada de dados.

PDF A B C

Exponencial Média 0 0

Retangular Limite inferior Limite superior 0

Log-Normal Média Desvio Padrão 0

Normal Média Desvio Padrão 0

t-Student Média Desvio Padrão ν

Triangular Média Limite inferior Limite superior
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Os modelos de medição devem ser informados através da seção flowsheet do

EMSO, ver Figura B.1, e podem ser modelos de medição direta, indireta, modelos

que descrevem um equipamento ou uma planta industrial de processos contendo

vários equipamentos interligados entre si.

B.2 Sáıda de dados

Os resultados são apresentados de dois modos: se utilizado o método MLPU a sáıda

aparecerá no Console do EMSO, como mostra a Figura B.4a.

(a) Resultado do método MLPU

(b) Resultado do método MLPU

Figura B.4: Telas de resultado do módulo Uncertainty

Caso o método escolhido seja o MLPP, o Console do EMSO pode mostrar cada

ponto e sua convergência, os parâmetros estat́ısticos das PDF de sáıda e o tempo

de simulação (Figura B.4b). Além disso, também é gerado um arquivo de texto

(formato txt) contendo a PDF conjunta dos dados.
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B.3 Programas utilizados neste trabalho

B.3.1 Exemplo 1: GUM-S2 - 7.7.2

Código B.1: FlowSheet utilizado no exemplo 1.

1 FlowSheet Modelo1

3 VARIABLES

4 # Inpu t Qu a n t i t i e s

5 X1 as Rea l ;

6 X2 as Rea l ;

7 X3 as Rea l ;

9 # Output Qu a n t i t i e s

10 Y1 as Rea l ;

11 Y2 as Rea l ;

13 SPECIFY

14 X1 = 0 ;

15 X2 = 0 ;

16 X3 = 0 ;

18 EQUATIONS

19 Y1 = X1 + X3 ;

20 Y2 = X2 + X3 ;

22 OPTIONS

23 Dynamic = f a l s e ;

24 end

Código B.2: Utilização do método MLPU no Uncertainty para o exemplo 1.

1 Unc e r t a i n t y Exemplo1 as Modelo1

2 EVALUATE

3 Y1 ; Y2 ;

5 INFORMATION

6 ”/home/Ex1 Dados . t x t ” ;

8 OPTIONS

9 Dynamic = f a l s e ;

10 Method = ”MLPU” ;

11 end
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B.3.2 Exemplo 2: GUM H2

Código B.3: FlowSheet utilizado no exemplo 2.

1 FlowSheet H2 example

3 VARIABLES

4 V as Rea l ;

5 I as Rea l ;

6 ph i as Rea l ( Un i t = ’ rad ’ ) ;

7 R as Rea l ;

8 X as Rea l ;

10 SPECIFY

11 V = 4 . 9 9 9 ;

12 I = 0 . 01966 ;

13 ph i = 1.0440∗ ’ rad ’ ;

15 EQUATIONS

16 R = V/ I ∗ cos ( ph i ) ;

17 X = V/ I ∗ s i n ( ph i ) ;

19 OPTIONS

20 Dynamic = f a l s e ;

22 end

Código B.4: Utilização do método MLPU no Uncertainty para o exemplo 1.

1 Unc e r t a i n t y Aval H2 as H2 example

2 EVALUATE

3 R;X ;

5 INFORMATION

6 ”/home/Dados H2 . t x t ” ;

8 OPTIONS

9 Dynamic = f a l s e ;

10 Method = ”MLPU” ;

11 end
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B.3.3 Exemplo 3: CSTR

Código B.5: FlowSheet utilizado no exemplo 3: CSTR.

1 FlowSheet CSTR energy

3 VARIABLES

4 vo as Rea l ;

5 Te as Rea l ;

6 V as Rea l ;

7 T as Rea l ;

8 Co (4) as Rea l ;

9 C(4) as Rea l ;

11 PARAMETERS

12 ko as Rea l ;

13 E as Rea l ;

14 R as Rea l ;

15 n i (4 ) as Rea l ;

16 Cp(4) as Rea l ;

17 Ho(4) as Rea l ;

18 Tr as Rea l ;

20 SPECIFY

21 vo = 3 ;

22 Te = 300 ;

23 V = 1 ;

24 Co = [ 1 . 5 , 37 , 0 , 3 . 4 ] ;

26 SET

27 ko = 1.696 e13 ;

28 E = 75362 . 4 ;

29 R = 8 . 3 1 9 ;

30 n i = [−1 , −1, 1 , 0 ] ;

31 Cp = [ 1 4 6 . 6 , 75 . 4 , 192 .6 , 8 1 . 6 ] ;

32 Ho = [154912 , 286098 , 525676 , 0 ] ;

33 Tr = 293 ;

35 EQUATIONS

36 ( sum(Co∗Cp) ) ∗(T − Te) /Co (1 ) = − sum( n i ∗(−Ho + Cp∗(T − Tr ) ) ) ∗(1 − vo /( vo + ko∗ exp(−E

/(R∗T) ) ∗V) ) ;

37 C = Co + Co (1) ∗ ( n i ∗(1 − vo /( vo + ko∗ exp(−E/(R∗T) ) ∗V) ) ) ;

39 OPTIONS

40 Dynamic = f a l s e ;

42 end
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Código B.6: Utilização do método MLPU no Uncertainty para o exemplo 3: CSTR.

1 Unc e r t a i n t y Aval CSTR GUF as CSTR energy

2 EVALUATE

3 T;C(1) ;C(2 ) ;C(3 ) ;C(4 ) ;

5 INFORMATION

6 ”/home/Dados CSTR EnergiaC1 . t x t ” ;

8 OPTIONS

9 Dynamic = f a l s e ;

10 Method = ”MLPU” ;

11 end

Código B.7: Utilização do método MLPP no Uncertainty para o exemplo 3: CSTR.

1 Unc e r t a i n t y Aval CSTR MSM−S2 H1 as CSTR energy

2 EVALUATE

3 T;C(1) ;C(2 ) ;C(3 ) ;C(4 ) ;

5 INFORMATION

6 ”/home/Dados CSTR Energia MMC C1 H1 . t x t ” ;

8 OPTIONS

9 Dynamic = f a l s e ;

10 Method = ”MLPP” ;

11 NumberOfSimulat ion = 100000;

12 end
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Apêndice C
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2011.
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• Congresso Brasileiro de Metrologia - 2011
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do Norte, 2011.
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